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Cuvant-inainte

Prezentul manual este elaborat conform curriculumului la matematica pentru liceu, editia
2019. Structura si baza conceptuala ale manualului fac posibild realizarea prevederilor curricu-
lumului liceal pentru clasa a X-a.

Manualul este structurat pe module. Pentru orientare, la inceputul fiecarui modul sunt formu-
late obiectivele prioritare, care pot fi realizate studiind modulul in cauza. Obiectivele marcate cu
asterisc (*) sunt preconizate doar pentru profilul real. Mentiondm ca manualul include
compartimente ce tin de algebra, analiza matematica, geometrie, logicd matematica, teoria
multimilor, trigonometrie.

Acest manual permite realizarea principiilor constructiv §i formativ, pe care se axeaza
invatamantul matematic. In acest scop, s-a acordat o atentie deosebit atit corelarii conceptelor
(notiunilor) din diverse compartimente, cat si revenirii sistematice la acelasi concept, dezvalu-
indu-i diferite aspecte. Pentru intelegerea si constientizarea conceptelor, sunt propuse exemple
motivationale, exemple de utilizare a acestora in alte domenii, inclusiv in viata cotidiana. in
acelasi scop, la finalul unor module sunt oferite harti conceptuale (tabele de sinteza) cu ajutorul
carora se va realiza o sistematizare a celor studiate, se vor elucida legaturile principale dintre
concepte sau dintre diferite componente ale aceluiasi concept.

Manualul este astfel structurat, incat sa poata fi utilizat la predarea matematicii atat la profilul
real, cat si la profilurile umanistic, artd si sport. De retinut ca materialul (textul) marcat in
partea stinga cu o bara verticala este prevazut pentru profilul real. Pentru profilurile
umanistic, arti si sport, aceste texte sunt propuse ca extinderi. In plus, in conformitate
cu obiectivele preconizate, exercitiile si problemele propuse la sfarsitul fiecarui paragraf (even-
tual, pentru unele secvente), precum si la sfarsitul fiecarui modul, sunt clasificate pe niveluri:

a) profilurile umanistic, arta, sport: A — cunoastere si intelegere, B — aplicare, C — integrare.

b) profilul real: A, — cunoastere si intelegere, B, — aplicare, C, — integrare.

Exercitiile si problemele destinate profilurilor umanistic, arte, sport pot fi propuse si elevilor
de la profilul real.

Unele prevederi sunt destinate sa faciliteze organizarea lucrului de sine statator al elevilor.
Sistemele de exemple motivationale, de consolidare si de utilizare a conceptelor sunt menite sa
ajute elevul sa inteleaga aceste concepte, sd Insuseasca atat conceptele noi, cat si unele aspecte
ale conceptelor deja cunoscute (de exemplu, monotonia si extremele functiei, ecuatii si inecuatii
de noi tipuri s.a.). Recomandam, in scopul formarii competentelor respective, sa se insiste asupra
examindrii exemplelor si rezolvarii exercitiilor propuse in manual. Exercitiile si problemele
recapitulative de la fiecare modul prezinta, de reguld, un nivel mai avansat de integrare intra- si
interdisciplinara. Rezolvarea acestora, de asemenea, va contribui eficient la formarea competen-
telor specifice matematicii.
atat prin unele notiuni teoretice suplimentare, cat si prin probleme mai complicate, notate cu
asterisc (*) .
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Numere reale.
Recapitulare si completari
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recunoasterea elementelor multimilor numerice studiate (N, Z, Q, R) si scrierea numerelor reale sub diverse forme;
utilizarea terminologiei aferente notiunii de numar;

trecerea de la o forma de scriere a numerelor reale la alta;

reprezentarea geometrica a numerelor reale;

efectuarea operatiilor studiate cu numere reale;

aplicarea proprietatilor operatiilor cu numere reale pentru simplificarea calculelor;
compararea numerelor reale prin metode diverse;

aproximarea prin lipsa sau prin adaos a numerelor reale cu eroarea data;

utilizarea modulului numarului real si a proprietatilor modulului in contexte variate;

C0O000O0O0OO0OO0OO0

utilizarea proportiilor, procentelor in diverse contexte.

Numere rationale, irationale, reale

@ Din istorie | Stiinta, tehnica au avut nevoie de o cale lunga de evolutie pana la aparitia computerului si
a internetului ca mijloc de comunicare. La fel, omenirea a parcurs multe trepte de ascendenta
pana la aparitia notiunii de numar. Diferite civilizatii, culturi (babilonian, egipteana, chineza,

< <550 o <55 < <E5D o <195 < NP <8 cea de pe Valea Indului...) au mers pe cai diferﬁe.in Antichitate au aparut

\uﬁ 15 ™ ) simbolurile romane: I, I, IIL, IV, V, X, L, C, M, V, M, iar apoi au intrat in uz
¥ 10 3 ‘ \5\ (inclusiv la hindusi) cifrele arabe 0, 1, 2, 3,4, 5,6,7, 8, 9.
L so Este cunoscuta corelatia dintre cifrele arabe si cele romane:
ageo Qe o 8o G EEE> B >
C w00 _@ s.000_10.000 59000 100009 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
s00 ﬁ—c@z L C 1o [ | v v v [vin | x
M 1.000 _B{>T o<

Sistemul bazat pe simbolurile romane nu era comod pentru efectuarea calculelor (cifra 0 nu se

contine in acest sistem). Sistemul bazat pe cifrele arabe a aparut in Europa acum 1500 de ani.
Dezvoltarea conceptului de numaér totdeauna a fost corelatd cu efectuarea operatiilor

aritmetice intre numere si a permis evidentierea unor proprietiti calitative ale acestora.
Amintim multimile de numere studiate anterior:

« N={0,1,2,..., n,...} —multimea numerelor naturale,

e Z={.,-3,-2,—-1,0,1,2,..} —multimea numerelor intregi,

m . .
e Q= {7 |m,ne Z, n# O} — multimea numerelor rationale,

e I - multimea numerelor irationale (numere care nu sunt rationale),
* R=QUI — multimea numerelor reale.

Daca K este una dintre multimile de mai sus, atunci prin K*, K,, K_senoteaza, respectiv,
multimea numerelor nenule, multimea numerelor nenegative, multimea numerelor nepozitive
din multimea numerica K.



Numere reale. Recapitulare si completari
Un numar rational poate fi reprezentat:
1. sub forma de fractie M unde meZ, neN';

n

2. ca fractie zecimala (finita sau infinita periodica).
Procedeul de trecere de la o forma la alta este reprezentat prin exemplele:

23 1 1046 23
| xemple | a) 1000 0,023; b) 3 0,33..=0,(3); ¢ 295 2,1(13);  d) 0,023 000"
_3 1. _ A, 1131, 112 56 _ 1046
e) O,(3)—9—3, f) 2,1(13)=2+0,1(13) =2+ 990 —2+990—2+495— 195 -
Multimile numerice studiate N, Z, Q permit rezolvarea unui sir de probleme. Exista insa
situatii care nu pot fi depasite utilizand doar aceste multimi numerice.
| Problema | Sise determine lungimea diagonalei unui dreptunghi cu laturile de lungimile 1 cm si 2 cm.

Rezolvare:
Fie a lungimea diagonalei dreptunghiului. Atunci, conform teoremei lui Pitagora,
a’=1*+2’=5. Incercdm si rezolvim problema in multimea numerelor rationale. Fie

a="e Q o fractic ireductibila. Atunci [ 2 | =5, de unde rezulta c& m® =5n> si m*}5,
n n

adicd m :5 si m=>5t, te N. Dupi substitutie in m” = 5n>, obtinem 25¢* =5n° & 5¢* =n’,
adica n : 5, de unde rezulta ca fractia 7 este reductibild cu 5, contrar presupunerii. Contra-
dictia obtinutd demonstreazd ca problerlzla formulata nu are solutie in multimea Q.

Astfel, lungimea diagonalei trebuie sa fie un numar (nerational) al carui patrat este 5,
deci care poate fi scris sub forma «/g .

Pentru a scrie numarul ﬁ ca numar zecimal, vom calcula valorile lui aproximative,
folosind aproximarile zecimale prin lipsa si aproximarile zecimale prin adaos. Deoarece
2°<5<3% rezultici 2< /5 <3. Numerele 2 si 3 sunt aproximarile zecimale prin lipsa si,
respectiv, prin adaos, cu o eroare mai mica decat 1 (sau cu o unitate) ale numarului \/g .
Divizam intervalul [2, 3] in 10 parti egale si alegem numerele 2,2 si 2,3, care satisfac inegalitatea
dubli (2,2)* <5<(2,3)’. Numerele 2,2 si 2,3 sunt aproximirile zecimale prin lipsi si, respectiv,
prin adaos, cu o eroare mai micd decat 10~ (sau cu o zecime) ale numarului V5. inmod
analog se determina aproximarile zecimale 2,23 si 2,24 prin lipsa si, respectiv, prin adaos, cu
o eroare mai micd decat 10~ (sau cu o sutime) ale numarului V5. Acest procedeu poate fi
continuat la infinit, deoarece patratul niciunuia din numerele obtinute nu va fi egal cu 5. (S-a
demonstrat ¢ +/5 nu este numar rational.) Numarul zecimal obtinut 2,23... are un numar
infinit de zecimale si nu este (din acelasi motiv) nici numar zecimal periodic.

Cunoastem ca numerele care pot fi reprezentate ca numere zecimale neperiodice cu un
numar infinit de zecimale se numesc numere irationale. De exemplu, numerele \/5 R ﬁ , T
= 3,1415... (weste valoarea raportului dintre lungimea cercului si diametrul lui) sunt numere
irationale.

Ne amintim ca reuniunea multimii numerelor rationale (Q) cu multimea numerelor irationale
(I) formeaza multimea numerelor reale, care se noteaza cu R. Prin urmare, R este multimea
tuturor numerelor care pot fi scrise ca numere zecimale cu un numar finit de zecimale, ca
numere zecimale periodice sau ca numere zecimale neperiodice cu un numar infinit de zecimale.

Intre multimile numerice studiate au loc relatiilee Nc Zc Qc R;Ic R; R=QUT.

In general, numerele zecimale o, si o cu n cifre dupa virguld se numesc aproximdri
zecimale prin lipsa si, respectiv, aproximdri zecimale prin adaos, cu o eroare mai mica
decat 10™ ale numdrului irational ¢, daci: @ o, <o <o, si® o —o, =107, neN.

MODULUL ~
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Numere reale. Recapitulare si completari

Astfel, fiecarui numar irational o sau fiecarei fractii zecimale periodice i se asociaza
doud siruri infinite de numere zecimale (rationale) (t,),.,, (¢)) 5,» n€ N, care satisfac
proprietatile @ si @.

Pentru comoditate si uniformitate, convenim sa examinam si siruri similare de aproximari
zecimale ale numdrului rational ¢, considerand cd o, =, =¢, incepand cu un oarecare
indice n,. De exemplu, pentru o =2,719, elementele acestor siruri sunt:

’ ’ ’
o,=2, 0, =3; 0,=27, 0, =2,8; ot, =2,71, o0, =2,72;
’ ’ 4
o, =2719=0; =a, =, =...=, =0, = (n, =3).
Aceste siruri se folosesc pentru a defini operatii cu numere reale.

BEXA Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor.
Compararea numerelor reale

[ O Ne amintim |

Oricarui numar real a 1i corespunde un unic punct M pe axa numerelor Ox, astfel incat

OM =|a|: dacd a>0, atunci punctul M apartine semiaxei pozitive; daca a < 0, atunci M
apartine semiaxei negative, iar dacd a =0, atunci M coincide cu punctul O. Respectiv, fiind
dat un punct M de pe axa Ok, lui ii va corespunde un numar a cu |OM | =|a|, respectand
regula semnului. Numarul a se numeste coordonata punctului M. Folosind aceasta
corespondentd, numerele reale pot fi reprezentate geometric. Din acest motiv, e comod sa
notam punctul de pe axa chiar cu numarul in cauza.

in functie de forma in care sunt reprezentate numerele reale, se aplica diferite modalitdti
de comparare a acestora.

1. Dintre doud numere reale reprezentate pe axa numerelor, este mai mare numarul
situat la dreapta (spre sensul pozitiv) celuilalt.
2. Orice numadr pozitiv este mai mare decat orice numar negativ (indiferent de

reprezentarea lor).

0 X X,
X 0 X,
X1 X, O

3. Dintre doud numere negative este mai mare numarul al carui modul este mai

mic.
4. Fie ambele numere pozitive.

a) Dacd ambele numere sunt prezentate ca fractii ordinare cu acelasi numitor, atunci
este mai mare numarul al carui numarator este mai mare.

b) Daca ele sunt prezentate ca fractii zecimale, atunci se compara cifrele ce ocupa
acelasi loc fatd de virgula: este mai mare numarul al carui prima cifra necoincidenta
de la stanga este mai mare (cifrele la stanga de prima semnificativa se considera 0).
(12,97>9,99=09,99; 2,193 >2,183)

5. Daca ambele numere se reprezinta ca valori ale unei functii, atunci se aplica (pentru
comparare) proprietatile de monotonie ale acestei functii.

6. Daca numerele sunt scrise In forma mixtd, atunci se face o presupunere (de exemplu,
a > b) si se aplica proprietatile inegalitatilor pAnd se obtine o inegalitate echivalentd, dar
evidentd sau se estimeaza semnul diferentei lor.

7. In cazuri mai complicate se recurge la determinarea valorilor aproximative ale numerelor.

., Exercitiu
} rezolvat

Sa se compare: a) 35 cu 5\/5; b) 3 cu 6—+/5.

Rezolvare:

8) 3V5 =+/9-5=+/45; 5V3=4/25-3=75.

Deoarece 45 < 75, rezulta ca x/E < «/% Deci, 3x/§ < 5«/5.
b) 3—(6—+/5)=—3++/5. Asacum —3++/5 estenegativ (/5 <3), obtinem: 3<6—+/5.



Numere reale. Recapitulare si completari

Operatii aritmetice cu numere reale

Fie sirurile (1,),50> (B,),s0 $1 (0,505 (B.),s> n€ N, aproximari zecimale prin lipsa si
respectiv prin adaos ale numerelor reale o si f.

Suma numerelor reale o si B este numarul real y= o+ B, care satisface inegalitatile duble
a,+B,<y<a +p., neN

Diferenta numerelor reale o si 3 este numarul real 6 = o — 3, care satisface inegalitatile
duble ¢, — B <& <o/ — B, pentru orice ne N.

Produsul numerelor reale pozitive orsi S este numarul real pozitiv 1 = ot - B, care satisface
inegalitatile duble o, - B, <n<a - B., pentru orice ne N.

Citul numerelor reale pozitive o si ) B, B #0, este numarul real pozitiv u :%, care

o o . N A
ﬁ’i <u Sﬁ—", pentru orice ne N, incepand cu acel n pentru
n n

’
care aproximarile zecimale f3,, B, sunt nenule.

satisface inegalitatile duble

Pentru a calcula produsul (catul) a doud numere reale arbitrare, se calculeaza produsul
(catul) modulelor, iar semnul rezultatului se determina in conformitate cu regula de calcul a
semnului produsului (respectiv a catului) numerelor reale.

Suma, diferenta, produsul si catul (cu impartitor nenul) oricaror doua numere reale exista
si sunt unic determinate.

1., Exercitiu
rezolvat

Ce se intelege prin numarul ¢ = V2459

Rezolvare:

1., Exercitiu
rezolvat

Deoarece 1<+/2<2, 14<+2<15, 141<42<142, ... si 2</5<3, 2,2<+/5<23,
2,22< «/g <2,23, ... rezulta ca ¢ este numarul care satisface inegalitatile duble:
1-:2<t<2-3; 1,4-22<t<1,5:-2,3; 1,41-2,22<¢<1,42-2,23; ... deci
2<t<6; 3,08<t<345; 3,13<t<33]; ..

Folosind reprezentarea numerelor rationale sub forma 4 aeZ beN, imediat obtinem
ca suma, diferenta, produsul, catul (cu impartitor nenul) a doua numere rationale vor fi, de
asemenea, numere rationale. Din acest motiv, suma, diferenta, produsul, catul unui numar
irational i a unui numar rational nenul va fi un numar irational. Intr-adevar, daca, de exemplu,
in egalitatea a + b = ¢, unde a —rational, b — irational, ar fi §i ¢ —rational, atuncidin b =c—a
am obtine ca si b trebuie sa fie rational. Contradictia ne confirma cele spuse.

Dimpotriva, suma, diferenta, produsul, catul a doud numere irationale pot fi numere rationale.

De exemplu, 2+\/§, 2-4f3¢ I, insa 2+«/§+(2—\/§)e Z, (2+\/§)~(2—«/§)e Z.
1. Sé se arate ca a :(ﬁ +2+3\/§)\/§ +5-24/3 este numir rational.

Rezolvare:

a=(3+243B3)1W3+5-23=02+43)3+5-23=

=23 +4(3) +5-2/3=12+5=17e Q.

J11-6v2

35410
Rezolvare:

a_\/11—6\/5_ \/9—6\/§+2 _\/32—2-3\/54_(\/5)2 _\/(3_\/5)2 ~
I N R R N RN RN O
32 32 | =£GIR\Q.

S5V e 58

Prin urmare, @ nu este un numar rational.

2. Sa se determine daca a = este un numar rational.

MODULUL ~ ]
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Numere reale. Recapitulare si completari

| O Retineti! In practica, de regula, pentru a estima suma, diferenta, produsul sau catul numerelor
‘ reale, se folosesc aproximarile zecimale ale numerelor reale.

Proprietdti ale operatiilor de adunare si inmultire cu numere reale

Pentru orice numere reale x, y, z au loc egalitatile:
1° x+y=y+x; x-y=y-x (comutativitatea);
2° (x+y)+z=x+(y+2z); (x-y)-z=x-(y-z) (asociativitatea);
3° x+0=x; x-1=x (existenta elementului neutru);
4° x+(—x)=0 (existenta elementului opus);
x-x"'=x- % =1, x#0 (existenta elementului invers);
5° x-(y+z)=x-y+x-z; x-(y—z)=x-y—x-z (distributivitatea);
6° a>b>0=~a>b si a" >b", neN.

a, daca a>0
—a, daca a<0.

| O Ne amintim |  Modulul numdrului real a este numarul | a | ={

Ca si pentru numerele rationale, se poate demonstra

|7-eorema 1 || (proprietiti ale modulului numérului real)

¥ Pentru orice a, be R, avem:
1° |a|20,VaeR, si|a|=0<a=0; 7° %=%,b¢o;
o N
2° |al=|-al 8° |x|fae=-a<x<a
3° |al2a
© |af =\ |=a?; 9° |a+b|<|a|+|bl;
5° |a"|=|al",neN’; 10°[a=b|2[|a|~|b]|.
6° |a-b|=|al-|b];

Amintim ¢i pentru orice xe R este adeviratd egalitatea| v x* =| x|/, utild pentru

efectuarea diverselor transformari. De exemplu, proprietatea cunoscutd + ab =va b ,

a,beR,, se va scriec vab =./|a|-+/|b]| pentru a,be R_.

A nu se confunda cu (vx)*=x, xe R, .

BEX} Proportii. Procente

Notiunea de proportie e o reflectare a legilor naturii. E usor de inteles ca dacd umbra
(solara a) unei persoane e de 10 ori mai mica decat umbra unui stalp vertical, atunci si
indltimea acestei persoane e de 10 ori mai micéd decat inaltimea stalpului. La fel, dacd un
agricultor recolteaza de 1,5 ori mai multe 1azi cu mere decat alt agricultor, atunci si remunerarea
lui trebuie sa fie de 1,5 ori mai mare decat remunerarea celuilalt agricultor.

In fiecare dintre situatiile descrise participa 4 marimi.

Z ) efinitie Se numeste proportie egalitatea a doud rapoarte:

Numerele « si d se numesc termeni extremi, iar b si ¢

=§, a,ceR, b,deR".
—t

SRS

ermeni mezi ai proportiei.

—

Proprietatea fundamentala a proportiei

Produsul extremilor este egal cu produsul mezilor: a-d =5 - c.




Numere reale. Recapitulare si completari

%} Exemplu Pentru vopsirea pe exterior a unei case se face un amestec de vopsea de 2 culori: alba si
rezolvat galbena. Raportul cantitatilor de vopsea (alba si galbend) este de 3 : 4. Ce cantitate de
vopsea de fiecare culoare trebuie procuratd, daca pentru toata casa este nevoie de 49 kg
de amestec.
Rezolvare:

Notam cu x cantitatea necesara de vopsea alba, atunci cantitatea de vopsea galbena va
f149 —x.

Conform conditiei, trebuie sa fie adevarata proportia %: 7 9x_ o adica 3-(49 —x)=4x
sau 7x=3-49, de unde x =21 kg.
Astfel, trebuie procurate 21 kg de vopsea alba si 28 kg de vopsea galbena.

Raspuns: 21 kg de vopsea alba; 28 kg de vopsea galbena.

a_c

| O Ne amintim |  Pornind de la proportia by =g 5¢ obtin o serie de alte proportii, numite proportii derivate,

efectuand diverse operatii:

* inversarea rapoartelor: %:% (daca a, c#0);

» schimbarea cu locul a extremilor, respectiv a mezilor: % = £, a- %;
a’ c
» adunarea la ambele parti ale egalitatii a unuia si aceluiasi numar:
a c a+kb _c+kd
—thk==+k= =
b d b d
In particular, pentru & = 1 obtinem aTer = %, iar pentru k=—1 obtinem < ;b =£ (_jd
1., Problema Adi instaleaza 1 m? de pavaj mozaic in 2 ore, iar Ion —in 3 ore. In cét timp ei vor instala
rezolvata 1 m2 de pavaj lucrand impreuna?

Rezolvare:

Cu ajutorul proportiilor determindm volumul de lucru efectuat de fiecare lucrator in acelasi
interval de timp: e comod pentru rezolvare sa selectaim numarul 6 — cel mai mic multiplu
comun al numerelor 2 si 3. Deci, in 6 ore Adi va instala 3 m? de pavaj, iar lon — 2 m2. Astfel,
lucrand TImpreuna ei vor instala 5 m? de pavaj in 6 ore. Astfel 1 m? de pavaj ei il vor instala

. 6 . . .
in = ore, sau in 1 ord i 12 min.

Rdaspuns: In 1 ord si 12 min.

Rapoarte de anumit gen se utilizeaza in domeniile financiar-bancar, antreprenoriat, in
viata de zi cu zi etc.

| O Ne amintim | Un procent este a suta parte dintr-o marime initiala (de baza) G. Pentru a calcula numarul 7,

care constituie p % dintr-un numar G, aplicam proportia % _100 si obtinem formula
p
7=9 .
100 7|
1. o Probleme 1. Din cei 10000 de clienti ai unei bénci, 10 % au perfectat depozite pe un termen mai
\ rezolvate mare de un an. Cati clienti de acest fel are banca?
Rezolvare:
Marimea de baza G = 10000, numarul de procente p = 10, deci
T= % 10=1000 (clienti).

Raspuns: 1000 de clienti au perfectate contracte pe un termen mai mare de un an.

MODULUL ~ ]
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Numere reale. Recapitulare si completari

° Pentru a afla numarul de procente p pe care il constituie numarul 7 din marimea de baza
G, aplicam formula:

p%=%1%%.

2. Din cele 800 de case dintr-o localitate, 560 sunt conectate la reteaua de internet. Cate
procente din totalul de case nu sunt conectate la internet?

Rezolvare:
Avem G = 800, 7= 800 — 560 = 240.
. 240 3
o — <7V o — 2 | 0/ —2()0
Prin urmare, p% 200 100% 0 100% =30%.

Raspuns: 30 %.

° Pentru a determina un numar necunoscut (marimea initiald) G, daca se cunoaste ca un
numar dat 7 constituie p % din G, aplicam formula:

6=TL100].
p
| O Retineti! 1. Aceste probleme pot fi rezolvate (respectiv, aceste formule pot fi memorate) utilizand
schema: G 100 %
T p %,
care exprima faptul cd marimile 7 si p sunt direct proportionale cu numarul de procente
pe care 1l reprezintd marimea de bazd G, adica este adevarata proportia — = M Din

T
egalitatea G- p=T7-100 se determind una din marimi, fiind cunoscute celelalte.

2. Vorbind despre procente, neaparat trebuie sa fie clar care este marimea de baza.
Uneori se face greseald adunand procentele care se refera la diferite méarimi de baza.

1L, Exemplu Cu ocazia sarbatorilor, pretul unui telefon a fost micsorat de 2 ori: prima data cu 10 %, iar
rezolvat apoi cu 5 %. Cu cate procente este mai mic pretul final fatd de pretul initial?
Rezolvare:

15 % nu este raspunsul corect. latd argumentul. Fie pretul initial al telefonului ¢ u.m.
a ..100%

Dupa prima reducere, pretul a, se determina din relatia: a . 90% Deci, a, =0,9a.
| .
o . 09a — 100%
Pretul a,, dupa a doua reducere, se determind din relatia: “ o °
a, —95%.
Deci, a, = 0’91((1)695 = 172,(1)a =0,855a — pretul telefonului dupa a doua reducere. Numarul
de procente p, care constituie acest pret din cel initial, se determina din relatia:
a ...100%
17,1a o
17,1 20 r
5o 100%
Astfel, p% = 20 85,5%. Deci, pretul final e mai mic decat cel initial cu 14,5%.
a

Raspuns: Cu 14,5%.

Procentele au o aplicare larga si in domeniul financiar.



. Sa se scrie ca numar zecimal:

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

Numere reale. Recapitulare si completari ’

Exercitii si probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

MODULUL

3. 4, 3. 1 2. 1. 1 1

a) o RATS 93 d) g ©) 75 D 125° 2% h) 5-
Sd se scrie sub forma de fractie numarul:
a) 0,(13); b) 2,(5); ) 1,(2); d)0,23); ) 1.2(7); £)0,2(73).
RN a . ax . - c e ax e - . .
A Lucragiin perechi! Sa se determine daca este un | 6. (& [nvestigari! Sa se decida daca pentru orice x din
numar rational valoarea expresiei numerice: multimea indicata este adevarata egalitatea:

/ X
a) V2 +3; b)ﬁ; a) —=1, xeR; b) x=—|x|, xe R_;

NE) [ x|

NG c) (x—]xD(x+|x])=0, xeR.
¢) (V2 +43)(V8 -+12); d) Y22 26, . .5 3y . 4Y

V3-42 7. Fie proportia i Sa se calculeze | xy — 3
Sa se scrie 1n casetd un numar, astfel incat propozitia o ) .

S . 8. Pot fi numerele 4, 6, 10, 15 termeni ai unei proportii?
obtinuta sa fie adevarata. . ’
Argumentati.
S
Ty T : 9. Sise calculeze 90 % din 120. |
Sd se scrie in casetd unul dintre semnele <,>sau=, astfel | 1. Sfecla de zahir contine 16 %
incat propozitia obtinuta sa fie adevarata. de zahar. De céte kilograme
|64 3 de sfecla este nevoie pentru
9 2 a obtine 100 kg de zahar?
Saserezolvein R inecuatia: a) 2x<3x+6;  b) 3—-2x>7x-2.

Temperatura apei in ocean, la suprafata, este de 14°C, iar la adancimea de 44 m —
de 2°C. Considerand ca temperatura ¢ a apei scade proportional cu adancimea £
(t=-ah+ b, a>0), sa se determine temperatura la adancimea de:

a)22m; b) 15 m.

(8 . .
& & Lucrafiin perechi! Si se compare:

) V114446 cu \6+547: b) V194843 cu 14+ 6+5.

Sa se determine valoarea lui x din dreptunghiul alaturat.
N X

\ Investigati! Va fi produsul a-b un numar rational, daca:

a) numerele a si b sunt rationale; b) numerele a §i b sunt irationale;
¢) un numar este rational nenul, iar celalalt — irational?

Relatia dintre puterea P, intensitatea curentului / i rezistenta R intr-un circuit electric este: P=1°-R. Care va fi
intensitatea curentului, daca se conecteaza o sursa de puterea 1200W cu rezistenta de 500 Q?

Fie X = é Sa se calculeze M
y 5
Si se calculeze (bc)’ —6ad, daca %z% sia-d=8.
Pretul unui obiect este de 400 de lei. Sa se calculeze pretul nou daca ecesta:  a) creste cu 20 %; b) scade cu 20 %.

O persoana detine un depozit la o banca cu rata anuala a dobanzii de 6 %. Care va fi suma acumulata peste
2 ani, daca cea initiala constituie 5000 u.m. si dobanda acumulatd dupa un an se adauga la suma initiala.
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Numere reale. Recapitulare si completari

X
21. Sa se determine valoarea lui x din desen, dacd aria portiunii colorate reprezinta 60 % X
din aria patratului. 9
22. Sase arate ca 1 >l, daca b>a>0.
a b X
N
23. \ Investigati! Trei magazine ofera reduceri X 9

pentru acelasi centru muzical:
a) pretul este de 99 u.m. si se ofera o reducere de 25 % din pret;

b) pretul este de 111 u.m. si se oferd o reducere de % din pret;

c) pretul este de 125 u.m. si se ofera o reducere de 50 u.m.

Care va fi cel mai mic pret final?
24. Parlamentul Republicii Moldova este format din 101 membri. Cate locuri i revin unei coalitii, dacd ea a acumulat
aproximativ % din voturile participantilor la scrutin?

25. Sase calculeze 25 % din numarul ce constituie 40 % din 120.

26. Pretul unui obiect este de 300 de lei. Care este pretul final daca la inceput acesta creste cu 20 %, apoi, dupd o perioada,
scade cu 20 %?

27". Sase deaun exemplu de numar irational situat intre 0,62711 51 0,62712.

28. Sa se determine a, b, ¢ daca ﬂ—ézg sia+b+c=75.

5 11
29. é@a Lucrati in grup! Proiect: Numerele guverneaza lumea.

Test sumativ

Profilurile umanistic, arte, sport

In itemii 1, 2 indicati litera care corespunde variantei corecte.

1. Multimea numerelor reale x pentru care se verifica inegalitatea | x| < | —x| este
AR,. BR. CR. DR,

2. Suma oricaror doud numere irationale
A este un numar rational.
B este un numar irational.
C nu se poate determina dacd este un numar rational sau irational.
D este un numar intreg.

3. Scrieti in caseta unul dintre semnele <, >, astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata.

530 45

Argumentati!

Ji2-48 2
=

4. Verificati daca este adevarata propozitia: ————=

V3-26+

5. Care este pretul final al unui obiect daca initial acesta costa 200 de lei, apoi pretul a fost scazut cu 20 %, dupa care, din
nou, a mai fost scazut cu 20 %?

6. Umbra unui copac este de 3 ori mai scurti decat inaltimea lui. in aceleasi conditii, umbra unui pilon are lungimea de 6 m.
Care este inaltimea pilonului?



Elemente de logica

mopuLuL 2@  matematica si de teoria
multimilor

1 3
1 indoiesc, deci cuget, cuget, deci exist }
René Descartes ¢

NI G I R g ) I I N P e

O *recunoasterea si utilizarea In diverse contexte a notiunilor: propozitie, valoare de adevar, René Descartes
cuantificator, teoremd, ipotezd, concluzie, teorema directa, teorema reciprocd, axiomd, (1596-1650)—
conditii necesare, conditii suficiente, conditii necesare §i suficiente; matematician francez

@)

investigarea valorii de adevar a unei propozitii cu ajutorul exemplelor, contraexemplelor,

proprietatilor operatiilor;

folosirea in diverse contexte a terminologiei aferente teoriei multimilor;

aplicarea relatiilor de incluziune si egalitate intre multimi, a relatiei de apartenenta a elementelor unei multimi;
efectuarea operatiilor cu multimi; reprezentarea analitica, sinteticd, geometrica a rezultatelor obtinute;
*folosirea in diverse contexte a proprietatilor de baza ale operatiilor cu multimi;

*aplicarea terminologiei aferente inductiei matematice in situatii reale si/sau modelate;

00000

*aplicarea metodei inductiei matematice la demonstratia identitatilor numerice, la demonstratia unor propozitii.

B Multimi

1.1. Notiunea de multime

Exista notiuni si relatii matematice care nu pot fi descrise prin
reducerea lor la alte notiuni. Printre acestea sunt notiunile multime,
element al unei multimi (relatia de apartenentd). Aceste notiuni
se exemplifica, se talmacesc.

Astfel, o multime este o colectie (totalitate) de obiecte
oarecare, bine determinate si distincte numite elementele mul-
timii. De reguld, multimile se noteaza cu majusculele alfabetului
latin, iar elementele lor — cu minusculele acestui alfabet.

| O Ne amintim | O multime poate fi definitd in urmdtoarele moduri:
1) prin enumerarea (numirea) elementelor multimii (modul sintetic);
2) prin enuntarea unei proprietati caracteristice a elementelor multimii
(modul analitic) (exercitiul rezolvat ce urmeaza);
3) cu ajutorul unei diagrame Euler-Venn (fig. 2.1).

Multimea care contine un numar finit de elemente se numeste
finitd. In caz contrar, multimea se numeste infinitd.

| O Retineti! Numarul de elemente ale unei multimi finite M se numeste
cardinalul acestei multimi si se noteaza cu |M| sau card M.
Multimea care nu are niciun element se numeste multime
vida si se noteaza cu &; card@ = 0.
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MODULUL

., Exercitiu

rezolvat

contine niciun element, adica C = .

Sa se enumere elementele multimilor (definite cu ajutorul unei proprietiti caracteristice a
elementelor):

A={xeR|2x" +3x+1=0}, B={xe Z|2x* +3x+1=0}, C={xeN|2<x si x<1}.
Rezolvare:

Rezolvam ecuatia 2x° +3x+1=0 si obtinem: 4 = {—1 L

, _5}’ B ={-1}. Multimea C nu

1.2. Submultimi, multimi egale

[p efinitie

Multimea 4 se numeste submultime a multimii B daca orice element al multimii 4
este element si al multimii B.

Se noteaza: A c B.

Relatia 4 = B se numeste relatie de incluziune si se citeste ,,4 este inclusa in B” sau ,,4

este submultime a multimii B”.

@ efinitie

| Exemple |

Multimile 4 si B se numesc egale daci A B si BcC A. I

Se noteaza: A = B.

Multimile egale contin aceleasi elemente.
1. Multimile 4={1, 3} si B={xe IR|x2 —4x+3=0} sunt egale, deoarece 4 — B si B C 4.

2. Multimile 4={2,3,1,7} si B={xeN |l <x <7} nu sunt egale, deoarece B nu este

o submultime a multimii 4 (6€ B, 6¢ A).

Multimea submultimilor multimii 4 se numeste booleanul multimii 4 si se noteaza cu

B(A). Booleanul multimii 4 este o multime nevida (chiar daca 4 este multime vida), deoarece
multimii B(4) 1i apartin cel putin multimea 4 si multimea &.

i—eorema 1 |

&

| O Retineti!

|  Exemplu |

Daca multimea A contine n elemente, ne N, atunci multimea B(A) contine 2"
elemente.

cardB(A)=2", | dacd card4=n.

Daca A={o, A, a}, atunci: card4 = 3;
B(A) = {D, {0}, 1A}, {a}, {0, A}, {0, a}, {A, a}, {0, A, a} }; cardQS(A) =2"=8.

1.3. Operatii cu multimi

| O Ne amintim | /’l/ Reuniunea multimilor

@ efinitie

Se numeste reuniunea a doud multimi 4 si B multimea care consta din toate elementele
ce apartin cel putin uneia dintre multimile 4 sau B.

Reuniunea multimilor 4 si B se noteazd AU B si se citeste ,,4 reunita cu B”.
Prin urmare, AUB= {x|xe A sau xe B} (fig. 2.1 a) — portiunea hasurata).
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/2/ Intersectia multimilor

@ efinitie Se numeste intersectia a doua multimi 4 si B multimea care consta din toate elementele
ce apartin si lui 4, si lui B.

MODULUL

Intersectia multimilor 4 si B se noteaza A() B si se citeste ,,4 intersectat cu B”.

Deci, AB= {x|xe A si xe B} (fig. 2.1 b) — portiunea haguratd).

Multimile 4 si B se numesc disjuncte daca A() B =0, adica daca nu au niciun element
comun.

/3/ Diferenta a doud multimi

@ efinitie Se numeste diferenta multimilor 4 si B (in aceastd ordine) multimea care consta din
toate elementele ce apartin multimii 4 i nu apartin multimii B.

Diferenta multimilor 4 si B se noteaza cu A \ B sau A — B si se citeste ,,4 minus B”.
Asadar, 4\ B={x |xe A si xe B} (fig. 2.1 ¢) — portiunea hasurata).

a) A b) c) d)
B B

Fig. 2.1
Daca Ac M, atunci M \ 4 se numeste complementara in M a submultimii A si se
noteaza C, A (fig. 2.1 d)
/4/ Produs cartezian
@ efinitie Se numeste produs cartezian a doud multimi nevide 4 si B multimea perechilor
ordonate (x, y), xe A, ye€ B.

Produsul cartezian al multimilor 4 si B se noteaza cu A X B si se citeste ,,4 ori B”.
Deci, AXB={(x,y)|xe 4, ye B}.

| Exemple | 1.Dacid={1,2},B={a,b,c},atunci AUB={1,2,a,b,c}, ANB=D, B\A={a, b, c}.
AxB={(1,a),(1,b),(1,c),(2,a), (2, b), (2, ¢)}, iar
BxA={(a,l),(b,1),(c1),(a,2),(b,?2),(?2)}.

2. Produsul cartezian R x R joaca un rol important in matematica,
fizica si in alte domenii. Perechile de coordonate ale punctelor dintr-un
sistem de axe ortogonale reprezinta, de fapt, elemente ale produsului
cartezian R x R (vezi imaginea).

3. Produsul cartezian al multimilor M, =[1, 2], M, =[0, 3] reprezinta

geometric punctele dreptunghiului cu varfurile in punctele 4=(1, 0),
B=(1,3), C=(2,3), D=(0,2).

In caz general Ax B # Bx A (vezi exemplul 1).
/57 Proprietati ale operatiilor cu multimi

Operatiile cu multimi poseda un sir de proprietati, unele dintre ele fiind similare cu proprietatile
operatiilor de adunare si Tnmultire cu numerele reale.
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|7-eorema 2 || Pentru orice multimi 4, B, C, avem:
4 1° AUB=BU 4; 1 ANB=BN4;
2° AU A= 4, 27 AN A= 4;
3° AU =4; 3 AND =,
4° (AUB)UC=4UBUC):; 4 (ANB)NC=AN(BNC):;
5°* ANBUC)=(ANBUANC) |57 *AUBNC)=(4UB)N(AUC):;
‘ 6° * Ax(BUC) =(AxB)U(AXC). 6> * Ax (BN C)=(AxB)N(AXC).
e Exercitii 1. Sa se arate ca AUB =B, daca AC B.
. rezolvate Rezolvare:

Evident, B < AU B. Pentru a obtine egalitatea ceruta, e suficient sa aratam incluziunea
inversa: AU B c B.

Fie xe AUB. Atunci xe 4 sau xe B. Daca xe A4, atunci xe B (din conditia ca
Ac B). Astfel, xe B, ceea ce implica AU B < B si, in final, AU B =B.

2. Sa se determine reuniunea multimilor 4=2Z_, B={xeZ || x| <100}, C=Z,.

Rezolvare:

In baza propriettilor 1°, 4°, obtinem:

M=4UBUC)=4UCUB)=4UC)UB=(Z_UZ,)UB.
Deoarece Z UZ, =Z si BCZ, rezultaca M =ZUB=2Z.

Exercitii si probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

1. a) Sa se determine elementele multimii 4, stiind cd ele sunt numere naturale mai mici decat 50 care se divid cu 4.
b) Sa se afle cardinalul multimii 4.

2. Fie X ={x|x literd a cuvantului ,,maternitate”}.
a) Sa se enumere elementele multimii X.
b) Sa se reprezinte multimea X printr-o diagrama.
¢) Sa se afle cardinalul multimii X.

3. Stiindca 4 {0, 1,2, 3,4, 5} si card 4 =35, sa se determine multimea 4. Cate multimi 4 sunt?

4. Fie multimile:
a) A={xeR|x*+2x-3=0} si B={xeR|x<1l}; b) A={xeR|x’-1>0} si B={xe R|x’ +x+1<0}.
Sa se stabileascad daca sunt egale multimile 4 si B si sa se determine multimile AU B, A(1B.

5. Multimile 4 si B sunt reprezentate in diagrama alaturata. A
Sa se determine:
a) AUB; b) ANB; c¢) A\B; d) B\A. B

6. a)Sase scrie toate submultimile multimii 4= {0, 1, 2, 3, 4} care includ multimea B = {1, 3}.
b) Sa se afle C,B.

N

7. \ Investigati! Sa se verifice daca sunt egale multimile:
a) {I, -1} si {xe R|x*-1=0}; b) {xe Z||x|<7} si {0,1,2,3,4,5,6}.
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2
8. éb%% Lucratiin perechi! Fiemultimile 4={0, 1, 2, 3, 4, 5} si B=N.
Sa se determine multimea:
a) AU B; b) AN B; c) A\B; d) B\ 4; e) C, A

MODULUL

9. Sase determine cardinalul booleanului multimii:
a) A={1,2,3;U{2, 4, 6}; b) B={l,2,3}1{2, 4, 6}.

10. Sa se scrie trei numere care satisfac conditiile:
a)aeZ siagN, b)aeZsilal<5.

11. FiemultimileN,Z,Q,R,Z\N, Q\Z, R\ Q. Sa se determine care dintre ele are ca element:
a)2; b) J17 ; c*) valoarea expresiei (2 — NE) ) + 44/3.

12. Sase determine produsul cartezian 4 X B al multimilor A4 si B, daca:
a) 4={2,4,6}, B={l,3}; b) A={a, b, c}, B={x, y, z}.
Este adevarat ca AX B # BxX A? Argumentati.

13. Investigati! Fie multimile de numere naturale 4={x+7,2x—5,3x+1} si B={2x+3,x+9,4x—13}, xeN.
Exista valori naturale ale lui x pentru care 4= B? Sa se afle aceste valori, in cazul ca ele exista.

N

Profilul real

1. \ Investigati! Sa se verifice daca sunt egale multimile {\/5 }si {xeR, |x2 -2=0}.

2. Fiemultimile 4={xe R|x’ -2x-320} si B={xe R|x*-36<0}.
Sa se determine multimea:
a) B\ 4; b) A\ B; c) AUB; d) ANB.

3. Sase determine card 4, booleanul multimii 4, card B(4), daca 4=[0, 4)N Z.

4. Sa se determine toate numerele reale @ care satisfac conditiile:
a)acR siag Q; b) ae N si 2<|a|<10.

&
5. é}ﬁ% Lucrati in perechi! Fie multimile N, Z, Q, R,Z\N, Q\Z, R\ Q. Sa se determine care dintre ele are ca element:

a) —/2; b) |3 -2]-/3; ¢) V9445 —4/5.

6. Fiemultimile 4, B, C. Sa se demonstreze egalitatea:
a) AN(B\C)=(4ANB)\C; b) AN(BUC)=(4\B)N(4\C).

7. Sase determine multimea valorilor reale ale lui m pentru care este adevarata propozitia:
a) {xeR|x* =3x+m=0}N{xeR|x’ —4x+4=0}=0.
b) {reR|x —3x—4<0}N{xeR|x —-m<0}=@.

N

8. ‘ Investigati! Fie multimile 4, B, C. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:

a)Daca CUA=CUB, atunci 4=5. b) Daca C(N4=C( B, atunci 4=B.
Sé se aduca exemple de astfel de multimi.
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BEXA Elemente de logica matematica

2.1. Notiunea de propozitie. Recapitulare si completari

[ O Ne amintim |

| Problema

| Fie enunturile:
1. Orasul Chisinau este capitala Republicii Moldova. 2.3x" —x=0.
3. Orice patrat este romb. 4. 3 =3.

a) Sa se determine care dintre aceste enunturi sunt propozitii. Argumentati raspunsul.
b) Sa se determine valoarea de adevar a fiecarei propozitii.

In logica matematicd se numeste propozitie un enunt despre care se poate spune cu
certitudine ca este adevarat sau fals.

Propozitiile se vor nota cu minusculele alfabetului latin, de exemplu: a, b, ¢, p, g, ...

Revenind la problema, constatam ca enunturile 1, 3, 4 sunt propozitii, fiindca ne putem
pronunta cu certitudine despre valoarea de adevar a acestora: enunturile 1 si 3 sunt propozitii
adevdrate, iar enuntul 4 este propozitie falsa. Referitor la valoarea de adevar a enuntului 2,
3x* —x =0, nune putem pronunta, deoarece, de exemplu, pentru x =0 se obtine o propozitie
adevdrata, iar pentru x =1, o propozitie falsa, insa valoarea lui x nu se cunoaste.

g 7 bservatie Spre deosebire de enuntul 2, sunt egalitati (inegalitati) care contin variabile si totusi sunt

propozitii, fiindca ele se transforma in egalitati (inegalitati) numerice adevarate, oricare ar
fivalorile variabilelor dintr-un anumit domeniu.

Ca exemplu pot servi proprietatiile operatiilor cu numere reale: x+0=0+x, x-y=y-Xx,
oricare ar fi x, ye R s.a.

Pornind de la propozitiile p, ¢, cu ajutorul operatorilor logici ,,$i”, ,,sau”, ,,non” (,,nu”),
»~daci..., atunci...”, se obtin propozitii (compuse): ,,p si q”, ,,p sau q”, ,non p” s.a.m.d. De
exemplu, pentru propozitiile adevarate p: ,,2 este un numar natural”, ¢g: ,,—3 este numar
intreg”, se poate forma propozitia: ,,2 este numar natural si —3 este numar intreg” si ea este
adevarata.

In continuare, ne vom preocupa de o alti clasificare a propozitiilor: propozitii particulare,
propozitii generale. Sa examinam propozitiile:
1. Numarul 171 este divizibil cu 3.
2. Orice numar intreg este divizibil cu 3 dacd suma cifrelor din scrierea sa zecimala este
divizibila cu 3.
3. Numirul 2 este solutie a ecuatiei x” —3x+2=0.
4. Oricarui poligon regulat i se poate circumscrie un cerc.

Dupa gradul de generalitate, propozitiile 1 si 3 se refera la cazuri particulare, sunt propozitii
particulare, iar propozitiile 2 si 4 au caracter general, se refera la un element arbitrar al
unei multimi — sunt propozitii generale. Formularea propozitiilor generale poate fi mai
compacta daca utilizim cuantificatorul universal (V) (se citeste ,,pentru orice”, ,,oricare
ar f1”) sau cuantificatorul existential (3) (se citeste ,.exista”). De exemplu, propozitia
,,Pentru orice numir real x, se indeplineste conditia x*+1>0" se va scrie (Vxe R)
(x* +12=0). Propozitia , Exista un poligon regulat ale carui unghiuri interioare sunt de 110°”
se poate scrie (dxe M) (unghiurile interioare ale lui x sunt de 110°), unde M este multimea
tuturor poligoanelor regulate dintr-un plan.
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Printre propozitiile matematice, un loc aparte il ocupa teoremele si axiomele. Teoremele
sunt propozitii generale care, de obicei, necesitd demonstratii, adica argumentarea riguroasa
a faptului cé ele sunt adevarate. Pe parcursul demonstratiei se utilizeaza alte propozitii
adevarate, unele dintre ele fiind teoreme (deja demonstrate), iar altele pot fi axiome. Axiomele
sunt propozitii considerate adevarate fard a fi demonstrate (nici nu pot fi demonstrate). Ele
denota unele cerinte si proprietati (eventual general recunoscute) pentru notiunile si obiectele
studiate in cadrul unor teorii riguros construite. Axiome sunt, de exemplu, propozitiile: ,,Doud
puncte distincte determind o dreapta si numai una”, ,,Prin orice punct exterior unei drepte se
poate duce o unica paraleld cu dreapta data”.

Majoritatea teoremelor din matematica au (sau pot fi scrise in) una dintre formele:
,Dacd A, atunci B” sau ,,4 daca si numai daca B”. B

Exemple

| 1. Daca un patrulater este romb, atunci diagonalele lui sunt

perpendiculare. y - C

2. Numarul intreg a este divizibil cu 5 daca si numai daca ultima

cifra din scrierea zecimala a lui a este 0 sau 5. A

in teoremele/enunturile de forma ,,Dacd A4, atunci B”, conditia A se numeste conditie
suficientd (pentru B), iar B — conditie necesard (pentru A). In teoremele de forma ,.4 daci
si numai daca B”, conditiile 4, B se numesc conditii echivalente sau conditii necesare §i
suficiente, adica A4 este conditie necesara si suficientd pentru B, iar B — conditie necesara si
suficienta pentru 4.

3. In teorema: ,,Daca un numar natural este divizibil cu 6, atunci el este divizibil cu 2”,
conditia ,,un numar natural este divizibil cu 6” este conditie suficienta pentru conditia ,,numarul
natural este divizibil cu 27, care, la randul sau, este conditie necesara pentru prima.

4. In teorema din exemplul 2, conditiile ,,numarul intreg a este divizibil cu 5 si ,,ultima
cifrd din scrierea zecimald a numarului intreg este 0 sau 5” sunt echivalente.

Orice teorema include urmatoarele componente structurale: partea explicativa, ipoteza,
concluzia.

Partea explicativa a teoremei indicd multimea de obiecte in cadrul careia este adevarata
propozitia enuntat prin teorema. In unele cazuri, partea explicativa este prezenta explicit, in
alte cazuri — implicit.

Orice teorema de tipul ,,Daca A4, atunci B” poate fi scrisa sub forma

(xe M)(A(x) = B(x)),
unde xe M este partea explicativa, A(x) — ipoteza, B(x) — concluzia.

5. Consideram teorema: ,,Fie p un patrulater convex din planul ¢o. Daca p este romb,
atunci diagonalele lui sunt perpendiculare”.

Partea explicativa a teoremei este ,,p este un patrulater convex din planul o”, ipoteza
teoremei — ,,p este romb”, concluzia teoremei — ,,diagonalele lui p sunt perpendiculare”.

Schimband locurile ipotezei si concluziei teoremei ,,Dacd A, atunci B”, obtinem o altd
propozitie: ,,Dacd B, atunci A”, numita reciproca teoremei, o noud teorema, care poate fi
adevidrata sau falsa. In cazul in care reciproca ,,Dacd B, atunci A” este adevarata, teorema
initiald se numeste teoremd directd, iar reciproca ei — teoremd reciprocd. Teorema reciproca

se scrie (xe M) (B(x) = A(x)).

MODULUL



MODULUL f

Elemente de logica matematica si de teoria multimilor

6. Reciproca teoremei: ,,Dacd un numar intreg «a este divizibil cu 6, atunci el este divizibil
cu2” este: ,,Daca un numar intreg a este divizibil cu 2, atunci el este divizibil cu 6”, care este
o propozitie falsa. Aceasta se verifica printr-un contraexemplu: numarul 4 este divizibil cu
2, dar nu este divizibil cu 6.

B C 7. Reciproca teoremei: ,,Daca punctul de intersectie a diagonalelor unui

patrulater este mijlocul lor, atunci acest patrulater este paralelogram” este:
%) ,»Daca un patrulater este paralelogram, atunci punctul de intersectie a diago-
nalelor lui este mijlocul fiecarei diagonale” — propozitie adevarata, deci este

A D .
teorema.

Daca pentru teorema ,,Daca A4, atunci B” este adevarata reciproca ei, atunci conditiile 4
si B sunt echivalente, deci este adevarata teorema ,,4 daca si numai daca B”. Astfel, teoremele
directa si reciproca din exemplul 7 pot fi formulate ca o singura teorema: ,,Un patrulater
este paralelogram daca si numai dacd punctul de intersectie a diagonalelor patrulaterului
este mijlocul lor”. Adicd (xe M)(A(x) & B(x)).

Se cunoaste din gimnaziu metoda reducerii la absurd de demonstratie a teoremelor de
forma ,,Dacd 4, atunci B”. Ea reprezintd un rationament prin care se presupune ca ceea ce
trebuie demonstrat (concluzia B) nu este adevarat i, prin deductii logice, aceasta presupunere
duce la o contradictie (absurditate). Atunci rezultd ca presupunerea facutd este falsa, deci
concluzia initiala este adevarata.

| Exemplu | Sidemonstrim prin metoda reducerii la absurd propozitia: ,,Dacd un numar intreg a nu
este divizibil cu 3, atunci el nu este divizibil cu 6”. Presupunand contrariul, ca a este divizibil
cu 6, vom ardta ci a este divizibil cu 3. Intr-adevar, intrucét a este divizibil cu 6, el poate fi
scris sub forma a=6¢, te Z, sau a=3-(2t), 2te Z. Deci, a este divizibil cu 3, ceea ce
contrazice ipoteza. In baza metodei reducerii la absurd, deducem ci propozitia initiala este
adevarata.

O altd metoda prin care se demonstreaza unele propozitii este expusa in secventa 2.2.

2.2. Inductia matematica

Procedeele de obtinere a propozitiilor particulare din altele generale sau invers se aplica
pe larg, deoarece orice teorie in matematica (si nu numai) se construieste in mod deductiv,
prin care toate propozitiile (teoremele) se obtin din altele, adevarate.

Rationamentul logic prin care din propozitii generale se obtin propozitii particulare se
numeste deductie.

| Exemplu | Propozitia generala ,,Orice ecuatie de gradul II cu coeficienti reali care are discriminan-

tul nenegativ are solutii reale” se refera la toate elementele multimii ecuatiilor de gra-
dul IT cu coeficienti reali si cu discriminant nenegativ, deci este o propozitie generala.

Propozitia ,,Ecuatia 2x”* +x—5=0 are solutii reale” se referd la un element concret al
multimii mentionate, deci este o propozitie particulara.

Fie P(x) un enunt ce se refera la un element arbitrar x, xe M. Daca o propozitie generala
(Vxe M)P(x) este adevarata, atunci, prin deductie, din ea se obtin propozitii particulare
adevarate: P(a) pentru x=a.
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Propozitii adevarate se pot obtine folosind rationamentul logic numit inductie. Cu ajutorul
lui, din propozitii particulare se obtin propozitii generale. Se aplica inductia incompleta,
pentru care propozitia generala se formuleaza n baza examinarii unor cazuri particulare, si
inductia completd, pentru care propozitia generald se formuleaza In baza examinarii tuturor
cazurilor particulare posibile.

Prin inductia incompleta se pot obtine propozitii generale care s-ar putea sa fie adevarate,
dar s-ar putea sa fie si false. Insa prin inductia completi se obtin propozitii generale neapirat
adevarate.

| Exemplu | Fie propozitiile particulare ,,1+2 <11”si,,1+ 3 <117 adevarate . In baza acestor propozitii
se pot forma mai multe propozitii generale:
p: ,,Suma oricaror doud numere naturale este mai mica decat 11”;
q: ,,2Suma oricaror doud numere naturale pozitive mai mici decat 4 este mai mica decat 11”.
Propozitia p este falsa, iar propozitia ¢ este adevarata, ceea ce se poate stabili prin
examinarea tuturor propozitiilor particulare:

I+1<1L 1+2<1L 1+43<11, 242<11, 2+3<11, 3+3<11.

Inca o metoda de demonstratie a propozitiilor generale (teoremelor) este metoda inductiei
matematice.

Daca pentru un enunt P(n), n€ N, este adevarata propozitia particulara P(0) (sau
P(m), m — numar natural fixat) si din presupunerea ca este adevaratd propozitia
P(k) (k>m) rezulta ca este adevarata propozitia P(k+1), atunci este adevarata

propozitia generala (Vne N)P(n) (respectiv n>m).

Mentiondm ca aceasta metoda se poate aplica doar la propozitiile a caror esenta tine de
numerele naturale. Demonstratia prin metoda inductiei matematice a propozitiei
(Vne N, n>m) P(n) se efectueaza in 3 etape.

1. Se verifica daca propozitia particulara P(m) este adevarata.

2. Utilizand ipoteza ca propozitia P(k), k > m, este adevirata, se demonstreaza ca este

adevarata si propozitia P(k+1).

3. Daca ambele etape ale demonstratiei sunt verificate, atunci este adevarata propozitia
(Vne N, n=>m)P(n).

., Exercitiu Aplicand metoda inductiei matematice, sa se arate ca pentru orice numar natural nenul »
rezolvat este verificatd egalitatea:
n(n+1)
1+2+3+...+H=T.
Rezolvare:
Folosind cuantificatorul universal, aceasta propozitie generald poate fi scrisa sub forma
* . - +1 »
(Vne N )P(n), unde P(n) semnifica ,,1+2+...+n= @ .
Parcurgem etapele metodei inductiei matematice.
. . . g 1(1+1) . .
1. Pentru m =n=1 se obtine propozitia particulara 1= ( > ) si ea este adevarata.
2. Presupunem ca pentru un oarecare k natural este adevaratd propozitia P(k):
k(k+1 N y . . < .
1+2+.. . +k= % Utilizand aceasta egalitate, vom verifica daca este adevarata propo-

k+1)+1]

zitia P(k+1): 1+2+...+k+(k+1)=(k+1)[(2

MODULUL ~
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Procedam astfel:
k(k+1)

(424 R+ (h+) ==+ (k+1) = (krDk+2) (ke DIEHD T

2 2

Prin urmare, propozitia P(k +1) este adevarata.

5 .. . . - . . +1
3. In baza metodei inductiei matematice, rezultd ca egalitatea 1+2+...+n =%

este adevirati pentru orice ne N'.

Exercitii si probleme propuse
Profilul real

N
1. \ Investigati! Sa se determine care dintre urmatoarele enunturi sunt propozitii si sa se afle valorile de adevar ale
acestora.
a) Temperatura de fierbere a apei la presiunea atmosferica de 760 mm ai coloanei de mercur este de 110°C.
b) Poligonul ABCD este un patrat.
c) Greutatea specificd a apei de mare difera de cea a apei distilate.

N

2. \ Investigati! Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:

a) (Vxe M) (masura unghiurilor alaturate bazei unui triunghi isoscel este de 30°),
unde M este multimea triunghiurilor isoscele dintr-un plan. @

b) (3xe U) (masurile unghiurilor interioare ale triunghiului x nu depasesc 50°),
unde U este multimea triunghiurilor echilaterale dintr-un plan.

¢) (Axe Z) (x> —x-1=0).

d) (VxeR) (x* —x—2=0).

3. Sase formuleze propozitii particulare obtinute din propozitia generala:
a) Orice numar natural divizibil cu 10 este divizibil cu 5.
b) Suma masurilor unghiurilor interioare ale unui poligon convex cu n laturi este egala cu 180°(n —2).

JRS2\
4. 8 A& Lucratiin perechi! Sa se determine componentele structurale ale:
a) teoremei lui Pitagora;
b) teoremei: ,,Masura unghiurilor interioare ale unui triunghi echilateral este de 60°”".

N

5. \ Investigati! Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei: @
a) Temperatura de fierbere a apei in munti (circa 900 m deasupra nivelului marii) este mai mica decat 100°C.

b) V725 Q.

6. \ Investigati! Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:
a) (Axe N) (x* —x—-2=0). @ b) (AxeR) (x* —x-2=0).
c) @xeR) (|x+2|+|x+3]=0). d) (VxeR) (|x+2|+ x* —x+1>0).

7. Fie teorema: ,,Daca patrulaterul ABCD este un romb, atunci diagonalele lui sunt perpendiculare”. Sa se formuleze
reciproca acestei teoreme, apoi sa se determine valoarea ei de adevar.

8. Aplicand metoda inductiei matematice, sa se demonstreze cd pentru orice n, ne N', este adevirata propozitia:

a) [+2+..+2"=2"~1. b) 143+5+..+(2n—1)=n>.

C) 13+23+ +n3=7n2(n+1)2 d) 12+32+ +(2n_1)2 =w
P 3 .

e) (7" +3n—1)19; f) (VneN, n23) (2" >n).
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9. Fieteorema:,,Dacd numerele a, b sunt rationale, atunci suma « + b este un numar rational”. Sa se formuleze reciproca si
sd se determine valoarea ei de adevar.

10. Utilizand metoda reducerii la absurd, sa se arate ca este adevarata propozitia: ,,Dacd un numar intreg a nu este divizibil
cu 2, atunci el nu este divizibil cu 10”.

MODULUL

N
11*, Investigati! Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:
a) Exista un poligon regulat ale carui unghiuri interioare au masura de 110°.
b) Cifra unitatilor numarului 7' este 3.

Exercitii si probleme recapitulative

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Fiemultimile 4={1, 2,3, 4}, B={L,3,5,9}. Sasedetermine AUB, AN B, A\B, B\ 4, AXB.

N
2. Investigati!  Sa se determine care dintre urmatoarele enunturi sunt propozitii

si sa se afle valorile de adevar ale acestora. @

a) /3 este numir real.

b) Greutatea specifica a ghetii este mai mica decét cea a apei.

c) Atena este zeita intelepciunii in mitologia greaca.

d) Organizatia Natiunilor Unite (ONU) a fost fondata in 1945, pentru a instaura In toate tarile regimuri de aceeasi orientare.

e) Piramidele egiptene au fost construite in secolul al XVI-lea d. H.

f) In Sistemul Solar sunt 6 planete.

g) GxeR) (| x+2|<2).
h) (VxeR) (|x+2]<2).

3. Sasedetermine multimile AU B, AN B, dacd 4={xeR|(x+1)’(x—5)* <0} si B={xe R|x>-3}.

4. Fie S,, S, multimile solutiilor in R ale ecuatiilor x* —5x—6=0 i, respectiv, (x —6)-(x* —1) =0. Si se determine:
a) SSUS,;  b)SNS,; o S\S,;  d)S,\S; e S xS,.

5. Sase determine booleanul multimii 4 =[-2, 3)Z.

6. Sase formuleze exemple de multimi 4, B pentru care AU B =B A.

1. Intr-o clasa sunt 28 de elevi. Toti frecventeazi fie sectia de volei, fie sectia de baschet, fie ambele sectii. Cati elevi
frecventeaza ambele sectii, daca sectia de volei este frecventata de 12 elevi, iar cea de baschet — de 20 de elevi?

Profilul real

2. Sa se formuleze o teorema a carei reciproca este o propozitie adevarata.

3. Sa se determine conditia necesara si conditia suficienta ale teoremei; sa se formuleze reciproca ei §i sa se determine
valoarea de adevar a acesteia:
a) Daca numarul intreg a se divide cu 14, atunci el se divide cu 7.
b) Daca un triunghi este dreptunghic, atunci el are doud unghiuri ascutite.
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4. Fie A={xeR|x* +6x-7<0}, B={xeR|x*-36<0}. Si se determine:
a) AUB; b) 4N B; c) A\B; d) B\ A.

MODULUL

N

5. \ Investigati!  Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei: @
a) (VxeR) (x> —x+1>0). b) Ane N\ {1}) (n|3 si n|7).
6. Sa se verifice daci este adevarata propozitia: 4=B < (4N B)=(4U B)).

N

7. \ Investigati!  Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:

a) Oricare ar fi n natural, fractia % este ireductibila. @

n

b) Axe R) (v2x* —\31x+1<0).

8. Sa se arate ca este adevarata propozitia:
Pentru orice numere rationale a, b, a <b, exista cel putin un numar rational ¢, astfel incat g < c < b.

9. Aplicand metoda inductiei matematice, si se demonstreze inegalitatea 2" >n”, ne N, n>5.

Test sumativ

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Fie X ={x|x litera a cuvantului ,,responsabilitate”}. @

Determinati valoarea de adevar a propozitiei: ,,card X=12.”

2. Fiemultimile 4= {0;2;3; 6} si B={2;3; 7; 12}. Determinati care dintre multimile
M =1{2;3},  M,={2;3;6}, M,={0;2;3;6;7;12}, M, ={0;6}, M={7;12}, M ={0;6;7;12}
sunt egale cu multimea:

a) AU B; b) AN B; ¢) B\ A
3. Fie S,, S, multimile de solutii in R a ecuatiei x* +2x—3=0 si, respectiv, a ecuatiei (x—3)(x’ —1)=0.
Determinati: a) S,US,; b) S,NS,; c) S,\S; d) S§,\S,.

4. Fie multimile 4, B din exercitiul 2. Determinati multimea S = AX B si card B(S).

Profilul real
1. Fiemultimile 4={1; 2; 3}, B={a; b}.
a) Completati casetele: cardB(4) =[  |; cardB(B)=[ |

b) Determinati multimea C = Ax B si cardinalul ei.

2. Decideti daca enuntul ,,Un patrulater convex are 3 diagonale” este o propozitie si, in caz afirmativ, determinati valoarea ei
de adevar.

3. Formulati un exemplu de multimi care sd confirme ca egalitatea 4\ B = B\ 4 nu este adevarata.

4. Fie teorema: ,,Daca un patrulater este romb, atunci in el se poate Inscrie un cerc”.
a) Determinati conditia necesara si conditia suficienta.
b) Formulati reciproca teoremei si determinati valoarea ei de adevar.
n(n+1)(2n+1
s D@D

5 N

5. Aplicand metoda inductiei matematice, demonstrati ca: 1* +2° +3" +...+n’
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Fiecare zi ne invatd ceva nou

S~

Euripides

Obiective
O efectuarea operatiilor cu numere reale: adunarea, scaderea, Inmultirea, impartirea, ridicarea la putere cu exponent
rational sau real; a operatiilor cu radicali de ordinul n, ne N, ne {2, 3}, a operatiilor cu logaritmi ai numerelor reale
pozitive;

O aplicarea proprietatilor puterilor, radicalilor, logaritmilor la efectuarea unor calcule cu numere reale.

B Radicali

1.1. Notiunea de radical. Proprietati

| O Ne amintim | Se stie ci puterea unui numir real b cu exponent natural nenul », notati cu b", este
produsul a » numere, fiecare fiind egal cu b. Deci, fiind datd baza b si exponentul n, se
determina valoarea puterii " =a.
In gimnaziu s-a examinat si una dintre problemele inverse: fiind dati valoarea @ a puterii
si exponentul n, n=2, se cautd baza b pentru care b’ =a. Astfel, rezolvarea ecuatiilor de
gradul II a impus definirea notiunii radical de ordinul 2. Anume solutia nenegativa a ecuatiei

x*=a, a>0, s-a notat cu \/; si s-a numit radical de ordinul 2 din a.

Diverse probleme necesita rezolvarea unor ecuatii de grad mai mare decat 2. De exemplu,
sd se determine lungimea muchiei unui cub cu volumul de: a) 8 m?; b) 5 m3.

In cazul a), lungimea muchiei este de 2 m, fiindca 2° =8. Pentru varianta b) nu exista
in Q valoarea exacta a lungimii muchiei, deoarece nu exista un numar rational x astfel incat

x’ =5. Solutia acestei ecuatii se noteazi cu 5 si se numeste radical de ordinul 3 din 5.

@ efinitii o Numiirul real b se numeste radical de ordin impar n, ne N*, n>1, din numairul
real a, daca b" =a.

~ . . 0 * .
» Numarul real nenegativ b se numeste radical de ordin par n, ne N, n>1, din
numarul real nenegativ a, daca b" =a.

Radicalul de ordinul » din a se noteaza cu K/Z. Deci, Ja=bes b =a, a,beR,
n=2k+1, sia=b<b"=a, a,beR,, n=2k, keN".
De exemplu, 4/0,25=0,5; 3/—0,125=-0,5; {-16 nu exista; %:O, neN, n>2.

| O Retineti! Aplicand proprietatile inegalitatilor numerice si aproximarile zecimale ale numerelor, se
poate demonstra ca in conditiile enuntate in definitie valoarea radicalului este unic

determinata.
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Radicalul de ordinul 7 dintr-un numar « se calculeaza conform definitiei care afirma ca
trebuie sa se determine solutia reald a ecuatiei x" =a, a€ R, n =2k +1, sau solutia nenegativa
a ecuatiei x" =a, ae R,, n=2k, ke N". Solutia acestei ecuatii poate fi un numar rational
sau un numadr irational. Pentru a determina (in caz de necesitate) aproximarile zecimale ale
acestui numar, folosim calculatorul sau procedam ca in urmatoarea problema.

| Problema | Sise calculeze aproximirile prin lipsa si prin adaos ale numarului 1/5, cu o eroare mai

mica decat 107,

Rezolvare:

Folosind inegalitatea evidentd 1° <2 < 2*, obtinem ci 1< V2 < 2, adica 1 si 2 sunt apro-
ximdrile zecimale prin lipsd, respectiv prin adaos, cu o eroare mai mica decat 1, ale numarului
/2. Vom examina cuburile numerelor de la 1 pand la 2 cupasul 0,1: 1,1°; 1,2%; ...; 1,9°; 2°.
Observim ci numirul 2 este cuprins intre numerele 1,2° =1,728 si 1,3° =2,197; deci,
1,2< 3\/5 <1,3. Asa cum 1,3-1,2=10", rezultd ci 1,2 si 1,3 sunt aproximdrile prin lips,
respectiv prin adaos, cu o eroare mai micé decat 10~', ale numarului 2.

Vom examina cuburile numerelor de la 1,21 pana la 1,29 cu pasul 0,01:
1L21%; 1,22°%; ...; 1,29°. Deoarece 1953125=1,25"<2<1,26° =2,00376, rezultd ci
1,25< Y2 < 1,26, adica numerele 1,25 si 1,26 sunt aproximarile prin lipsa si respectiv prin
adaos ale numarului i/E, cu o eroare mai micd decat 107,

|7-eorema 1 | (proprietéti ale radicalilor)

£

Pentru a, be R, si n numar natural nenul par sau a, b€ R i n numar natural impar,
k, p, se N°, avem:

1° (a) =a; 7° a>b>0=4a >4b;
2° 8fa-b =4a -4b; 8° ¥a* =|al, Va* =|al;
30 (n\/;)kzwj 9o ZM:M”C”‘ZM,G'Z)ERQ
a_Na
4°\g_'</3’b¢0’ 10 yfa el
|b]

b
50 YWa =%a, k22 Al
6 Xa™ =Xa", p=2,aeR,; 11° Ko™ =4l|a’ |, aeR, p22.

,a-beR,, b#0;

1.2. Transformari ale expresiilor irationale

/7/ Scoaterea factorului de sub radical, introducerea factorului sub radical

1., Exerciti 1. S se aduci la forma cea mai simpli expresia ¥7°—7"-5.

. rezolvate Rezolvare:
V7 -7 5 =37 (71-5) =7 A2=742.
Daca radicalul este de ordin par si sub radical sunt variabile, atunci pot fi folosite

proprietatile 8°—11°.

g 7 bservatie | Este gresit sa aplicam proprietatile 1°—7° in cazul in care nu se cunosc semnele valorilor
- factorilor, deci este gresit, de exemplu, sa scriem:

Jx'(x* =5) :x/x—7~\/x2 -5.
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Intr-adevir, domeniul valorilor admisibile (DVA) al expresiei din membrul stang al egalitatii
este multimea [_ﬁ , 01U [ﬁ , +00), iar DVA al expresiei din membrul drept este multimea
[x/g , +o0), deci pentru xe [—\/g , 0] egalitatea nu este adevarata.

La introducerea factorului sub radical se pot comite greseli de tipurile:

2) ~TW2=\(-7) V2 =408, b x-\/zﬁ/"z—;“ﬁ-
X X

daca 0
Corect este: a) —74/2 =—+/98;  b*) x- lz _ [V, dacd x>
—\/;, daca x<O0.

MODULUL

X

=y . . . . . . R

2 Rationalizarea numitorului unui raport algebric se numeste transformarea care elimind
radicalii de la numitorul acestuia. Numitorul raportului poate fi rationalizat prin diverse
moduri.

a) Amplificarea raportului de tipul:
1 . -
, a,be R, cu 4/b"";
a-Alb

2) ;, a, be R, cuexpresia conjugata numitorului expresiile \/; + «/Z si «/; - \/Z
Jaxb

1)

sunt expresii conjugate).

[ Exemplu | 2 2WT+42)  _ 2(T+42) _2(T+42)
V-2 (T-2)WT+42) (1) -(2) S

b) Utilizarea formulelor:

a-b=Na-b)&a"" +¥a" b +...+8ab"? +4b""), neN, n=2, a,b>0;
a+b=®a+3b)Ra"" —4a"b+...—ab"? +4/b""), neN, n impar.

|  Exemplu | 2 _ 233 +33-32 4327 22(3\/5*'%“\/2):23\/54_3\/34_{/2
G BB ) W -qy ’

¢) Eliminarea succesiva a radicalilor unei sume algebrice:

|  Exemplu | 1 _ B+5+42 _ Bas+d2
B+5-42 B3+5-vV2)3+5+42) (B3+5)°—(2)

_ (B3 +5+42)26-1043) _ I (1342 —124/3 = 56 + 50).

(26+1043)(26—1043) 188

Exercitii si probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Sase calculeze:

a) 4/0,0025; b) /256-9-36; o) | 22324,

529-49°

d) \V(3-2)7; ) V(W3 -2)"; f) 3 -3).
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2. éfgg Lucrati in perechi! Sa se scoata factorii de sub radical:

MODULUL

5. Sa se rationalizeze numitorul raportului:

. (@ 2023) Calculati valoarea expresiei v9"° —2.

. Sasecalculeze:

8. Sase determine valoarea expresiei:

a) /16; b) 3/250; ¢) V32a*b*, a>0; d) V254°p*, a<0;
e) /(x=3)" +12x; T g) 169x°y*, y<0; h) V84’h°, b<O.

. Sa se introduca factorul sub radical (considerand ca toate expresiile au sens):

a) 24/3; b) —3v/3; ¢) —by3, b<0; d)x‘\/‘;z; e) —cv7a; f) x-3/2y;
g)a-\/z; h) a3, a>0; i)yx/g; j)x-\/%; k) x-3/2xy; l)x-ﬁ.

/@\ . - - o . - .
4. 828 Lucratiin grup! Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:

_ _J5\? ) _ 1 . V1246
2) 23 +5)(5-293)+ (45" +8V5; 1) 3748 75 +2V147; ) e

f) J4-243.

3 . y-1
d) (1++/5) - (2++/5); e)1+ﬁ’

[¢]
N
NI

P NS D S S S S
2547 V5-12 V13 -418 1442447

6. Sasecompare: a) 335 cu 53\/5; b) 34 cu 442.

1. (@ 2018) Completati caseta cu un numar natural, astfel | 2. (@ 2019) Completati casetele cu doud numere intregi,

Profilul real

incat propozitia obtinuta sa fie adevarata: astfel Incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:
SA64=2"" » <A7<

3. Sasecalculeze:

D=3y =27 by m; c) 27 +3\/?.

a) Y8+37 {8-37; b) V54246 + 1= 632 +4/7—443; ¢) V124246 — 245 - 24/30.

N .. Qs . .
. éfg& Lucrati in perechi! Sa se verifice egalitatea:

a) {26 +15-43(2-3) =1; b) 19+ /80 +1/9—-+/30 =3 ) 3+4/5v2 -7 =542 +7.

. S-a vopsit podeaua unei camere cu dimensiunile de 8,45 mx4 m. Cate fete ale unui cub cu muchia de 2,6 m pot fi

acoperite cu aceeasi cantitate de vopsea, consumul de vopsea la 1 m? fiind acelasi?

Q) JT—a)d+a), daci VT —a+d+a=5 by x+r2+42dx+1 +4fxt2-2Jx+1.

9. Pentru n<3m, m,ne R, si se arate cd \/6m+2\/9m2—n2 —\/6m—2\/9m2— > =243m—n.
10. Sa se arate cd pentru ¢ 20, 520, \/g+\/3S,/(a+l)(b+l).
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/ Cunoasteti deja notiunea puterea cu exponent intreg a unui numar.

BEXA Puterea cu exponent real

| O Ne amintim |

MODULUL

* * . — 1 .
Pentru neN’, aeR’, s-a definit: «"=a-a-....a; a’ =1, a”” =—, iar 0" =0.
—— a

n factori

| O Retineti! 1. Expresia 0° nu este definita.
2. a" >0 pentru a >0, me Z.

Ay .
b Puterea cu exponent rational

In contextul examinarii puterii si a proprietitilor ei, apare intrebarea daca este necesar
sa se examineze §i puterea cu exponent rational.

Un argument in favoarea raspunsului pozitiv ar fi cel provenit din necesitatile dezvoltarii
matematicii: multimea N a fost extinsa pana la Z, apoi pana la Q, apoi pana la R si s-au
definit operatiile aritmetice n aceste multimi.

Alte argumente provin din necesitatile unor domenii ale stiintei. De exemplu, s-a constatat
ca numarul y al bacteriilor care se inmultesc intr-un anumit mediu se exprima, in functie de

timpul ¢, printr-o formula de tipul y =a'. Fie t = % ore. Atunci numarul de bacterii, In mediul
3

3 . : :
dat, peste 7 ore va fi egal cu y =a?, adicd am obtinut o putere cu exponent rational.

La definirea puterii cu exponent rational si irational, e firesc sd cerem sa fie adevarate
proprietatile pe care le au puterile cu exponenti intregi.

m

A < o o ..o .
Respectand aceasta conditie, sa dezvaluim esenta expresiei a”, me Z, ne N'. Pentru

n m

. m o m S .=
a>0 obtinem (a") =a"" =a". Deoarece ({a")" =a", considerim ci a" =4a

@eflnltle a" =4/a" pentru orice ac R, me Z, neN’, n>2. I

+9

[ Exemplu | (7)) =327 =3 =3 =19 =o.

| O Retineti! 1. Pentru m,ne N se considera ca 0" =0.

m

. . - - .. m - o~ A
2. Pentru diferite reprezentari ale exponentului —, puterea a” se determind in mod
n

unic.

p

Intr-adevir, daca x =22 =L atunci, aplicand proprietitile radicalilor, obtinem:
q

)4
ax :a; :‘Hap :qnlapn :mﬂamq :n[am :a%‘

3. Puterea cu exponent rational a unui numar pozitiv este un numar pozitiv, deoarece
radicalul de orice ordin dintr-un numar pozitiv este numar pozitiv.

3|3

4. Proprietatea ¢ = LX fiind adevarata pentru exponent intreg, este adevarata si pentru

a
exponent rational, a€ R. Intr-adevar: ¢ * =4/a™" :n,f lm -1
a

’ - m
n am a?

72> Exercitiu | Aritati ci daca M _keZ, atunci a" =a".
n

Z
N

[Z
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Teorema ce urmeaza arata ca puterile cu exponent rational au aceleasi proprietati ca si
puterile cu exponent intreg.

|7_eorema 2 | (proprietati ale puterii cu exponent rational)
f Pentru a, be R}, x, ye Q, avem:
1° a" -a"=a"", 2° (a*) =a”
a) _a a’ -
30 bx: x'bx, 40 - :_; 50 2 = xy;
(Cl ) a > b bx ay a

6° a) a* >a”’, dacd a>1, x>y; b) a* <a’, dacd O<a<l, x>y;
7° a) a* >b", daca a>b, x>0; b) a* <b’, dacd a>b, x<0;
8 (a"=a’,azl)e (x=y).

Demonstratie:

Vom demonstra proprietatile 1°, 2°, 4° (celelalte se demonstreaza in mod analog).

4

Fie x= %, y=-=",m, pe Z, k,reN’, k>1,r>1. Aplicand proprietitile radicalilor si

puterilor cu exponent Intreg, obtinem:
mr+kp m,p

1°a a’ =at - r_{/_\/__,/ Kl g =k[gm = 4 kT = gt
2° (ax)yz(a% gzy\/(v_m)p =R/\k/ mp— 1% g™ :a%:axy

a a "’ ¥ a’
4° | = 1} =—=—.
(b b”’ m b% b* >

Exercitiu Demonstrati proprietatile 3°, 5°-8°.
1 1 2 1 2 1 1
|  Exemplu | (a3 —b3)(a3 +a3b3+b3)=(a3)3—(b3)3=a—b.

8/ Puterea cu exponent irational a unui numdr pozitiv se defineste utilizand aproximarile
zecimale prin lipsa si prin adaos ale numerelor irationale (a se vedea modulul 1). Se stie
ca pentru orice numar irational x existd numerele rationale x,, x’, astfel incat x, <x<x/,

’ — —n
x,—x,=10", neN.

|D efinitie Se numeste putere cu exponentul irational x a numarului a, a >1 (0<a<l), sise
noteaza a* un numar real ¢ care pentru orice numar natural n satisface inegalitatile
duble a” <t<a™ (a" <t<a™), x,,x, fiind aproximrile zecimale ale lui x prin
lipsa, respectiv prin adaos (cu 7 cifre dupa virguld).

n’

Prin definitie, se considerd cd 1" =1 pentru orice numar irational x.
Se poate demonstra ca astfel definitd puterea a* este unic determinata.

., Exercitiu Ce se intelege prin numarul: a) Sﬁ; b) (O,l)ﬁ ?
rezolvat

Rezolvare:

a) Pentru V2 sunt cunoscute aproximadrile zecimale:

1<2<2; 14<2<15; 141<2<1,42; 1,414<2<1,415; ...
Prin urmare, 1= 5%
5'<t<5?; SM<r<s; M <<t M < <5

b) s= (0,1)‘/E este acel unic numar care satisface inegalitatile duble:

(O,l)2 <s< (0,1)1; (O,l)"5 <s< (0,1)1’4; (0,1)1‘42 <s< (0,1)"41; (0,1)1’415 <s< (0,1)1’414;

este acel unic numar care satisface inegalitatile duble:
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4 Puterea cu exponent real a unui numdr pozitiv poseda aceleasi proprietati ca si cea
cu exponent rational. S& demonstram, de exemplu, proprietatea 1° din teorema 2.

Demonstratie:

MODULUL

Din inegalititile duble x, <x<x/ si y, <y<y/, unde x,, x,, y,, ¥, sunt aproximdrile
zecimale ale numerelor reale x, y, obtinem x, +y, <x+y<x, +y sipentru a>1 avem
a" <a*<a”, a" <a’ <a’, neN. Inmultind membru cu membru aceste inegalitati, obti-
nem aa’ <a‘a’ <a*;“ay;f, sau g™ <a'a’ <a™. Intrucat @™, de asemenea, tre-
buie sa satisfaca ultima inegalitate dubla pentru n€ N, in baza unicitatii numarului ce satis-
face aceste inegalitati, rezultd ca a'a” =a™". P

| O Retineti! 1. Puterea cu exponent irational a unui numar ¢ <0 nu se defineste.

2. Pentru a >0 si x real, valoarea lui a* este cuprinsa intre doud puteri cu exponenti
rationali ale lui a, care, conform celor mentionate anterior, sunt pozitive. Astfel, valoarea
lui a* este un numar pozitiv.

Y
., Exercitii 1. Sa se calculeze {(—) ] .

2
rezolvate

Rezolvare:

1 S 1 o 1Y ~1y-9 9
7] T

2. Sa se compare:
a) numerele reale x si y, daca se stie ca («/7 -5 ) 2 (ﬁ —\5 )
b) cu 1 numirul (+/7 —+/5)".

Rezolvare:

a) Fiind date doua puteri cu aceeasi baza, vom stabili daca aceastd baza este mai mare
sau mai mica decat 1. Deoarece 2 < «/7 <3, 2< «/g <3, -3<—/5<-2, \/7 > ﬁ’ obtinem
ci 0<+/7-+/5<1. In baza proprietatii 6° din teorema 2, rezultd cd x < y.

b) Avem (\7 —+/5)"? <(1)° =1.
Exercitii si probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

- . !
1. Sase calculeze_.l y 0,0472.25. %
a) 3" -5+(§) ; b) 2 ; ¢) ;

9,28-10°-2,8-10"°" 2.5 ’

a7
| s ) 4 1,10 1 3. . . . 3.7 Z
O(as) () {s) ()t oemrevas gk

2. (@ 2011) Completati caseta astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata: ,,Dacd 2" =a, ae R}, atunci 2*' =

:&”
16 °

tR)

A . . N . o . 2
3. (@ 2021) Scrieti in caseta un numar intreg astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata: ,,(3)

(88 . ) s y o .
4. a8 Lucrati in perechi! Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:

2 11 2 1

2 11 2 L 1
a’*—a’b’+b3 x+2x?% a—4a* a b a+b
a+b ’ b) 2x ©) 5 )

a)

1N}

IS
+
[N}

N}
o=

[
=

S

D)=
+
S
Q

o] —
S

o] —

|
IS}
Q

o] —
S

o] —
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S 1,2 10
5. @Investigaﬁ! Sé se compare cu 1: a) (;) ; b) (;) ; ) (r-3)"".

6. Pretul unui produs era de 100 u.m., iar dupa doua majorari succesive cu acelasi numar de procente, a devenit 125,44 u.m.
Cu cate procente s-a majorat pretul de fiecare data?

n Cr Na*

7. Reteaua cristalind a sarii de bucatarie (NaCl) consta din 4 ioni de natriu (Na™) si
4 ioni de clor (CI™), aranjati in varfurile unui cub avand diagonala fetei egala cu
4-10"*cm. Cate cubulete de acest fel sunt (aproximativ) intr-un bob de sare ce are
volumul de 0,1 mm3?

MODULUL

8. Sa se determine valoarea lui x, daca o laturd a dreptunghiului are lungimea egala

3
cu x2 cm, cealaltd —cu x° cm, iar aria dreptunghiului este de 15 cm?.

Profilul real
1. Sase calculeze:
20 19 0,5
Q) 22 b) 4‘~<0,34)°+(i) (625)";
3
4 |74 , _
5 ] ] 0,2)"-5.25*.(0,2
c)|:(3):| ((0.3)7- ()" - (0, 0 & N 15 07, e) 3 -9 (9.

2. (@ 2012) Scrieti in casetd exponentul respectiv al puterii: 2" +2" =2

—1 2
3. (@ 2019) Calculati valoarea expresiei: (— ;) +83.

3
4. (@ 2022) Calculati valoarea expresiei: 32° —8.

5. éigé Lucratiin grup! Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia (in DVA respectiv):

l 1 2 11
a -i—b3 _a*+2a’b’ b)( -1 I4+x+x° J 1 1
1—

_1. X

2 2
| | | 34173 3
2432 7_3v2 | 422 (x +2yxy +4y )
5 x* 43y WX 3y [ x2 -y : d) .[2_3\/;}
y

— 24,2 4
X=2xPy*+y (xs_gy.z\/;Jzz Xy

—Z\E 75\/@ 537\/5

o (V1)) i
J108 V27

N 25 108 15 27

6. ‘ Investigati! Sa se compare cu 1:

L 1 7 5 23 ol o
2) (V5 -43) 2 b) (V7 -1)%; ¢ (-1 d) (7) ; 0 ((27> )

11

11
7. Sa se verifice egalitatea: (x+2(x—1)?)> +(x—2(x—1)?)> =2, daca 1< x < 2.

8. Cireia dintre multimile R,, R, R}, R_ trebuie sd apar- | 9. Si se determine DVA si si se aducé la forma cea mai

tind numerele a b, asrfel 1ncat sa fie adevarata egalitatea 4.3 Vam
1 simpla expresia m’+m' A2+
(ab)z _a3 b3f) |m _1|_
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Logaritmii au fost definifi de savantul scotian John Napier (1550—1617). El a descoperit
ca inmultirea si impartirea numerelor se pot efectua prin adunarea, respectiv prin scdde-

BEE] Logaritmi

MODULUL

rea logaritmilor acestor numere. Johannes Kepler, savant german, de exemplu, utiliza
logaritmi in baza 10 pentru efectuarea unor calcule complicate in domeniul astronomiei.

Astazi, este greu de gasit un domeniu al stiintei in care sa nu se utilizeze logaritmii.

3.1. Notiunea de logaritm

In paragraful precedent a fost definita puterea ¢ a unui numar real pozitiv @ cu exponent
real arbitrar b, astfel incat a” =c, ¢ >0. Egalitatea a” = ¢ genereaza problema: existd oare

xe R, astfel incat a* e {9, 10, 27, %, T, ..}?
De exemplu, pentru ¢ =3, obtinem a’ =9, a’ =27.

In caz general, determinarea lui x astfel incat a* =y, ae R}, ye R
dintre motive pentru a defini notiunea de logaritm.

s

a servit drept unul

+9

Vom enunta fara demonstratie

|7-eorema 3 | Pentru orice numere reale pozitive a, ¢, a # 1, existd un unic numar real b care verifica
£ egalitatea a” =c.

g 7 bservatie Unicitatea numarului b rezultd din proprietatea 8° a puterii.
» 4_’.

@ efinitie Se numeste logaritmul numarului pozitiv ¢ in baza a, a >0, a #1, numarul real b
pentru care a’ =c.

Se noteaza: log, ¢ =b.
Prin urmare, log,c=b<a” =c (1).
Substituind b in egalitatea (1), se obtine identitatea logaritmica fundamentala:

log,c __

a c|,aceR_, a=#l.
1
| Exemple | a) logz«/_=%, deoarece 27 =+/2;  b) log ;9=4, deoarece (3)'=9.
| O Retineti! 1. Conditia a #1 este necesara in definitia logaritmului, fiindca, In caz contrar, conform

definitiei logaritmului, 1" =1 pentru orice b€ R si, astfel, numirul b este nedeter-
minat.

2. Conditia ca a si ¢ sa fie numere pozitive este impusa de conceptul putere cu exponent
real si de faptul cd aceasta putere ia numai valori pozitive. Astfel, expresiile de tipul
log,(-6), log(73)9 nu au sens.

3. In unele cazuri, in calcule se folosesc logaritmii zecimali (se noteazi lgc = log,, c,
¢>0) si/sau logaritmii naturali (se noteazd Inc =log,c, ¢ >0, unde e = 2,7182...
este un numadr irational, care va fi definit ulterior).

4. La notiunea de logaritm al unui numar se va reveni in modulul 7.
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MODULUL

3.2. Proprietatile logaritmilor

|7-eorema 4 | (proprietati ale logaritmilor)
! Pentru a, ¢, x, yeR,, a#1,c#1,xe R, avem:
;o iogaazl; 70 10gaa x:élogax (06750);
°log 1=0;
Ea 8° log, x——lOg”x'

3° g% =x (identitatea loga- log a’
ritmicd fundamentald); 9° log, c= 1.

1 bl
4° log,(xy)=log, x +log, y; 08¢

10° log, x=log, y & x=y;

[¢] ‘x_ .
5 loga;—logax—logay, 11° x>y>0=log, x>log, y, dacd a>1

6° log, x" =alog, x; si log, x<log, y, dacd 0<a<l.

Demonstratie:
Proprietitile 1° si 2° rezultd din egalitatile a' =a si respectiv a’ =1.

log, x

3° Fie a” =x, a #1, atunci b = log,, x. Substituind b in prima egalitate, obtinem a =x.

log, (xy) loggx | Jlogay _ loggx+loga y

4° Aplicand proprietatea 3°, obtinem a -a . In baza

proprietatii 8° a puterii, rezultd cd log,(xy) =log, x +log, y.

=xy=a

Proprietatile 5° si 6° se demonstreaza in mod analog cu demonstrarea proprietatii 4°.

1
log o4 x —log, x . 1
7° (@) =x=a"*"=(a")* ", deci log , x =aloga X.

ks e
. a
=c 2ot = (el — g loee

80 alogax =x= Clogcx

prietatea respectiva.

. Egaland exponentii, obtinem pro-

Proprietatea 9° rezulta din proprietatea 8°, inlocuind x = ¢ si tindnd cont cd log, ¢ =1.

Proprietatile 12°-14° rezultd din proprietatile 4°-7°, substituind uv cu |uv|, % cu
v

u a o
‘v , utculul”. p
Z > bservatie Proprietatile 4°-7° pot fi generalizate prin proprietatile 12°—15°.
|7-eorema 5 | (proprietati ale logaritmilor, generalizare)
! Pentru xe R}, u,ve R, a =2k, k=2, au loc egalititile:
12° log,(uv) =log, |u|+log, | v|; 14° log, u® =alog, |ul;
13° loga%zloga |u|-log, |v]; 15° log , x :élog‘u‘ X.
., Exercitiu Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia: 4 =1log; 10+ 1log,0,5-log, 50+ 3.
rezolvat Rezolvare:
Utilizam proprietatile logaritmilor si exprimam termenii expresiei 4 prin logaritmi in
baza 5:

A=(log,(2-5))* +log,(27") log,(25-2)+3=
= (log, 2 +log,5)* —log, 2-(log, 5" +log, 2)+3=

=log:2+2log,2+1-2log,2—(log,2)* +3=4.



Radicali. Puteri. Logaritmi ’

| O Retineti! Operatia prin care unei expresii £, E > 0, i se asociazd log,  E, a >0, a #1, se numeste
operatie de logaritmare, iar operatia inversd acesteia (scrierea expresiei, fiind dat
logaritmul ei) se numeste operatie de potentiere.

g > bservatie | Compararea logaritmilor cu aceeasi bazd se efectueaza astfel: daca c¢>1, atunci
* log, a<log, b« a<b, iar dacd 0<c <1, atunci log, a<log b < a>b, a,b>0.

., Exercitiu Sa se compare:
\J% rezolvat | . 1o 3 cul,5;  b) lg% cu lg%.

MODULUL

Rezolvare:
a) Presupunand ca log, 3 <1,5, prin potentiere, in baza proprietatilor puterii, obtinem

3
2183 <2« 3< 2", Ultima inegalitate este fals, fiindca 2"° =22 = V2' =242 <3. Dedi,

adevarat este cd log,3>1,5.

b) Deoarece %> %, in baza proprietatii 11° avem lg% > lg%.

| O Retineti! In baza proprietatilor 3° §i 6°, orice numar pozitiv se poate reprezenta ca putere a oricarui
alt numar pozitiv sau ca logaritmul unui numar pozitiv in orice baza pozitiva diferita de 1.
T = log,. * g A .

Intr-adevar, a=c**“ =log,c", a,ce R,, c#1. Aceste reprezentari sunt utile in diverse

situatii: la rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor s.a.

Exercitii si probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Sasecalculeze:

2) 250, b) log, 25

log,5°
d) ylog?, 4; g) 5t f) (@ 2022) log . 4-4.

2. (€@ 2023) Calculati: log, 32— 4.5.

¢) log,5-log,9-log, 2;

3. (@ 2012) Completati caseta astfel incat propozitia obtinuti si fie adevarata: ,,3 -7'%7° = 7,

4. (@ 2014) Scrieti in caseta un numar intreg, astfel incat propozitia obtinutd sa fie adevarata: ,,log =2"

éf%h Lucrati in perechi! Sa se determine x, daca 1gx=21g5-31g2-0,51g625+0,251g256.

Sa se aduca la forma cea mai simpld expresia: log - 3-log,36+log ; 8-log,81.
1

N 2

‘ Investigati! Si se arate ci: a) 36"%° +10'7"¢? =32 =24;  b) 817 4311 437 =36,

(@ 2021) Calculati valoarea expresiei: log - 6 —log, 4.

° ® 2 A W

Sé se exprime prin a §i b numarul 1g56, daca 1g2 =a, log,7=2».

10. Sa se ordoneze crescdtor numerele log, 3, 1, log, 5. 11. Efectudnd potentierea, sa se arate cd log,2>0,5.
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MODULUL

Profilul real

1. (@ 2013) Scrieti 1n casetd unul dintre semnele >, < | 4. Pentru valorile admisibile ale variabilelor sa se aduca la
sau =, astfel Incat propozitia obtinuta sa fie adevarata: forma cea mai simpla expresia:

log, % a) log, ab - log, |b|;
3 b) log, b +log , b*;

c) (log,b+log, a+2)(log, b—log,, b)log, a—1;
log,24 log,192

’ log‘ﬁ 3

2. (@ 2015) Scrieti 1n casetd unul dintre semnele >, <
sau =, astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:

1 » )
wlog, 5 107 log, 2 log;,2 1
3. (@ 2017) Scrieti in casetd unul dintre semnele >, < e) (6(log, alog , b+1)+log, b +log; b)* ~log, b;
sau =, astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata: 1 . 1
Mo g2
»log,8  log,8”. f) {a Pogga  gilE? 1}

5. Prin potentiere, sa se determine x, dacd logs x =2logs 5+ %logﬁ 25-1log: V5-2.
6. (4@ 2022) Determinati valoarea expresiei: 2% —log, %5
L
7. (4@ 2021) Calculati valoarea expresiei: 7% .3 2,
8. Sa se determine:
a) log,, 8, dacd log,, 3=a, log,,5="b; b) log,, 168, dacad log,12=a, log,, 24 =0.

XN
9. éi & Lucrati in perechi! Utilizand proprietatile puterilor, sa se arate ca:
L
a) 0,6 <log,2<0,7, b) (0,7)° >2 3.

10. é&% Lucratiin grup! Pentru valorile admisibile ale variabilelor, sé se arate ca:

log, x ) la+b| lgla|+1g|b| T ) _log,c-log,c .
a) log., x =1+log,b; b)lg 7 = 7 , daca a”+b” =7ab; c) log“”c_ilogacﬂogbc’
Iglga
d)a® =lga; e) \/log” p+log, n+2-(log, p—log,, p)ylog, p =log. p; ) gV —piee =,

11*. Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia: log,,, m+log, , m—2log,,, m-log, , m, dacd m* =a’ —b*,
m,(ath)eR’, atbh#1.

+9

Exercitii si probleme recapitulative

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Sasecalculeze:

a) 3\/a; b) log, 4+10g3%; c) 53/0,027;
d) ((0,6)™) ™ -(0,09)" - 0,17%; ¢) (€@ pretestare, 2024) log, V125 —2,5.

N

2. ‘ Investigati! Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:
5
a) 742 > 247; b) log ; 2 <log  0.5; ©) V3 +1=128-1643; d) log, 5 ~log, 5=2.
1
3. Sisecalculeze: a) (v27 =243 ++/5)- (V125 +4/3 = 64/5); b) 240,57 : 4.

4. Stiind ca 4° +47* =23, sa se determine valoarea expresiei 2 +27°.
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2 - . y C
5. a8 Lucrati in perechi! Sa se aduca la forma cea mai simpla:

1 _ 4x” ),
2) (2x—1+2x+1)'(2x+1_2x} b) log, 5-log, 9-log, 2.
6. Sase compare numerele: .
D 24 51 427; b) 5)" si (%) .

7. Sase rationalizeze numitorul raportului:
B b)
V6 +473 V3+35

8. La o statiune balneard, intr-un bazin de forma unui paralelipiped dreptunghic
cu dimensiunile bazei de 2,0 m si 2,3 m se toarnd apa curativa pana la nivelul
de 1,77 m. Apa se aduce in vase de forma cubica. Sunt disponibile vase cu muchia
de: 1,9m, 1,95 m, 2,0 m, 2,05 m, ... Care este lungimea muchiei celui mai mic vas,
astfel incat cu apa din el sa se umple bazinul maxim posibil, fara a depasi nivelul
preconizat?

MODULUL

9. Cineva afirmi ci 3 <2, intrucat din (0,5)’ <(0,5)* rezultd consecutiv:
1(0,5)° <12(0,5)?, 3120,5 < 21g0,5, 3<2.
Unde s-a comis greseala?

1. (@ 2014) Scrieti in caseta unul dintre semnele >, < sau =, astfel Incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:
”logzé 3/_8 ”.

2. (@ 2016) Scrieti in caseta unul dintre semnele >, < sau =, astfel Incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:

Profilul real

3 _i _é’a

” 27 4 .

3. Sasearateca: a) \/x+2\/x—1 +\/x—2\/x—1 =2, daca 1<x<2;
b) log, a;—b =%(10gca+logcb), daca a’+b* =7ab,a,b,ce R, c#1.

N

4. \ Investigati! Sa se precizeze valoarea de adevar a propozitiei: @

a) 3+35v2 -7 =/5v2 +7; b) V6 -39 =3/93/18 —93/12 - 3.

5. é@ Lucratiin grup! Sase aduca la forma cea mai simpla (pentru valorile admisibile ale variabilelor):

1 1
a) (3’2\/5 _16—0,25)(16—0,25 +(2\/E)3)7 b) 310g5«/§ _910g35 +3log936;

2
Yo Na-a d) log - (a’ —2) +log,(a—2) +log, (a-2).
B

o
N TS o'

6. Sase compare:
1 1
4

0 g, g log, 6= | euo: b) (2w ()7 R ((43% ) cu [(82)3* )

6

d) log - 7 cu log,, 3; e) (€1 2023) 0,25°° +3 cu 8-2°,
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7. Pentru care valori ale lui a are loc egalitatea log, a’ =2log,(~-a), (b>0, b#1)?

MODULUL

8. Sdse calculeze:
a) log 8, dacd log,3=a; b) log,, 8, daca log,,3=a, log,,5=05.

9. Si se determine numirul natural # pentru care are loc egalitatea 3*-3°-3%-...-3"" =27°,

Test sumativ

Profilurile umanistic, arte, sport

In itemii 1, 5 indicati litera care corespunde variantei corecte.

1. Toate valorile variabilelor a, b pentru care VYab =3a -Yb apartin multimii
A R.. B R. C R:. D 7.

2. Comparati numerele 37 si 73.

3. Determinati valoarea de adevar a propozitiei: @

2 1 1 3
a) 8 =47, b) 32 .34 =31,
142
V7445

13 236
5. Valoarea expresiei (\/g) 3| este:

A mai mare decat 1. B mai mica decat 1. C egaldcul.

4. Rationalizati numitorul raportului

2 2
6. Calculati: a"*“ —2a"*""' +bp"*" a>1,b>1.

Profilul real

In itemii 1, 4 indicati litera care corespunde variantei corecte.

1. Toate valorile variabilelor @, b pentru care X/ab =*/a -X/b, ne N', apartin multimii

AR, B R. C R. D Z

1 1
2. Comparati (3\/1)3 cu (3\/5)4.

3. Aduceti la forma cea mai simpld expresia — T T3
=)+ ()t -t
| 33 1 27
4. Valoarea expresiei () 42 () 16 este:

2 8

A mai mare decat 1. B mai mica decat 1. C egalacul.

5. Calculati: —log, \(log, v256)°.

6. Determinati valorile admisibile ale variabilei @ i aduceti la forma cea mai simpla expresia:

(210321/4 a 310g27(az+1)3 _ 2a) . (7410g49a —a- 1).

W=
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Figuri geometrice in plan.

MODULUL. Triunghiuri. Cercul si discul.
Recapitulare si completari

Geometria este o imensa gradind §i fiecare, intrand
in ea, isi poate alege un buchet dupa placul sau.
David Hilbert

identificarea si utilizarea axiomelor, definitiilor i teoremelor specifice geometriei in plan;

aplicarea elementelor de geometrie in diverse contexte;
identificarea si aplicarea triunghiurilor si a proprietatilor acestora in diverse situatii;

00O

identificarea si aplicarea cercului, a discului si a proprietdtilor acestora in situatii reale si/
sau modelate.

Elemente de geometrie deductiva

In cursul gimnazial de geometrie ati invatat sa distingeti si s definiti principalele figuri
geometrice din plan si din spatiu, sa recunoasteti proprietatile fundamentale ale acestor
figuri in baza experientei prin construirea repetatd, observarea atenta si descrierea lor. Din
aceste observatii experimentale s-au dedus reguli si s-au formulat definitii ca generalizari
ale proprietatilor observate. Aceasta este metoda intuitiva (inductiva) de studiere a
geometriei.

In cele ce urmeazi vom aprofunda si vom sistematiza aceste deprinderi, competente
prin utilizarea, deopotriva cu metoda intuitiva, a metodei rationale (deductive) de studiere
a geometriei.

Esenta metodei rationale de studiere a geometriei consta in faptul ca proprietatile figurilor
geometrice sunt stabilite in virtutea unor rationamente precise, care nu iau in considerare tot
ce are 1n particular figura examinata, ci se bazeaza doar pe proprietitile ei generale. Astfel,
rationamentul capdtd un caracter universal, adica este valabil atat pentru figura cercetata,
cat si pentru toate figurile care poseda aceleasi proprietati.

Notiunile fundamentale (care nu se definesc) ale geometriei sunt: punct, dreaptd, plan
(ca multimi de puncte), distantd, masurd a unghiului. Relatiile fundamentale sunt: de
incidentad, de ordine, de congruentd si de paralelism.

Vom formula propozitii ce exprima relatii intre notiunile fundamentale. Aceste propozitii
se considera a priori adevirate si se numesc axiome. In ele sunt enuntate proprietati
cunoscute ale figurilor geometrice, utilizate pe larg in clasele gimnaziale.

Sistemul de axiome folosit In acest manual este o variantd modificata a sistemului de
axiome al lui D. Hilbert si se clasifica in urmatoarele grupe:

1) axiome de incidenta (I);

2) axiome de ordine (O);

David Hilbert . N . . . -

(12\6/12—191433— 3) axiome de masurare (M) si de constructie (C) a segmentelor si unghiurilor;

matematician 4) axioma de existenta a unui triunghi congruent cu un triunghi dat (PT);
german 5) axioma paralelelor (P).



Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

/7/ Axiome de incident3

I I, Doua puncte distincte determind o dreaptd si numai una.

I, Oricare ar fi dreapta, existd puncte ce-i apartin si puncte ce nu-i apartin.

Dreapta se noteaza cu literele mici ale alfabetului latin (fig. 4.1 a). Dacd 4 si B sunt
puncte distincte ce apartin unei drepte, atunci dreapta poate fi notata 4B (fig. 4.1 b). in
figura 4.1 ¢) punctele distincte A si B apartin dreptei @ (A€ a, B€ a), iar punctele C si D nu
apartin dreptei a (C¢ a, D¢ a).

a) / b) \f\{}\ c) _a C. B
a a A oD

Fig.4.1

/2/ Axiome de ordine

Axiomele de ordine pun 1n evidenta relatiile dintre punctele situate pe o dreapta. Aceste
relatii se exprima prin ,,a fi Intre” sau ,,a se afla intre” etc.

I O, Din trei puncte distincte ale unei drepte, unul si numai unul se afla intre celelalte
doua.

Fie punctele 4, B, C situate pe dreapta a (fig. 4.2). a 4 ¢ B
Propozitiile 1)—4) sunt echivalente.

1) Punctul C se afla intre punctele 4 si B.

2) Punctul C este situat intre 4 si B.

3) Punctele 4 si B se afla de o parte si de alta a punctului C.

4) Punctele 4 si C sunt situate de aceeasi parte a punctului B.

O, Oricare ar fi doud puncte distincte 4 si B pe dreapta determinata de ele, exista cel
putin un punct C, astfel incat B se afla intre 4 si C.

O, Orice dreaptd imparte multimea punctelor planului ce nu apartin dreptei in doua
submultimi disjuncte nevide de puncte, numite semiplane, astfel Incat segmentul
determinat de doud puncte oarecare din se-
miplane diferite intersecteaza dreapta (seg-
mentul AC), iar segmentul determinat de doua
puncte distincte din acelasi semiplan nu inter-
secteaza dreapta (segmentul AB) (fig. 4.3).

Fig.4.3

/ Axiome de masurare si de constructie a segmentelor si unghiurilor

M, Fiecdrui segment i se asociaza un unic numdr nenegativ, numit lungimea seg-
mentului. Lungimea unui segment este egala cu zero daca si numai dacé segmentul
este nul. Lungimea unui segment este egala cu suma lungimilor segmentelor in
care el este Tmpartit de orice punct interior al sau.

Lungimea segmentului [4B] se noteaza AB.
Folosind diferite unitati de masura (metrul, centimetrul, kilometrul etc.), obtinem diferite
valori numerice ale lungimii unui segment.

MODULUL ~ ]
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Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

M, Fiecdrui unghi i se asociazd o singurd masura in grade, cuprinsa intre 0° si 180°.
Unghiului alungit i se asociaza 180°, iar unghiului nul i se asociaza 0°. Masura unui
unghi este egala cu suma masurilor unghiurilor in care el este Impartit de orice
semidreapta cu originea in varful unghiului si situata in interiorul lui.

C, Pentru orice numdr real nenegativ p, pe o semidreapta data, exista un unic punct
care, impreund cu originea semidreptei, determind un segment de lungime p.

oricarei semidrepte date, exista un unic unghi de masura ¢, o latura a caruia este
semidreapta data.

I C, Pentru orice ¢, 0°<¢ <180°, in semiplanul dat, determinat de dreapta suport a

' Axioma de existenti a unui triunghi congruent cu un triunghi dat

semidreapta [4,M. Atunci, In semiplanul dat, determinat de dreapta 4 M, exista
un triunghi congruent cu triunghiul ABC, astfel incat un varf al acestui triunghi
coincide cu 4, al doilea varf, B , apartine semidreptei [4 M, iar al treilea varf, C,,
se afla in semiplanul dat.

P (axioma paralelelor). Prin orice punct ce nu apartine unei drepte trece o unica

| PT (axioma de permutare congruenti a triunghiului). Fie triunghiul 4BC si
I dreapta paralela cu dreapta data.

Notiunile noi in geometrie se introduc cu ajutorul definitiilor.

| Exemple | 1. Dreapta care trece prin mijlocul unui segment si este perpendiculari pe el se numeste
mediatoare a segmentului.

2. Segmentul care uneste varful triunghiului cu mijlocul laturii opuse acestui varf se
numeste mediana a triunghiului.

3. Punctele care apartin aceleiasi drepte se numesc puncte coliniare. In caz contrar,
punctele se numesc necoliniare.

| O Retineti! Teoremele sunt proprietati importante care se demonstreaza. Cunoastem, ca majoritatea
teoremelor din cursul de geometrie se formuleaza (sau pot fi formulate) sub forma:
»Daca A, atunci B”, unde 4 si B sunt enunturi care se numesc, respectiv ipoteza si
concluzia teoremei (a se vedea Modulul 2).
Ipoteza teoremei se numeste conditie suficientd pentru concluzie, iar concluzia se
numeste conditie necesard pentru ipoteza.

Demonstratia teoremei este o inlantuire riguroasa de deductii bazate pe axiome, teoreme
sau pe proprietdti deja demonstrate.

| Exemplu | Sianalizim demonstratia schematica a teoremei:
,»,Daca figura ABC este un triunghi, atunci suma masurilor unghiurilor interioare ale AABC
este egala cu 180°”.

Ducem AD|| BC (fig. 4.4).

S =m(Ll)+m(£L2)+m(L3),

£2 = /5 (unghiuri alterne interne), £3 = £4 (unghiuri alterne interne),
deci S =m(L1)+m(L4)+m(L5).

m(£1)+m(£4)+m(£5)=180° deoarece LEAD este alungit.

Astfel, §=180°.
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La demonstratie am aplicat teorema despre congruenta unghiurilor alterne interne
(teorema 2). Demonstratia se bazeaza pe axioma paralelelor (P) si pe axioma M,,.

Sunt prezente implicit si definitii: definitia paralelelor, a secantei, a unghiului, a triunghiului,
aunghiurilor alterne interne.

De asemenea, sunt folosite implicit notiunile nedefinite: ,,punct”, ,,dreaptd”, ,,egalitate”.

Se utilizeaza si diferite operatii logice.

Fie propozitia: ,,Daca I, atunci C” (1).
Schimband locurile ipotezei si concluziei propozitiei (1), obtinem o noua propozitie:
,Daca C, atunci I (2).
Aceste doud propozitii pot fi:
1) ambele adevarate,
2) una adevarata si alta falsa,
3) ambele false.
Daca ambele propozitii sunt adevarate, atunci ele sunt teoreme si se numesc teoreme
reciproce una pentru alta. De obicei, una dintre aceste teoreme se numeste teoremd directd,
iar cealaltd se numeste reciproca celei directe (a se vedea Modulul 2).

Exemple

| 1. Reciproca teoremei: ,,Daca doud coarde ale unui cerc sunt congruente, atunci ele sunt

Fig.4.5

situate la distante egale de centrul cercului” este teorema: ,,Daca doud coarde ale unui
cerc sunt situate la distante egale de centrul cercului, atunci ele sunt congruente”.

2. Reciproca teoremei: ,,Daca un patrulater este dreptunghi, atunci diagonalele lui sunt
congruente” este propozitia: ,,Daca diagonalele unui patrulater sunt congruente, atunci

B ¢l este dreptunghi”, care este falsa.

In figura 4.5, ABCD este patrulater cu diagonalele AC si BD congruente,
dar ABCD nu este dreptunghi!

3. Reciproca propozitiei: ,,Daca un patrulater este dreptunghi, atunci laturile lui sunt
congruente” este propozitia: ,,Daca laturile unui patrulater sunt congruente, atunci
patrulaterul este dreptunghi”. Ambele propozitii sunt false.

Convenim ca enunturile a doud teoreme reciproce una pentru alta sa fie formulate ca o
singurd teorema, utilizdnd imbinarile ,,conditie necesara si suficientd” sau ,,daca si numai
daca” sau ,,atunci si numai atunci”.

Astfel, cele doud teoreme reciproce din exemplul 1 pot fi enuntate Impreuna, astfel:
,»Conditia necesara si suficientd pentru ca doud coarde ale unui cerc sa fie congruente este
ca ele sa fie situate la aceeasi distanta de centrul cercului” sau: ,,Doud coarde ale unui cerc
sunt situate la aceeasi distanta de centrul cercului daca si numai daca ele sunt congruente”.

Propozitia: ,,Diagonalele rombului sunt reciproc perpendiculare” este teorema. Aceeasi
teorema poate fi formulata astfel: ,,Dacé un paralelogram este romb, atunci diagonalele lui
sunt reciproc perpendiculare”. Acum putem formula usor reciproca ei: ,,Dacad diagonalele
unui paralelogram sunt reciproc perpendiculare, atunci el este romb”. Aceasta este, de
asemenea, teorema.

Demonstratiile teoremelor pot fi de tip direct sau de tip indirect, numite i demonstratii
prin reducere la absurd. In astfel de demonstratii, adevarul concluziei rezulta din falsitatea
negatiei acesteia (a se vedea Modulul 2).

MODULUL ~



‘ Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

MODULUL

| Exemplu | Teoremd.Daci doua drepte sunt paralele, atunci orice dreapta P s u
care o intersecteaza pe una o intersecteaza si pe cealalta.
Ipoteza. al|b, cla, cNa={P} (fig. 4.6).
Concluzia. c || b. b
Demonstratie. Aplicim metoda reducerii la absurd. Fig.4.6
Daca presupunem ca c|| b, atunci prin punctul P trec doud drepte distincte a si ¢ paralele
cu dreapta b. Dar aceasta este absurd, deoarece contrazice axioma P a paralelelor. Prin
urmare, asa cum c si b nu pot fi paralele, ele trebuie sa aiba un punct comun.
Amintim clasificarea perechilor de unghiuri ce se obtin la intersectia a doua drepte distincte
cu o a treia dreapta, numita secantd.
N2 Perechile de unghiuri (fig. 4.7):
4\3 (1, 5), (4, 8), (2, 6), (3, 7) se numesc unghiuri corespondente;
(4, 6), (3, 5) se numesc unghiuri alterne interne;
A6 (1, 7), (2, 8) se numesc unghiuri alterne externe,
. 87 (4, 5), (3, 6) se numesc unghiuri interne de aceeasi parte a secantei;
Fig. 4.7 (1, 8), (2, 7) se numesc unghiuri externe de aceeagi parte a secantei.
——
|7 eorema 1 | Daca doua drepte intersectate de o secantd formeaza a //c
£ (fig. 4.8):
1) sau doua unghiuri alterne interne congruente; b
2) sau doud unghiuri alterne externe congruente; _
3) sau doua unghiuri corespondente congruente; Fig.4.8
4) sau doua unghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplimentare;
5) sau doua unghiuri externe de aceeasi parte a secantei suplimentare,
atunci sunt congruente unghiurile alterne interne, alterne externe si cele corespon-
dente; de asemenea, sunt suplimentare unghiurile interne de aceeasi parte a secantei
si cele externe de aceeasi parte a secantei.
——
T|7 eorema 2 || Doui drepte distincte sunt paralele daca si numai daca a
£ unghiurile alterne interne formate de o secanta cu b /

aceste doua drepte sunt congruente (fig. 4.9). = Fio 49
12.

7 eorema 3

o

\

Doua drepte distincte sunt paralele daca si numai daca a
unghiurile alterne externe formate de o secantd cu
aceste doud drepte sunt congruente (fig. 4.10).

Fig.4.10

eorema 4

-]

Doua drepte distincte sunt paralele daca si numai daca a C
suma masurilor unghiurilor interne de aceeasi parte b /
formate de o secantd cu aceste doua drepte este egala —

i-eorema 5
s

La intersectia dreptelor a si b cu dreapta ¢, unghiurile corespondente sunt congruente
daca si numai daca a || b.

ﬁ-eorema 6

k4

(proprietatea unghiurilor cu laturile respectiv paralele)
Doua unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente daca ambele sunt ascutite
sau obtuze si sunt suplimentare daca unul este ascutit, iar celalalt — obtuz.

cu 180° (fig. 4.11). Fig.4.11 ‘




Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

Sa demonstram, de exemplu, teorema 2.

C E, D Fie ca dreptele 4B si CD intersectate de secanta EF formeaza
unghiurile alterne interne congruente CFE si FEB (fig. 4.12). Sa

/ T G demonstram ca dreptele AB si CD sunt paralele.
4 “E B Demonstram prin metoda reducerii la absurd. Presupunem ca
Fig.4.12 dreptele 4B si CD nu sunt paralele. Atunci ele trebuie sa se intersecteze

intr-un punct G. Prin urmare, punctele £, F', G vor fi varfurile triunghiului EF'G al carui unghi
exterior CFE este congruent cu unghiul interior BEF neadiacent lui, ceea ce contrazice
afirmatia conform céreia unghiul exterior al unui triunghi nu poate fi congruent cu niciunul
din unghiurile interioare neadiacente.
Deoarece dreptele AB si CD nu pot avea un punct comun, ele sunt paralele.
Invers, fie dreptele 4B si CD paralele. Sa demonstram ca unghiurile alterne interne CFE
si FEB formate de acestea cu secanta EF sunt congruente.
N Aplicam metoda reducerii la absurd. Presupunem ca unghiurile CFE si FEB
¢ L/ D nu sunt congruente, de exemplu, m(£LCFE) > m(£LFEB) (fig. 4.13). Din aceasta
V presupunere deducem ca prin punctul F putem duce o dreaptd MN, diferita de
dreapta CD, astfel incait m(LMFE)=m(LFEB). Conform demonstratiei de
4 SE B mai sus, dreptele MN si AB sunt paralele, deoarece la intersectia cu secanta EF

Fig4.13 se obtin unghiuri alterne interne congruente (LMFE si ZBEF). De aici rezulta
ca prin punctul F trec doud drepte distincte paralele (CD si MN) cu aceeasi dreapta 4B.
Dar aceasta contrazice axioma P a paralelelor.
Nu ne rdméne decat sa admitem ca unghiurile CFE si BEF sunt congruente.
| Corolare | 1. Daca doua drepte sunt paralele, atunci orice perpendiculard pe una dintre ele este

perpendiculara si pe cealalta.
2. Doua drepte perpendiculare pe aceeasi dreapta sunt paralele.
3. Perpendicularele pe doud drepte concurente sunt, de asemenea, concurente.

M2> Exercitiu | * Demonstrati teoremele 1, 3-6.

Probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Sase formuleze o definitie a:
a) diagonalei unui poligon; c) bisectoarei unui triunghi;
b) coardei unui cerc; d) rombului.

2. Definitiile:  a) ,,Reuniunea segmentelor [4,4,], [4,4,], ..., [4, ,A,] se numeste linie franta”;
b) ,,Patratul este un paralelogram cu toate cele patru laturi congruente”
sunt incomplete. Cum pot fi transformate aceste definitii pentru a deveni corecte?

A

3. Sase formuleze,,ipoteza” si,,concluzia” in propozitia:
a) Doua unghiuri opuse la varf sunt congruente.
b) Diametrul al unui cerc este mai mare decat orice coarda care nu trece prin centrul cercului.
¢) Doua triunghiuri sunt congruente daca au laturile congruente.
d) Doua drepte care au doua puncte comune distincte coincid.

MODULUL ~ ]
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Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

N
4. \ Investigati! Care dintre urmatoarele propozitii sunt adevarate?
Pentru care dintre acestea sunt adevarate propozitiile reciproce?
a) Marimea unui unghi obtuz este mai mare decat marimea unui unghi ascutit. @
b) Un triunghi care are doua laturi congruente are si doud unghiuri congruente.
¢) Suma masurilor a doua unghiuri suplimentare este egala cu 180°.
d) Daca un patrulater convex are diagonalele congruente, atunci el este dreptunghi.

5. Triunghiurile ABC si LMN din desen sunt isoscele. 6. Triunghiurile ABC si LMN din desen sunt dreptunghice.
Dreapta a || AB, dreapta b|| MN. Sa se arate ca triun- Dreapta a || BC, dreapta b|| LN. Sa se arate ca triunghiu-
ghiurile CDE si LOP sunt isoscele. rile ADE si PMQ sunt dreptunghice.

C N, A L
b b
a D E
a D, E 5 P
B 0 0 N
a A /

7. Dreptele a si b din desen sunt paralele, ¢ este secantd, AC si BC sunt bisectoare.
Sa se arate ca AC L BC. b ¢

A/ C/B

/\ . .

8. R _& Lucratiin perechi! Dreptele a
si b din desen sunt paralele, ¢ este
secantd, AC este bisectoare. Sa se b

arate ci [AB]=[BC]. c B C
a ~C A/
9. Dreptele « si b din desen sunt paralele, punctul M este mijlocul segmentului M
AB, CD este secantd care trece prin punctul M. Sa se arate ca punctul M este b
mijlocul segmentului CD. /B D>
c
Profilul real
1. 8_& Lucrafiin perechi! Notdm cu P un patrulater si considerdm propozitiile:
1) P este un dreptunghi; 2) laturile lui P sunt congruente;
3) unghiurile lui P sunt congruente; 4) diagonalele lui P sunt congruente.

a) Sa se formuleze trei afirmatii care au ca ipoteza 1) si drept concluzii, respectiv, 2), 3) si 4).
b) Sa se determine care dintre aceste afirmatii este falsa si care dintre cele trei afirmatii reciproce este adevarata.

2. Fie a si b doud drepte din planul P, concurente in punctul 4. Sa se descrie figura:

a) ab, aNP, bUP; b) (aNBYUP, {4}N(aUb).

3. \ Investigati! Fie D, si D, doua suprafete dreptunghiulare. In ce conditii D, U D, este suprafata dreptunghiulara?
Dar D, D,?




Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari ’

4. Sa se demonstreze ca:
a) bisectoarele a doud unghiuri adiacente suplimentare sunt perpendiculare;
b) doud unghiuri care au acelasi varf si laturile respectiv perpendiculare
sunt congruente sau suplimentare;
¢) masura unghiului format de bisectoarea OB a unghiului AOC si semi-
dreapta OD situata n interiorul unghiului 4OB este egala cu semidiferenta
masurilor unghiurilor DOC si DOA (vezi figura alaturata);

MODULUL

d) masura unghiului format de bisectoarea OB a unghiului AOC si semidreapta OD externa
unghiului 4OC este egala cu semisuma masurilor unghiurilor DOA si DOC (vezi figura
alaturata);

¢) masura unui unghi exterior al triunghiului este egala cu suma masurilor unghiurilor interioare
neadiacente lui.

5. Fie T, si T, doua suprafete triunghiulare congruente. Cum pot fi aranjate aceste suprafete in plan, astfel incat:

a) T, N T, sa fie suprafata hexagonala; b) 7, UT, sa fie suprafata triunghiulara;
¢) T, UT, sa fie suprafatd marginita de un paralelogram?

BEXA Cercul si discul

[ O Ne amintim |

Cerc de centru O si razd R, R>0, se numeste multimea
punctelor planului situate la distanta R de punctul O.
Se noteaza € (O, R) (fig. 4.14 a)).

0
47
b) -
Discul de centru O siraza R, R >0, este format din multimea
punctelor planului a caror distanta pana la O nu intrece R. G
Se noteaza ¥ (0, R) (fig. 4.14 b)).
E

Multimea punctelor planului situate de la centrul O la distanta mai
micd/mare decat raza cercului R se numeste interiorul/exteriorul Fig. 4.14
cercului €(0O, R).

Pozitiile relative ale dreptei a fatd de cercul €(O, R) sunt reprezentate in figura 4.15.
Dreapta a este:

d>R d=R d<R
19) 0]
R d
di|R a
A M\/N B

a .
A M B
A B
a) exterioard cercului b) tangentd cercului c) secantd cercului
in punctul M in punctele M, N
Fig.4.15



‘ Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

MODULUL

7 eorema 7 |
y

Daca dreapta a este tangenta la cercul €(O, R) in punctul M, atunci (fig. 4.15 b)):
1) punctul M este unicul punct comun al dreptei si cercului;

2) dreapta a este perpendiculara pe raza OM in punctul M;

3) distanta de la centrul O la dreapta a este egald cu raza R (d = R).

Pozitiile relative a doud cercuri sunt reprezentate in figura 4.16. Cercurile ‘€(O,, r) si
€(0,, R) sunt:

a) exterioare

®

M
N
b) tangente exterior c) secante
in punctul M in punctele M si N

d) tangente interior €) concentrice f) primul interior celui de al 2-lea,

in punctul M

al 2-lea exterior primului
Fig.4.16

&

la cerc din acelasi punct exterior cercului au lungimi
egale (AT, = AT,). Bisectoarea unghiului format de
aceste tangente trece prin centrul cercului (fig. 4.17).

T,
Cele doua tangente (luate ca segmente) construite m
WA
TZ

M2> Exercitiu | * Demonstrati teorema 7.

O Retineti! |

(7"

/

Fig.4.17

— Doua unghiuri inscrise in cerc care cuprind acelasi arc sunt egale:
m(£BAC)=m(£LBDC) (fig. 4.18).

— Unghiul la centru corespunzator arcului BC este egal cu dublul unghiului inscris
corespunzator arcului BC: m(— BC)=m(£LBOC) =2m(£LBAC) =2m(£LBDC).

— Daca M este un punct de pe cercul € de centru O si diametru 4B, cu M diferit de
A side B, atunci m(£LAMB) =90°.

Reciproc, daca m(£LAMB)=90°, atunci punctul M este B

situat pe cercul de diametru 4B (fig. 4.19).

— Daca prin punctul 4 al cercului € sunt duse tangenta 4B si
coarda AC, atunci m(ZBAC)= %m(v AC)=m(£ADC), p
DC|| AB (fig. 4.20).

>
N
a

Fig. 4.20



Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari ’

1|7—eorema 8 | Puterea punctului in raport cu cercul §
£ Fie un cerc, un punct M, o dreaptd ce trece prin punctul M si intersecteaza cercul in =
punctele 4 si B. Atunci produsul 4M - MB nu depinde de alegerea dreptei (fig. 4.21). g
Demonstratie:
1) Consideram cazul cand punctul M nu aparti-
a) 5 b) ne cercului, adica se afld sau in interiorul cercului
V (fig. 4.21 a)), sau in exteriorul lui (fig. 4.21 b)).
' ‘ Ducem prin punctul M doua drepte: prima inter-
[ \ secteaza cercul in punctele 4 si B, iar a doua — in
1€ e punctele C si D. Construim segmentele BC si AD si
obtinem ca AADM ~ ACBM . Din proportionalitatea
laturilor acestor triunghiuri rezulta ca
Fig.4.21 AD  AM DM
BC - MC - MB = AM -MB=MC-DM.
A=M
2) Daca punctul M este situat pe cerc (fig. 4.22), atunci acest punct
este o extremitate a coardei, adicd punctul M mparte coarda in
doua segmente, dintre care unul este nul.
In acest caz, AM -MB=MM - AB=0- AB =0. > B
| O Retineti! Produsul AM - MB se numeste puterea punctului in raport cu Fig.4.22
‘ cercul dat.

In plus, MA-MB = R* —a’, cand punctul M este interior cercului si MA- MB =a” — R?,
cand punctul M este exterior cercului, unde R — raza cercului, iar ¢ — distanta de la punc-
tul M la centrul cercului.

Probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Doua cercuri cu razele de 15 cm si 25 cm sunt tangente exterior. Sa se afle distanta dintre centrele cercurilor.

2. Doua cercuri cu razele de 18 cm si 30 cm sunt tangente interior. Sa se determine distanta dintre centrele cercurilor.

3. Peun cerc se dau punctele distincte 4, B, C si D. Sa se determine masura unghiului ACD, daca m(£A4BD) =50°.

4. Punctele 4, B, C apartin unui cerc de raza 18 cm. Sa se calculeze lungimea coardei 4C, daca masura unghiu-
lui ABC este de 30°.

B
5. (@ 2023) in desenul aldturat, punctele 4, B si C apartin cercului de centru O, astfel
incat m(£LA4ABC)=50°, iar m(£LAOC) = (3x —50)°. Determinati valoarea lui x. A
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Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

6. (@ 2021) n desenul alaturat, dreptele BA si BC sunt tangente la cercul de C
centru O in punctele 4 si C respectiv, iar m(£LABC)=60°. Scrieti in caseta

lungimea coardei AC, dacd AB =7 cm. O
AC= I:I cm.
B
A
B
7. (@ 2015) In desenul alaturat, punctele 4, B si C apartin unui cerc, astfel incat
AC este diametru si m(£BAC) =25°. Scrieti in casetd masura unghiului 4CB. 4 250 c

m(£ACB)=[ __|°.

U
. B
8. (@ 2019) In desenul alaturat, coardele AB si BC sunt congruente. Scrieti in
casetd masura 1n grade a arcului mic 4B, daca arcul mic AC este de 100°.
mam [T
A C

9. Fieun cerc ale carui coarde 4D si BC se intersecteaza. Stiind cd m(£LABC) =40°,
m(Z£LACD) =100°, sa se afle masura unghiului CAD.

5
10. 2 8 Lucrafi in perechi! Coardele AC si BD ale unui cerc se intersecteaza in punctul E. Stiind ¢d 4C =20 cm,
BE=6cm sica AE: EC=2:3, sase calculeze lungimea segmentului ED.

Profilul real

1. Sa se arate ca mediana corespunzatoare ipotenuzei unui triunghi dreptunghic imparte triunghiul in doua triunghiuri
isoscele.

2. Sase arate ca o dreapta ce trece prin punctul de tangenta a doud cercuri tangente exterior le imparte astfel incat arcele
situate In semiplane diferite, marginite de dreaptd, au aceleasi masuri.

3. Prin punctul 4 de tangenta a doua cercuri tangente exterior trec doud drepte care intersecteaza primul cerc in punctele C
si B, iar cercul al doilea — 1n punctele D si E. Sa se arate ca triunghiurile cu varfurile 4, B, Csi 4, D, E sunt asemenea si ca
DE|| BC.

4. (@ 2021) in desenul alaturat, dreptele B4 si BC sunt tangente la cercul de centru ¢

O in punctele 4 si C respectiv. Scrieti in caseta masura in grade a unghiului ABC,
daca se cunoaste ca m(£LA4AOC)=120°.

m(£4BC) =] |.

5. (@ 2017) in desenul alturat, punctele 4, B si C apartin cercului de centru O,
astfel incat m(£LABC)=30°. Scrieti in caseta masura in grade a unghiului AOC.

m(£400) =] |.

120°




Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari ’

6. Doua cercuri se intersecteaza in punctele A si B. Prin punctul 4 este construita o dreapta care intersecteaza cercurile n
punctele C'si D. Sa se arate ca masura unghiului CBD este o marime constanta pentru orice dreapta ce trece prin punctul 4.

MODULUL

£ . : . . y .
7. & & Lucratiin perechi! Din punctul 4, exterior unui cerc, sunt construite doud tangente la cerc in punctele de tangen-

ta B si C. La arcul BC, situat in interiorul triunghiului ABC, este construitd o tangenta, care intersecteaza segmentele 4B
siAC1npunctele B,,respectiv C,. Sa se arate ca perimetrul triunghiului 4B,C, este egal cu 24 B si nu depinde de pozitia
punctului de tangenta pe arcul BC.

8. Doua cercuri sunt tangente exterior in punctul 4. La cercuri este construitd o tangentd comuna exterioara in punctele de
tangentd B si C. Sa se arate ca triunghiul ABC este dreptunghic.

9. Fie triunghiul ascutitunghic ABC cu néltimea A4, si centrul O al cercului circumscris triunghiului ABC. Sa se arate ca
ZBAA = ZOAC.

10. Doua cercuri se intersecteaza n punctele 4 si B. Din punctul C, situat pe dreapta 4B si care nu apartine segmentului A5,
sunt construite doud tangente la cercurile date in punctele D si E. Sa se arate ca segmentele CE si CD sunt congruente.

11. Fie triunghiul ABC cu inaltimile 44, si BB, sipunctul O centrul cercului circumscris acestui triunghi. Sa se arate ca:

a) patrulaterul AB 4 B este inscriptibil;
b) dreapta OC este perpendiculara pe dreapta A, B,.

12. Doua cercuri cu razele R si r sunt tangente exterior. Sa se afle distanta dintre punctele de tangenta a tangentei comune
exterioare cu aceste cercuri.

13. Fiepunctele 4 si B i unghiul ¢. Sa se construiasca multimea punctelor M din plan astfel incat m(£4AMB) = ¢. (Se mai
spune ca segmentul AB se vede sub un unghi de masura ¢.)

14. Punctul P este situat la distanta de 7 cm de centrul cercului cu raza de 11 cm. Prin acest punct este dusa o coarda de
lungime 18 cm. Sa se afle lungimile segmentelor determinate de punctul P pe aceasta coarda.

15. Din punctul 4, exterior cercului, sunt duse o tangenta si o secanta. Distanta de la punctul 4 pana la punctul de tangenta
este egald cu 16 cm, iar pand la unul din punctele de intersectie a secantei cu cercul este egala cu 32 cm. Sa se afle raza
cercului, daca distanta de la centrul cercului pana la secantd este egald cu 5 cm.

BEE] Triunghiuri. Congruenta triunghiurilor. Clasificari

[ O Ne amintim |

@ efinitii * Doua segmente inchise se numesc congruente daca lungimile lor sunt egale.
» Doud unghiuri se numesc congruente daca masurile lor sunt egale.

Congruenta unghiurilor AOB si 4,0,B, se noteaza LAOB = /A ,0,B,, iar congruenta
segmentelor 4B si A,B, se noteaza [AB]=[4,B,].

@ efinitie Triunghiurile ABC si A4 B C, se numesc congruente daca au loc relatiile:
[4B]=[4,B], [BC]=[B,C\], [CA]=[C\4,],
ZBAC= /B /AC, LACB=/ACB, LCBA=/CBA,.

Se noteazd: AABC =AA4,B,C,.
Mentiondm ca din faptul cd A4BC = AA4,B,C, nu rezultd cd A4ABC = AA,C\B,, adicd la
congruenta triunghiurilor conteaza ordinea varfurilor.



MODULUL ‘ ]

Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

Se poate demonstra ca doua triunghiuri congruente cu al treilea sunt congruente.
La rezolvarea multor probleme se aplicd metoda triunghiurilor congruente bazatd pe
criteriile de congruentd a doua triunghiuri.

Criteriul LUL (Latura Unghi Laturd). Daca in triunghiurile ABC si A B ,C, au loc

171

relatiile [AB]=[A4,B,], [AC]=[A,C,] si £LBAC = £B,A,C,, atunci AABC = AA4,B,C,
(fig. 4.23 a)).

Criteriul ULU (Unghi Latura Unghi). Daca in triunghiurile ABC si A, B.C. au loc

171

relatiile [AB]=[A,B,], ZBAC = /B, AC,, ZABC = ZAB,C,, atunci AMABC = A4 B,C,
(fig. 4.23 b)).

a) B Cl b) C Cl

C B

Fig.4.23

[ O Ne amintim |

Z >efinitie | Triunghiul cu doud laturi congruente se numeste triunghi isoscel. I
7 eorema 9 | | Daca un triunghi este isoscel, atunci unghiurile alaturate bazei sunt congruente. I
y
F;
z ) efinitie | Triunghiul cu toate laturile congruente se numeste triunghi echilateral. I

Criteriul LLL (Latura Latura Laturd). Daca in triunghiurile ABC si A B, C, au loc

171

relatiile [AB]=[4,B,], [BC1=[B,C,], [CA]=[C 4], atunci AABC =AAB,C,.

Demonstratie:
Fie AABC si A4B,C, in care au B C,
loc relatiile din enunt (fig. 4.24). In vir-
tutea axiomei PT, In semiplanul deter- B,
minat de dreapta 4B, ce nu contine
punctul C, existd A4 B,C,, astfel incat A,
AA4,B,C, = AABC (1). A -
Din (1) obtinem: Fig. 4.24 C,
[C,A41=[CAI=[C,4,], [C,B1=[CB]=[C,B,].
Construim segmentul C,C, si obtinem triunghiurile isoscele
C,A4,C, si C,B,C,, in care au loc relatiile £4,C,C, =24,C,C, si
ZC,CB, = £CC,B,. Deaicirezultd cd £A4C B, = £AC,B, si, con-
form criteriului LUL, obtinem ca AA4,B,C, = A4,B,C,.
Asa cum A4 B,C, =AA4BC, rezultd ca AABC=A4B,C,. p

72> Exercitiu * Demonstrati criteriile LUL si ULU de congruenta a triunghiurilor.




Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari ’

[ O Ne amintim |

g-eorema 10 |[ (proprietatea unghiului exterior al unui triunghi)
£ Masura unghiului exterior al unui triunghi este mai mare decat méasura oricarui unghi
interior neadiacent lui.

Unghiul adiacent suplimentar unui unghi interior al triunghiului se numeste unghi exterior
al triunghiului.

MODULUL

Demonstratie:

Vom demonstra cd masura unghiului exterior #CB al triunghiului ABC
B E (fig. 4.25) este mai mare decat masura unghiului interior ABC. Pentru aceasta,
D construim punctul D pe latura BC, astfel incat [BD]=[DC], iar pe semi-
dreapta [AD luam punctul E, astfel incat D sa fie situat intre 4 si E si
[AD]=[DE]. Asa cum punctele 4 si E se afla in semiplane diferite, determi-
A nate de dreapta BC, si 4 se afla pe complementara semidreptei [DE, deducem
Fig.4.25 ca punctul E este situat in interiorul unghiului FCB.
Aplicand axioma M,, deducem cd m(£LFCB) > m(LECD).
Conform criteriului LUL de congruenta a triunghiurilor, rezulta cd AABD=AECD si, prin
urmare, m(ZLABC)=m(£LECD) < m(LFCB).
In mod analog se demonstreaza ci m(£LFCB)>m(ZBAC). 3

| O Ne amintim |  Triunghiurile se clasifica dupa:

v' Unghiuri
Triunghi ascutitunghic Triunghi dreptunghic Triunghi obtuzunghic
B B
A C C A A C
Toate unghiurile sunt ascutite: Un unghi este drept: Un unghi este obtuz:
m(Z£A4)<90°, m(£C)=90°. m(Z£A4) >90°.
m(£B) <90°,
m(£C)<90°.
v’ Laturi
Triunghi scalen (oarecare) Triunghi isoscel Triunghi echilateral
B C B
A Vi C A B A C
Toate laturile au Doua laturi congruente: Toate laturile congruente:
lungimi diferite: AC = BC. AB = AC = BC.
AB # AC,
AB # BC,
AC # BC.




Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

1. Problema Lungimea uneia din laturile congruente ale unui triunghi isoscel este de doua ori
\ rezolvata mai mare decat lungimea bazei. Sa se calculeze lungimile laturilor triunghiului, daca

semiperimetrul lui este de 40 cm.

MODULUL ‘ ]

Rezolvare:

Perimetrul triunghiului 4BC este egal cu 80 cm, deci 4B+ AC + BC =80 cm.
Deoarece AC=AB=2BC, obtinem: 5BC =80 cm= BC =16 cm.

Atunci AC =A4B=32cm.

Raspuns: 16 cm, 32 cm, 32 cm.

Probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Punctul de intersectie al segmentelor AB si CD este mijlocul fiecaruia dintre segmente. S& se determine lungimea
segmentului AC, dacd BD =12 cm.

2. O dreaptd intersecteaza segmentul 4B in mijlocul lui. Distanta de la punctul 4 la dreapta este de 8 cm. Sa se afle distanta
de la punctul B la dreapta.

3. Perimetrul unui triunghi isoscel este de 100 cm, iar lungimea bazei lui este de 40 cm. Sa se determine lungimea laturilor
congruente.

4. Sa se afle perimetrul unui triunghi isoscel cu baza de 20 cm si laturile congruente de 40 cm.

(8 : N 3 . - L
5. 8 8 Lucrafiin perechi! Perimetrul unui triunghi isoscel este de 44 cm. Sa se determine lungimile laturilor triunghiului,

daca lungimea bazei este cu 4 cm mai mica decat lungimea laturilor congruente.

6. Perimetrul unui triunghi isoscel este de 56 cm. Sa se afle lungimile laturilor triunghiului, daca lungimea laturilor congruente

este cu 2 cm mai mica decat lungimea bazei. A
7. Pe laturile congruente AB si AC ale triunghiului isoscel ABC (vezi figura alaturatd) se
construiesc doud segmente congruente, AD si AE. Sa se afle lungimea segmentului BF, D E
daca CF =3 cm.
(Indicatie. ACDA =ABEA= ACFB este isoscel.)
_c - d
M
N A
8. (B) nvestigai! Pe laturile AB si BCale triunghiului L& A
arbitrar ABC se construiesc 1n exterior patratele ABLM BY L T o
si BCNP. Sa se arate ca ALBC = AABP. /
B
Pt N E
9. Pe laturile triunghiului echilateral ABC se construiesc segmentele congruente 4D, D
BE si CF ca in figura alaturatd. Stiind cda DE =3 cm, sd se determine lungimile
celorlalte laturi ale ADEF'. 4 F ¢



10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

Profilul real

Sa se demonstreze ca:

a) inaltimile corespunzatoare laturilor congruente ale unui triunghi isoscel sunt congruente;

b) bisectoarele unghiurilor alaturate bazei unui triunghi isoscel sunt congruente;

¢) medianele corespunzatoare laturilor congruente ale unui triunghi isoscel sunt congruente.

(@ 2014) Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu 32 cm. Lungimea bazei triunghiului este cu 2 cm mai mare decat
lungimea fiecarei dintre laturile congruente. Aflati lungimea Inaltimii corespunzatoare bazei triunghiului.

Sa se demonstreze ca punctul egal departat de laturile unui unghi apartine bisectoarei acestui unghi.

(@ 2019) Bisectoarea BK a triungiului 4BC imparte latura AC in segmentele AK =4 cmsi KC =2 cm. Aflati lungimea
laturii AB, daca se stie ca BC =3 cm.

Prin mijlocul unui segment este construitd o dreapta. Sa se demonstreze ca extremitatile segmentului sunt egal departate

de dreapta.

&~ Lucrafi in perechi! Triunghiul ABC este isoscel (4B = AC). Pe laturile AB si AC se iau punctele B,, respec-

tiv C,, astfel incat 4B, = AC,. Sd se demonstreze ca:
a) AAB,C=AAC B; b) ACB,B=ABCC.

Triunghiurile ABC si A,B,C, sunt congruente. Sd se demonstreze ca:
a) medianele AM si 4 M, sunt congruente;
b) bisectoarele AL si A4, L, sunt congruente.

Fie triunghiurile ABCsi 4,B,C, cu medianele AM, respectiv 4,M,. Sa se demonstreze congruenta triunghiurilor ABC si
ABC,, daca sestie ca [AM |=[4AM,], [AB]=[4,B,] si [BC]=[B,C,].

Sa se demonstreze congruenta triunghiurilor ABC'si 4, B,C,, stiind ca [AC]=[A4,C,], [AB]=[4,B,] si [AM]=[4,M,],
unde [AM] si [4,M,] sunt mediane ale triunghiurilor ABC, respectiv 4, B,C,.

Sa se demonstreze ca triunghiurile ABC si 4,B,C, sunt congruente, dacd [BC]=[B,C,], [AM]=[4M,] si
ZCMA=ZC M A, unde [AM] si [A4M,] suntmediane ale triunghiurilor ABC, respectiv 4, B,C,.

|

N
Investigati! Sa se arate ca lungimea medianei unui triunghi este mai mica decat semisuma lungimilor laturilor ce
pornesc din acelasi varf cu mediana.

& & Lucrafiin perechi! Sa se arate cd suma lungimilor medianelor unui triunghi este mai mare decat semiperimetrul
triunghiului si este mai mica decat perimetrul lui.

Sd se demonstreze ca triunghiurile ABC si 4, B,C, sunt congruente, dacd [AM |=[A4,M,], [AM] si [4M,] sunt
mediane ale triunghiurilor ABC, respectiv 4,B,C,, £ZMAC = ZM AC, si £LMAB= /M A B,.

Sa se demonstreze ca triunghiurile ABC si A4,B,C, sunt congruente, daca [AB]=[A4,B,], [AL]=[4L,] si
ZBAC = £ZB A C, ([AL] si [4,L,] sunt bisectoare ale triunghiurilor ABC, respectiv A4, B,C,).

Fie triunghiul isoscel ABC (AB = AC) cumediana AM. Sa se calculeze lungimea medianei AM, daca triunghiul ABC are
perimetrul 2, iar triunghiul ABM are perimetrul .

Lungimile a, b, c ale laturilor unui triunghi se aflainrelatia @ : b: ¢ =3:4:5. Sd se determine lungimile laturilor triunghiului,

daca perimetrul lui este de 60 cm.

MODULUL ~ ]



‘ Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

BEXJ Asemanarea figurilor. Asemanarea triunghiurilor.
Teorema lui Thales

Z >efinitie Fie k£ un numar real pozitiv. Transformare de asemianare
de coeficient & (sau asemanare de coeficient k) a pla-

nului se numeste aplicatia planului pe el insusi, care pentru
orice doud puncte distincte 4, B si imaginile lor respective
A, B satisface conditia A'B’ = kAB.

MODULUL

N

Din egalitatea A’B’=k - AB rezultd cd dacd 4# B, atunci A # B’

7 eorema 11 |[ 1. Compunerea a doua asemanari de coeficienti k, si k, este o asemdnare de coefi-
F4 .
£ cient kk,.

. - e e .. . . . 1
2. Transformarea inversa asemanarii de coeficient k este 0 aseméanare de coeficient T

Demonstratie:

1. Admitem ca punctele arbitrare 4 si B se aplica, prin asemanarea de coeficient k,, pe
punctele A’, respectiv B’, iar acestea, la rAndul lor, prin asemanarea de coeficient k,, se
aplicd pe punctele 4”7, respectiv B”. Atunci A’B’=k,AB si A”B”=k,A’B’. De aici obtinem
A”B” = kk,AB, adica transformarea care aplica punctele 4 si B pe A”, respectiv B” este
o asemanare de coeficient kk,.

2. La asemanarea de coeficient k, pentru punctele 4 si B ale planului si imaginile respective
A" si B’ are loc egalitatea A’B’=k - AB. De aici rezultd ci AB:%-
marea care aplicd punctele 4" si B’ pe punctele 4, respectiv B este o aseminare de

A’B’, adici transfor-

coeficient % }

| O Ne amintim | Doua figuri se numesc asemenea daci existi o transformare de aseminare a planului
care aplica una din aceste figuri pe cealaltid. Congruenta figurilor este un caz particular al
asemanarii (k =1).

Z >efinitie Triunghiurile ABC si A’B'C’ se numesc triunghiuri asemenea daci
AB_ BC _CA _, o i i e st i o
18 " BC A =k si LA=/A', LB=/B', £C=£C".
Se noteazi AABC ~AA'B'C’.

Amintim unele teoreme, proprietati, precum si criteriile de aseméanare a triunghiurilor.

7—eorema 12 || (Thales) O dreapta ce nu trece prin niciunul din varfurile unui triunghi si este paralela
; cu una din laturile lui taie pe dreptele determinate de celelalte doua laturi segmente
proportionale (fig. 4.26).

7 eorema 13 (teorema fundamentala a asemainarii) B
¥ 4

£ Fie ABC un triunghi si B, un punct pe dreapta BC, diferit B
de C. Daca dreapta paraleld cu latura AB ce trece prin
punctul B, intersecteaza dreapta AC in punctul 4, atunci
AABC ~ A4,B,C (fig. 4.26). ¢

Fig.4.26




Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

| O Ne amintim |  Larezolvarea multor probleme de geometrie se foloseste metoda triunghiurilor asemenea,

care se bazeaza pe urmatoarele criterii de aseméanare a triunghiurilor:

Criteriul 1. Daca doua unghiuri ale unui triunghi sunt congruente cu doud unghiuri ale

altui triunghi, atunci aceste triunghiuri sunt asemenea.

Criteriul 2. Daca doua laturi ale unui triunghi sunt proportionale cu doud laturi ale
altui triunghi si unghiurile formate de aceste laturi sunt congruente, atunci aceste

triunghiuri sunt asemenea.

Criteriul 3. Daca toate laturile unui triunghi sunt proportionale cu laturile respective

ale altui triunghi, atunci aceste triunghiuri sunt asemenea.

7 eorema 14 | (proprietatea bisectoarei unghiului interior al triunghiului)
4

Fie triunghiul ABC si un punct A" interior laturii BC. Pentru ca semidreapta [ 44" sa
fie bisectoare a unghiului interior BAC al acestui triunghi, este necesar si suficient ca

BA" _ 4B
TC-AC (fig. 4.27).
j eorema 15 | Daca laturile unghiului XOY sunt intersectate de n, ne N, n>1, drepte paralele 4 B,
£ AB,, ..., A B , atunci segmentele respective taiate de aceste drepte pe laturile lui
sunt proportionale: O _Ad Ad _ A, (fig. 4.28).
PrOPORIOnde: op =8B, B,B, ~ B _B '
j eorema 16 | Daci doua drepte paralele, a si b, sunt intersectate de n, ne N, n>2, drepte ce
¢ trec prin acelasi punct O, O ¢ a, O ¢ b, atunci segmentele tdiate pe dreptele a si b
. AA, AA A A,
sunt proportionale: -2 ="2"3 — = (fig. 4.29).
BIB2 BZBS anan
4 (0]
a 4, A,
A, VA4,
b
C A B B, /Bz B3\ B,
Fig.4.27 Fig.4.28 Fig.4.29

Exercitiu | + Demonstrati teoremele 14—16.

Problema Lungimile laturilor triunghiului ABC sunt BC =a, AC =b, AB =c. Sa se afle lungimea
rezolvata laturii rombului inscris iIn AABC, stiind ca un unghi al rombului coincide cu unghiul 4 al
triunghiului, iar un varf al acestuia apartine laturii BC a triunghiului 4ABC (fig. 4.30).

Rezolvare:

Fie rombul AMLN inscris in triunghiul ABC. Deoarece o diagonald a rombului
B este bisectoarea unghiului 4 al triunghiului dat, rezulta ca varful L al rombului
este punct de intersectie a laturii BC si bisectoarei unghiului 4.

M I Triunghiurile MBL si ABC sunt asemenea, deci
AC:ML=BC:BL=(BL+LC):BL=1+LC:BL. (1)
Din teorema bisectoarei unui triunghi rezulta ca
A LC:BL=AC:AB=b:c. (2)
N . el . . . L _ 2 — bc
Fig. 430 C Din egalitatile (1) si (2) obtinem: UL 1+ . =ML b
bc

Raspuns: Latura rombului este

b+c’

MODULUL ‘ )



‘ Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

MODULUL

. Lungimile a doua laturi ale unui triunghi isoscel sunt de 18 cm si 6 cm, iar lungimea laturilor congruente ale unui alt

3. Piciorul inaltimii CD a triunghiului dreptunghic ABC (m(£C)=90°) imparte ipotenuza in segmentele 4D =18 cm si

5. Dreptele suport ale laturilor neparalele AB si CD ale trapezului ABCD se intersecteaza in punctul £. Sa se determine

Probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

triunghi isoscel este de 6 cm. Sa se determine lungimea bazei triunghiului al doilea, daca unghiurile alaturate bazei ale
primului triunghi sunt congruente cu unghiurile alaturate bazei ale triunghiului al doilea.

. Triunghiurile ABC si A4,B,C, sunt asemenea si 4B=12cm, 4B =3 cm, AC=16 cm, B,C, =2 cm. Sa se afle peri-

metrele triunghiurilor ABCsi A, B,C,.

BD =32 cm. Sa se determine lungimile laturilor triunghiului ABC.

398 .
4. B 8 Lucrafi in perechi! In triunghiul ABC, cu indltimea 4D =10 cm si latura BC =15 cm, este inscris un patrat,

astfel incat doua varfuri ale acestuia apartin laturii BC, iar celelalte doua se afla pe laturile AB si AC. Sa se afle lungimea
laturii patratului.

lungimile laturilor triunghiului AED, daca AB =10 cm, BC =20 cm, CD =12 cm, AD =30 cm.

s
6. 87& Lucrati in perechi! Lungimile umbrelor a doi copaci sunt de 10,8 m si 1,8 m. Copacul al doilea are inaltimea de

1,2 m. Sa se afle indltimea primului copac.

. Unghiurile 4 si 4, ale triunghiurilor isoscele ABC ([AB]=[AC]) si A,B,C, ([4,B,]=[4,C,]) sunt congruente.

. Sasearate ca daca H este punctul de intersectie a dreptelor suport ale Indltimilor 44,, BB,,CC, ale oricarui triunghi ABC,

/ \ A o W . ~ ~ e . . . A .o . . . ~
7. 888 Lucrafi in grup! O Lucrarea practica pe teren:  Aplicarea asemanarii triunghiurilor in activitatea cotidiana.

Profilul real

Sé se arate ca AABC ~ A4, B,C,.

. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu m(£C)=90° si indltimea CD. Sa se arate ca:

a) AABC ~ AACD; b) AABC ~ ACBD; ¢) AACD ~ ACBD.

. Fie triunghiurile asemenea ABC si 4,B,C, cu medianele AM, respectiv 4 M,. Sd se arate cd A M, : AM = A,B, : AB.
. Fie triunghiurile asemenea ABC si 4, B,C, cu bisectoarele AL, respectiv A, L,. Sa se arate cd AL, : AL = A B, : AB.

. Diagonalele patrulaterului ABCD se intersecteaza in punctul E. Sa se arate cd AE- BE =CE - DE daca si numai

daca BC|| 4D.

atunci au loc relatiile AH - HA, = BH - HB, =CH - HC,.

- 8.8 Lucrati in perechi! Sa se arate ¢ in orice trapez sunt coliniare: punctul de intersectie a dreptelor suport ale

laturilor neparalele, mijloacele bazelor si punctul de intersectie a diagonalelor.

. Fie triunghiul ABC (4B < BC) cu bisectoarea BL si mediana BM. Sa se arate ca BL < BM..
. Diagonalele patrulaterului ABCD se intersecteaza in punctul M si are loc relatia AM -CM = BM - MD.

Sa se arate ca LADB = ZACB.



10. Lungimile laturilor unui triunghi se raporta ca 2:4:5. Sa se afle lungimile laturilor triunghiului asemenea cu cel dat,
stiind ca perimetrul lui este de 66 cm.

11. Triunghiurile ABC si A,B,C, sunt asemenea si 4B =32 cm, BC=40 cm, 4B, =24 cm, AC—-AC, =12 cm.
Sa se determine lungimile celorlalte laturi ale triunghiurilor.

12. Fie triunghiul ABC cu M e AB, Ne BC si MN || AC. Sa se afle lungimea segmentului AM, daca 4B =32 cm,
AC=40cm si MN =30 cm.

13. & & Lucrati in perechi! Dreptele suport ale laturilor neparalele AB si CD ale trapezului ABCD se intersecteaza in
punctul O. Sa se afle naltimea triunghiului AOD, daca BC =14 cm, AD =42 cm si indltimea trapezului este de 6 cm.

14. 898 Lucrafiin grup! O Lucrarea practica pe teren: Aplicatii ale asemandrii triunghiurilor in activitatea cotidiand.

B
Linii si puncte remarcabile ale triunghiului
| O Ne amintim |  Segmentul determinat de mijloacele a doud laturi ale unui triunghi M
se numeste linie mijlocie a triunghiului. N
——
|7 eorema 17 || Daca [MN] este linia mijlocie a triunghiului ABC (M este A
£ mijlocul laturii 4B, N—mijlocul laturii BC), atunci [MN] || [AC] b
si 2MN = AC (fig. 4.31). Fig 431 ¢

Demonstratie:

Prin punctul M construim o dreapta paralela cu AC. Conform teoremei 13, aceasta dreapta
va intersecta latura BC 1n mijlocul ei, deci va trece prin punctul N. Astfel, obtinem
[MN] || [AC]. Daca prin punctul N vom construi o dreapta paralela cu latura 4B, atunci ea va
intersecta latura AC 1n mijlocul ei, pe care il notam P, deci AC = AP+ PC =2AP. Patrulaterul
AMNP este un paralelogram, prin urmare, MN = AP.

Din ultimele doua egalitati rezultd ca 2 MN = AC. P

| O Ne amintim | Segmentul determinat de un varf al triunghiului si mijlocul laturii opuse acestui varf se
numeste mediand a triunghiului.

j eorema 18 || Medianele unui triunghi sunt concurente intr-un punct care imparte fiecare mediana in
£ raportul 2 : 1, considerand de la varf.

N2> Exercitiu | « Demonstrati teorema 18.

| O Retineti! Punctul de intersectie a medianelor triunghiului se numeste centru de greutate al triun-
ghiului.

a Mediatoare a unui segment se numeste dreapta ce trece prin mijlocul segmentului si este
perpendiculara pe el.

Folosind proprietatea mediatoarei (punctele mediatoarei segmentului sunt egal departate
de extremitatile lui), se poate demonstra ca mediatoarele laturilor unui triunghi se intersecteaza
intr-un punct egal departat de varfurile lui. Acest punct este centrul cercului circumscris
triunghiului. Prin urmare, oricarui triunghi i se poate circumscrie un cerc.

| O Ne amintim | Segmentul determinat de un varf al triunghiului §i proiectia (ortogonald) acestui varf pe
dreapta suport a laturii opuse se numeste indltime a triunghiului.

Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari ’

MODULUL



MODULUL ‘

Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

==

|7 eorema 19 | | Dreptele suport ale inaltimilor triunghiului sunt concurente. I
y
3
2> Exercitiu | - Demonstrati teorema 19.
| O Retineti! Punctul de intersectie a dreptelor suport ale indltimilor triunghiului se numeste orfocentru

==

al triunghiului.

Triunghiul se numeste inscris intr-un cerc daca varfurile lui se afla pe cerc. Triunghiul
se numeste circumscris unui cerc daca laturile lui sunt tangente la cerc.

Segmentul continut de bisectoarea unui unghi al triunghiului si care este determinat de
varful acestui unghi si de punctul de intersectie a bisectoarei lui cu latura opusa se numeste
bisectoare a triunghiului.

T|7 eorema 20 |
8

Bisectoarele unghiurilor interioare ale triunghiului sunt concurente in centrul cercului
inscris in triunghi.

[ O Ne amintim |

I, Problema
: rezolvata

Mediatoarea, mediana, bisectoarea si Indltimea triunghiului se numesc linii remarcabile

ale triunghiului.

Centrul cercului inscris in triunghi, centrul cercului circumscris triunghiului, centrul de

greutate al triunghiului si ortocentrul triunghiului se numesc puncte remarcabile ale
triunghiului.

In triunghiul ABC sunt duse iniltimile 44, si BB, (fig. 4.32). Si se determine masurile
unghiurilor triunghiului 4,B,C, stiind cda m(£4) =o, m(£LB)=f3, a+ B #90°.

B Rezolvare:
Deoarece triunghiurile dreptunghice BB,C si AA4,C auunghiurile ascutite
. . BC _ AC
de la varful C congruente, ele sunt asemenea. Prin urmare, ﬁ = AI_C
Asa cum triunghiurile ABC si 4,B,C au laturile ce determina unghiurile
. congruente de la varful comun C proportionale, conform criteriului 2 de
B C asemanare, ele sunt asemenea.

Fig.4.32

Prin urmare, m(£CA,B,)=m(£LCAB)=a, m(£LCB,4,) =m(LCBA) = f3.
Concluzia ce rezulta din aceasta problema poate fi formulatd astfel: daca picioarele

inaltimilor duse din doud varfuri ale unui triunghi nu coincid, atunci, impreund cu al
treilea varf al triunghiului, ele determina un triunghi asemenea cu cel dat.

Probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

1. (@ 2016) In desenul alaturat este reprezentat triunghiul 4BC, in care AC =8 cm,
iar AM si CN sunt mediane. Scrieti in caseta lungimea segmentului MN. N M

MN = |:| cm.

A C

2. Sa se determine perimetrul triunghiului cu varfurile in mijloacele laturilor unui triunghi avand laturile de 12 cm,

6cmsi 8 cm.

3. Lungimea bazei unui triunghi isoscel este de 442 cm, iar masura unghiului opus bazei este de 120°.
Sa se afle indltimile triunghiului.



8.

Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

Medianele corespunzatoare catetelor unui triunghi dreptunghic au lungimile de /52 ¢cm si +/73 cm. Si se determine
lungimea ipotenuzei.

Doua laturi ale unui triunghi au lungimile de 10 cm si 16 cm, iar unghiul format de ele este de 120°. Sa se afle Tnaltimile
corespunzatoare acestor laturi.

Un punct al ipotenuzei este egal departat de catete si imparte ipotenuza in segmente cu lungimi de 30 cm $i 40 cm. Sé se
determine lungimile catetelor.

& & Lucratiin perechi! Doud mediane ale unui triunghi sunt perpendiculare si au lungimile de 4,5 cm $i 6 cm. S se afle
lungimile laturilor triunghiului.

Mediana construitd din varful unghiului drept al unui | 10. Lungimea unei laturi a unui triunghi este de 36 cm. Prin

triunghi dreptunghic este congruenta cu o cateta si are punctul de intersectie a medianelor triunghiului este
lungimea de 5 cm. Sa se afle lungimile laturilor triunghiului. construita o dreapta paralela cu latura data. Sa se afle
RN lungimea segmentului tdiat din aceasta dreapta de

& & Lucrati in perechi! Sa se determine lungimile
bisectoarelor unghiurilor ascutite ale unui triunghi drept-
unghic cu catetele de 3 cm §i 4 cm.

laturile triunghiului.

Profilul real

A 5

1.

(@ 2019) in desenul alaturat, bisectoarea BK a triunghiului ABC imparte latura AC
in segmentele AK =4 cm si KC =2 cm. Scrieti in caseta lungimea laturii 4B, daca se

CllIlO&S[e ca BC 3 cm.
IiB cm. 14 C
I:I K

Sé se determine masurile unghiurilor unui triunghi, stiind ca indltimea si mediana construite din acelasi varf impart
unghiul in trei unghiuri congruente.

& & Lucrafiin perechi! Lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic sunt de 9 cm i 12 cm. Sa se afle distanta dintre

punctul de intersectie a bisectoarelor si punctul de intersectie a medianelor acestui triunghi.

4. Doua laturi ale unui triunghi au lungimile de 6 cm si 8 cm. Medianele corespunzatoare B
acestor laturi sunt perpendiculare. Sa se afle lungimea laturii a treia.
perp g M \N
5. (@ 2023) Fie triunghiul ABC in care MN || AC, M € (AB), N € (BC).
Determinati lungimea segmentului BN, daca MN =4 cm, NC=5 cm, AC= 14 cm. ) c
6. Distantele de la centrul cercului inscris Intr-un triunghi dreptunghic la varfurile unghiurilor ascutite sunt de J5 cm si
vJ10 cm. Sa se determine lungimile laturilor triunghiului si raza cercului inscris in acest triunghi.
£
7. 8.8 Lucrati in perechi! Lungimile laturilor unui triunghi sunt de 5 cm, 6 cm, 7 cm. Centrul cercului inscris in acest
triunghi Tmparte bisectoarea unghiului mai mare in doua segmente. Sa se afle raportul lungimilor segmentelor obtinute.
8. Sa se determine lungimile bisectoarelor unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghic cu catetele de 18 cm si 24 cm.
9. In cercul de raza R este inscris un triunghi isoscel. Stiind ca suma inaltimii corespunzitoare bazei si lungimii bazei este

egald cu lungimea diametrului cercului, sa se afle inaltimea triunghiului corespunzétoare bazei.

10. Fie triunghiul ABC cu inaltimile 44, si BB,. Sa se determine lungimea laturii BC, dacd AC=6 cm, B,C =4 cm,

A C=3cm.

MODULUL ~ )



‘ Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

- Relatii metrice in triunghiuri
=
5 6.1. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic
=
| O Ne amintim | Fie triunghiul 4BC, dreptunghic in C, cu notatiile obisnuite, si CD
C inaltimea corespunzatoare laturii AB (fig. 4.33).
o in triunghiurile ACB, CDB, ADC avem:
, a 2 _gina (1), b_cosa (2),
h c C
‘ a, . a,
La o W O\, GO = e @)
D > b—c—cosa (5) ﬂ—t a (6)
c b . b 8F )
Fig.4.33 > o . ..
8 N2> Exercitiu | S se formuleze in cuvinte relatiile (1)—(6).

Comparand egalitatile (1) si (3), (2) si (5), (4) si (6), obtinem:

_ac A% 42— . é_b_c ns Rl — .
= adicd a” =c-a, (7); c b’ adicd b” =c-b, (3);

|2

ISEe}

c _ ht‘ s 2
b adica . =a,-b,.

Adunand egalitatile (7) si (8) membru cu membru, obtinem: a* +5* =c(a, +b,).
Asa cum a, +b, =c, rezultd cd a’ +b* =c’.

Astfel, am demonstrat urmatoarele trei teoreme.

|7-eorema 21 || Teorema catetei

£ Intr-un triunghi dreptunghic, patratul lungimii unei catete este
egal cu produsul dintre lungimea ipotenuzei si lungimea
proiectiei acestei catete pe ipotenuza.

in figura 4.34, AC*> =BC-CD, AB* =BC-BD.

|7-eorema 22 || Teorema inaltimii
¥ Intr-un triunghi dreptunghic, patratul inaltimii construite din D
varful unghiului drept pe ipotenuza este egal cu produsul

lungimilor proiectiilor catetelor pe ipotenuza.

In figura 4.34, AD* =CD- BD.

—_— Fig. 4.34
eorema 23 |[ Teorema lui Pitagora
Intr-un triunghi dreptunghic, patratul lungimii ipotenuzei este
egal cu suma patratelor lungimilor catetelor.

In figura 4.34, BC* = AC* + AB’. BA

.o Probleme 1. In interiorul unghiului O cu masura de 60° se considerd un
\ rezolvate punct M situat la distantele 2 cm si 11 cm de laturile unghiului.
Sa se afle distanta de la punctul M la varful unghiului (fig. 4.35).

Rezolvare:

Avem MA=11cm, MB =2 cm. Prelungim AM pana la inter- 60°
sectia in C cu latura OB a unghiului AOB. Deoarece AMBC este O 4
dreptunghic cu m(£LC)=30° rezultd ca CM =4 cm. Fig.4.35




Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

In triunghiul dreptunghic O4C avem:

04 = AC-1g30° =1

ﬁ (cm).

Aplicam triunghiului dreptunghic OAM teorema lui Pitagora si obtinem:

OM =OA4> + AM* =+/75+121 =14 (cm).

MODULUL ‘ )

A Raspuns: OM =14 cm.
2. Sa se exprime raza r a cercului Inscris 1n triunghiul dreptunghic ABC prin catetele a, b
h_r si ipotenuza ¢ (fig. 4.36).
¢ Rezolvare:
b Fie O centrul cercului inscris in triunghiul ABC'si E, F, G—punctele de tangenta.
F Asa cum patrulaterul EOGC este un patrat cu latura r, rezultd ca
E 0 a_r GB=a-r=FB, AE=b-r=AF (segmentele determinate de un punct si de
N punctele de tangenta la cerc au lungimi egale). Dar AF + FB=AB =c.
y 1
c| "G a1 |B Deci, c=a—-r+b—r= poatb-c|
p 2
Fig.4.36

Probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic sunt de 9 cm si 12 cm. Sa se afle razele cercurilor inscris §i circumscris
triunghiului.

2. (@ 2018) Raza cercului inscris Intr-un triunghi echilateral este de V3em. Determinati perimetrul triunghiului.

3. 8 & Lucrafi in perechi! Lungimea medianei corespunzatoare ipotenuzei unui triunghi dreptunghic este egala cu
lungimea uneia dintre catete. Sa se determine masurile unghiurilor ascutite ale triunghiului.

4. Piciorul inaltimii construite din varful unghiului drept imparte ipotenuza unui triunghi in segmente de 4 cm i 9 cm. Sa se
afle lungimile catetelor.

5. In interiorul unui unghi cu masura de 60° se considera un punct M, situat la distantele de V7 cm si 24/7 cm de laturile
unghiului. Sa se determine distanta de la punctul M la varful unghiului.

Lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic sunt de 8 cm si 12 cm. Sé se afle lungimea bisectoarei unghiului drept.
£ e o - . .
8-~ Lucrati in perechi! Punctul de tangenta a cercului inscris intr-un triunghi dreptunghic imparte ipotenuza in

segmente de 5 cm si 12 cm. Sa se determine lungimile catetelor.

NS

8. Punctul de tangenta a cercului inscris intr-un triunghi dreptunghic imparte una din catete in segmente de 3 cm §1 9 cm. Sa
se afle lungimea ipotenuzei si a celeilalte catete.

1. Catetele unui triunghi dreptunghic sunt de 6 cm si 8 cm. Sa se afle:
a) raza cercului circumscris triunghiului; b) raza cercului inscris 1n acest triunghi.

Profilul real

2. Raza cercului circumscris unui triunghi dreptunghic este de 15 cm, iar raza cercului inscris — de 6 cm. Sa se afle lungimile

laturilor triunghiului.



MODULUL ‘

Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

3. Fie triunghiul dreptunghic ABC si [CD] bisectoarea unghiului drept. Stiind ca AD =m §i BD =n, si se determine
inaltimea construita din varful C.

- A

4. In triunghiul dreptunghic ABC, din varful unghiului drept este construiti indltimea CD. Razele cercurilor inscrise in
triunghiurile ADC si BDC sunt r,, respectiv 7,. Sa se determine raza cercului inscris in triunghiul ABC.

5. 8_& Lucratiin perechi! Intr-un triunghi dreptunghic este inscris un semicerc, astfel incat diametrul lui este situat pe

ipotenuza, iar centrul lui imparte ipotenuza in segmente de 3 cm si 4 cm. Sa se afle lungimile laturilor triunghiului si raza

semicercului.

6. Bisectoarea unui unghi ascutit al unui triunghi dreptunghic imparte cateta opusa in segmente de 4 cm si S cm. Sa se afle

lungimile laturilor

triunghiului.

N B
7. &_8Lucratiinp

erechi! Sase demonstreze ca dacd unul dintre unghiurile unui triunghi dreptunghic are masura de 15°,

atunci indltimea construita din varful unghiului drept are lungimea egala cu un sfert din lungimea ipotenuzei.
(Indicatie. Construiti mediana corespunzatoare ipotenuzei.)

8. In triunghiul 4ABC

, dreptunghic in 4, cu AC =1m, E'si F sunt mijlocurile segmentelor BC, respectiv 4B, iar dreptele AE

si CF sunt perpendiculare. Sa se determine lungimile laturilor triunghiului.

9. Piciorul D al indltimii CD, construite din varful unghiului drept al triunghiului ABC, este situat la distantele m si n de

catetele AC, respe

ctiv BC. Sa se determine lungimile catetelor.

6.2. Relatii metrice in triunghiul arbitrar
C

Fie triunghiul ascutitunghic ABC cu notatiile obisnuite si CD =h —
inaltimea construita din varful C (fig. 4.37).

in AADC avem %

%: sin 3, adica & =asin f.

sino, adicd h=bsina, iar in ABDC avem

. . . .. b a
B Prin urmare, bsino =asin 3, adica — =—.
, sinf8 sinax
Fig.437 b c
In mod analog, construind indltimile din varfurile 4 si B, obtinem ca — =—,
sinf8 siny
. a c . . . b c
respectiv —— =—— Combinand aceste rezultate, obtinem: ——=——7=——.
sinat  siny sina sinf  siny
In cazul triunghiului obtuzunghic 4BC, prin rationamente asemanitoare obtinem acelasi
rezultat.
M2> Exercitiu | + Efectuati aceste rationamente.
Astfel, am demonstrat
=
eorema 24 || Teorema sinusurilor

/

Lungimile laturilor oricarui triunghi ABC sunt
proportionale cu sinusurile unghiurilor opuse:

a b c
= = fig. 4.38).
sinoe  sinf3  siny (fig. 4.38)




Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

y Fie ABC un triunghi arbitrar cu notatiile obisnuite, CD = 4 — naltimea
Ce ) construita din varful C (fig. 4.39).
a 14 Consideram sistemul cartezian de coordonate cu originea in punctul B,
b astfel incat semiaxa pozitiva a absciselor sa coincida cu semidreapta [ BA.
B o Fie (x, y) coordonatele varfului C. Varful B are coordonatele (0, 0), iar
B(0,0) ¢ A0 D x  varful 4 —coordonatele (c, 0).
Fig.4.39 In AACD avem: AD =bcos(180°—o)=—-bcosa,

CD =bsin(180° — ) = bsincr.

Prin urmare, x = BA+ AD=c—bcoso, y=bsinc. Aplicind formula distantei dintre
doua puncte, obtinem:
a’=BC’ =(c—bcosa)’ +(bsina)’ =c* —2bccosa + b’ cos’ o0 +b* sin” o =
=c’+b* —2chcosa.

In ACDB avem x=BD=acosf3, y=CD=asinf si
b>=AC* =(acosf —c)’ +(asin B)* =a’cos’ B —2accos B+’ +a’sin’ f=
=a’ +c’ —2accos .

In mod analog, considerand sistemul de coordonate cu originea in varful C, obtinem

¢’ =a’+b* —2abcosy.
C
&
4

Astfel, am demonstrat
Fig. 4.40

-
|7 eorema 25 || Teorema cosinusului
¥ 4
£
B

In orice triunghi 4BC, patratul lungimii oricarei laturi este egal cu
suma patratelor lungimilor celorlalte doud laturi minus produsul
dublu dintre lungimile acestor doua laturi si cosinusul unghiului
format de ele:

a’ =b’ + ¢’ —2bccos(LA);

b*=a’ +c* —2accos(£B);

¢’ =a’+b* —2abcos(£C) (fig. 4.40).

Din aceasta teorema rezulta ca:
a) dacd a’ >b* +¢’, atunci unghiul opus laturii a este un unghi obtuz;
b) daca a’ <b* +¢?, atunci unghiul opus laturii a este un unghi ascutit;
¢) dacd a’> =b* +¢?, atunci unghiul opus laturii a este un unghi drept.
Se observa ca pentru o >90° (fig. 4.39) proiectia laturii AC pe dreapta suport a laturii
AB este AD =—bcosa siatunci a’ =b> +c’ +2c- AD (11).
Pentru B <90°, proiectia laturii BC pe dreapta suport a laturii AB este BD =acosf3 si
atunci b’ =a’ +c’ —2c¢-BD (12).
Formulele (11), (12) constituie

|7—eorema 26 |[ Teorema lui Pitagora generalizata

f Patratul lungimii unei laturi a oricarui triunghi este egal cu suma patratelor lungimilor
celorlalte doua laturi plus/minus produsul dublu dintre lungimea uneia din aceste doua
laturi si proiectia celeilalte laturi pe dreapta suport a primei.

MODULUL ~ ]
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Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

1. » Probleme
. rezolvate

1. Sa se demonstreze cd, in conditia teoremei sinusurilor, B
a b c

- =— =——=2R, unde R este raza cercului circum-
sinog sinf3 siny
scris triunghiului ABC (fig. 4.41). 0

Rezolvare: A P AS
Este suficient sa demonstram ca unul din aceste rapoarte este \_yg

egal cu 2R.

Fie, de exemplu, unghiul 4 ascutit. Trasam diametrul BD al Fig.4.41

cercului circumscris triunghiului ABC.

In acest caz, unghiul BDC are aceeasi masurd o ca si unghiul 4. In triunghiul dreptunghic

BCD avem B_C: BD, adica
sino

a

——=2R, c.c.td
sino

[ O Retineti!

a b ¢
sinoe  sinf8  siny

=2R, unde R este raza cercului circumscris triunghiului.

2. Sa se demonstreze c¢a suma patratelor laturilor oricarui paralelogram este egala cu
suma patratelor diagonalelor.

Rezolvare:
Fie paralelogramul 4BCD cu m(Z£A4)=o (fig. 4.42). Atunci

m(£B)=180° - ¢. Scriem teorema cosinusului pentru triunghiurile ABD

siABC: BD? = AB* + AD* —2AB - ADcosq,
AC* = AB> + BC* —2A4B- BCcos(180°— ).
Adunand aceste egalititi membru cu membru §i tinand cont de

Z >bservatie |

D egalitatea cos(180°— ) =—coso, obtinem ca
BD* + AC* = AB*> + AD* + AB*> + BC”*, adica
BD* + AC* =2(AB’ + AD?) | c.c.t.d.

Valori ale sinusului, cosinusului, tangentei si cotangentei pentru unele unghiuri frecvent
folosite sunt prezentate in tabelul 1, secventa 1.2, modulul 8.

Probleme propuse

Profilul real

1. Lungimile laturilor paralelogramului sunt de V3 em si V7 em, iaro diagonala este de 2 cm. Sa se determine lungimea

celeilalte diagonale.

2. Intr-un cerc cu raza de 10 cm este inscris un triunghi cu doud unghiuri de 60° si 15°. Sa se afle perimetrul triunghiului.

V15

3. Lungimile a doua laturi ale unui triunghi sunt de 2 m si 3 m, iar sinusul unghiului format de ele este 5 Sa se calculeze

lungimea laturii a treia.

£ . A A . . C Ao o . .
4. 8 _& Lucratiin perechi! Distantele de la centrul cercului inscris intr-un triunghi dreptunghic pand la varfurile unghiu-

rilor ascutite sunt de

5 cm si 4/10 cm. Si se afle masurile unghiurilor ascutite.



Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari ’

5. Un triunghi are laturile de 4 m, 5 m si 6 m. Sa se determine lungimile proiectiilor laturilor de 4 m §i 5 m pe latura a treia.

6. O latura a unui triunghi este de 3 cm, unul din unghiurile alaturate acestei laturi este de 120°, iar latura opusa acestui
unghi este de 7 cm. Sa se afle lungimea laturii a treia.

MODULUL

S50
7. &_& Lucrafi in perechi! Sa se determine lungimea medianei triunghiului 4BC corespunzatoare laturii opuse vérfu-
Iui C,daca BC=a, AC=b, AB=c.

8. Iniltimea si mediana unui triunghi impart unghiul din care sunt construite in trei unghiuri congruente. S se afle lungimile
laturilor triunghiului, dacd mediana este de 5 cm.

9. Printr-un varf al unui patrat cu latura a, prin mijlocul unei laturi care nu contine acest varf si prin centrul patratului este
construit un cerc. Sa se determine raza acestui cerc.

Probleme recapitulative

Profilurile umanistic, arte, sport

1. O cateta a unui triunghi dreptunghic este de 112 cm, iar ipotenuza sa este de 113 cm. S se determine perimetrul
triunghiului.

2. Bisectoarea unui unghi ascutit al unui triunghi dreptunghic imparte cateta opusa in segmente cu lungimea de 4 cm si
5 cm. Sa se afle lungimile laturilor triunghiului.

3. Laturile congruente ale unui triunghi isoscel au lungimea de 4 cm, iar medianele corespunzatoarelor lor sunt de 3 cm.
Sa se afle lungimea bazei triunghiului.

4. (@( 2016) In desenul aliturat, punctele 4 si B apartin cercului de centru O, astfel
incat m(£LAOB)=100°, iar dreapta BC este tangenta la cerc. Scrieti in caseta P B
masura in grade a unghiului ABC.

m(£4BC) =] |. C

5. (@( 2018) In desenul aliturat este reprezentat triunghiul ABC, in care B
MN || AC, M e (AB), Ne (BC), BN=1cm, NC=2cm, AM =4 cm. M_—_N\N
Sa se scrie 1n casetd lungimea laturii 4B.

AB = I:Icm. A ¢
| B

6. In fotografia, ficutd din avion, si vede cd un lan de porumb are forma unui dreptunghi cu dimensiunile 4x3 cm. Stiind
ca raportul de asemanare intre fotografie si plan este 1:10000, sa se afle dimensiunile reale ale lanului de porumb.

7. Intriunghiul dreptunghic ABC, BC =8 cm, AB = 10 cm. Pe prelungirea catetei AC dupa punctul C se ia punctul D, astfel
incét punctul C se afla intre 4 i D. Sa se afle DB, daca DB = DA.
\ — /

8. (@ 2013) Diametrele rotilor din fata si din spate ale unei carute au
lungimile egale cu 60 cm, respectiv 90 cm. Calculati ce distanta (in
metri) a parcurs caruta, daca se stie ca roata din fata a facut cu 100 de

rotatii mai mult decat cea din spate. (Pentru calcule folositi 7 =3.) 90 cm
60 cm



MODULUL

Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari
9. Fie triunghiul ABC cu BC = (6 ++/2) ecm, m(£LABC) =45°, m(LACB)=30°.
Sa se afle perimetrul triunghiului ABC.

10. Intr-un cerc sunt construite coardele concurente 4B si CD. Misurile unghiurilor ABC si ACD sunt de 50°, respectiv de
40°. Sa se afle masura unghiului DAC.

11. Doua cercuri de aceeasi razd, 7 cm, sunt tangente exterior. O dreapta intersecteaza cercurile in punctele 4, B, C'si D,
astfel incat AB = BC = CD. Sa se afle AB.

L8 . . N . . - - - .

12. 2 8 Lucrati in perechi! Din punctul 4, situat in exteriorul unui cerc de razd 8 cm, este dusd o secantd de lungimea
10 cm, care este impartita de cerc in doud segmente de aceeasi lungime. Sa se afle distanta de la punctul 4 pana la
centrul cercului.

1. Indltimea corespunzitoare bazei unui triunghi isoscel este de 20 cm, iar inaltimile corespunzitoare laturilor congruente
sunt de 24 cm. Sa se afle lungimile laturilor triunghiului.

Profilul real

) N . . . . N . oA

2. R & Lucrati in perechi! Intr-un triunghi cu laturile de 12 cm, 15 cm i 18 cm este inscris un semicerc, astfel incat
semicercul este tangent la laturile mai mici, iar latura mai mare contine diametrul semicercului. Sa se afle lungimile
segmentelor 1n care este Impartita latura mai mare de centrul semicercului.

. . .. . . .. . 25 <
3. Raza cercului inscris Intr-un triunghi isoscel are lungimea de 1,5 cm, iar a cercului circumscris — de g om. Sa se afle
lungimile laturilor, daca ele se exprima prin numere intregi.

739 - . o S . A y . .

4. 2 & Lucrafi in perechi! Intr-un atelier de taiere a tablei raman deseuri in forma de triunghi echilateral cu latura de
240 mm. Pentru un nou produs introdus in fabricatie se vor executa piese in forma de patrat cu latura de 80 mm si in forma
de dreptunghi cu dimensiunile 190x220 mm. Care din aceste piese se pot executa din deseuri?

5. Inaltimea dusa din varful unui unghi alaturat bazei unui triunghi isoscel este de doud ori mai mica decat lungimea laturii
corespunzatoare. Sa se afle masurile unghiurilor acestui triunghi (sa se analizeze ambele cazuri posibile).

L . . . .. . .
6. 2 8 Lucrafiin perechi! Doud cercuri de raze r si R sunt tangente exterior. O dreapta intersecteaza aceste cercuri astfel,
incat cercurile determina pe dreapta trei segmente congruente. Sa se afle lungimile acestor segmente.

7. Uncercde lungime 127 cm este impartit de punctele 4, B, C in trei arce ale caror lungimi se raporta ca 1:2:3. Determinati
aria triunghiului ABC.

8*. Cercul inscris in triunghiul ABC imparte mediana BB, (B, € AC) in trei segmente congruente. Sa se afle raportul lungimilor
laturilor triunghiului ABC.

9. Care este lungimea traiectoriei parcurse de extremitatea orarului cu lungimea de 18 mm al unui ceasornic in:
a) 1 ora; b) 24 de ore? (7 =3,14.)

4 N

10. & & Lucratiin perechi! Care este lungimea traiectoriei parcurse de extremitatea minutarului cu lungimea de 30 cm al
unui ceasornic in:
a) 1 ora; b) 12 ore; c)24 de ore? (m=3,14.)

11. Unciclist se deplaseaza pe o pista circulari cu raza de 240 m. Intr-un minut el parcurge 300 m. in cate minute ciclistul va
parcurge un cerc? (w =3,14.)

12. Un autoturism are latimea de 1,2 m si se deplaseaza pe o pista circulara cu raza interioara de 100 m, pastrand permanent
distanta de 50 cm de la marginea pistei. S& se determine diferenta dintre drumul parcurs de rotile exterioare si cele
interioare, daca automobilul parcurge un cerc. (7 =3,14.)



Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul si discul. Recapitulare si completari

Test sumativ

Profilurile umanistic, arte, sport

. Ipotenuza triunghiului dreptunghic ABC are lungimea de 9 cm, iar o catetd a sa— de 6 cm. Din varful C al unghiului drept
se duc mediana CM si inaltimea CD. Aflati MD.

. Oscara dubla are lungimea unui brat [VA] de 5 m. Pentru fixare, se foloseste un fir
[CD], 1a distanta de 1 m pe brat ([AC]), de la sol.

a) Aflati valoarea de adevar a propozitiei: ,, AVCD ~ AVSB ™.

b) Aflati lungimea firului, daca inaltimea scarii ([VS]) este de 4 m.

. Dintr-o teava curaza de 125 mm pleaca trei tevi de acelasi diametru. Aflati diametrul acestor trei tevi, astfel incat ele sa
preia tot debitul.

. Fie ABC triunghi dreptunghic in 4 si [BD] — bisectoarea unghiului B(De AC). Stiind ca CD =5 cm, AD=4 cm,
determinati lungimile laturilor triunghiului.

Profilul real

CD _1

. Un acoperis triunghiular are deschiderea 4B =d, iar panta DE-3

a) Aflati valoarea de adevar a propozitiei: ,, AACB~ AMCN.”
b) Determinati lungimea grinzii CN, dacd DN = NB.
C
M N

M D N

. Calculati cate discuri de raza r se pot confectiona prin tiierea
nerationald si prin tdierea rationald a unei benzi de metal care are
latimea 57 si lungimea 407 (in figura se arata taierea nerationala (a) si
cearationala (b)).

40r

. Fie triunghiul echilateral ABC cu latura a. Se considera cercul care are ca diametru indltimea CD. Prin punctele 4 si C se
duc tangente la acest cerc, care se intersecteaza in punctul £. Aflati perimetrul triunghiului ACE.

. Aratati ca intr-un triunghi oarecare cu laturile a, b si ¢ este adevarata relatia:
tg(£4) _a’*+c* b’
tg(£B) b+t —-a

MODULUL ~ ]
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Monoame. Polinoame.
Fractii algebrice

Obiective

O *recunoasterea si aplicarea monoamelor, polinoamelor, fractiilor algebrice in diverse contexte;

O *efectuarea operatiilor de adunare, scadere, inmultire i impartire a monoamelor, polinoamelor, fractiilor algebrice;
O *descompunerea in factori a polinoamelor;

O *determinarea radacinilor polinoamelor de o singurd nedeterminata.

| | |
Jeea ce cunoastem esge ﬂrez pu fn
‘eea ce nu stim este imens
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Xl Monoame. Operatii cu monoame

1.1. Notiunea de monom

In multitudinea de expresii algebrice, de exemplu 8Y, —3x’ +, 2Jab?, \Tab,
X°Y?Z%, 2023, 2++3xy, (2++/3)XY, identificim:
a) expresii in care asupra literelor se efectueaza operatiile de adunare, scadere, inmultire,
ridicare la putere cu exponent natural: —3x” + y, NG ab, 2023, 2 +\/§xy;

b) expresii care contin litere sub radical: 2Jab? ;

c) expresii care reprezintd produs de factori, fiecare dintre ei fiind o expresie numerica sau
o literd cu exponent natural: 8Y, X°Y>Z>, 2023, (2++/3)XY.

Expresiile de felul celor din a) se numesc expresii algebrice rationale, cele din b) —
expresii irationale, cele din c) — monoame.

[ O Retineti!

Monomul este expresia algebrica rationala ce reprezintd produs de factori, fiecare dintre
ei fiind o expresie numerica sau o literd cu exponent natural.

Un monom este format din coeficient si partea literala. X Y
Literele care se folosesc la scrierea monoamelor se numesc

2+3)| X
nedeterminate.
Nedeterminatele se noteaza, de reguld, cu literele mari ale XZ :

alfabetului latin (X, Y, Z etc.).
Gradul unui monom in raport cu o nedeterminatd este exponentul nedeterminatei

acestuia, scrise ca o putere.
Gradul unui monom de mai multe nedeterminate este egal cu suma exponentilor
tuturor nedeterminatelor. Monomul 3X°Y are gradul 4, dar gradul 3 in raport cu X.



[ O Retineti!
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1.2. Operatii cu monoame

Monoamele care au aceeasi parte literald, abstractie facand de ordinea scrierii factorilor,
se numesc monoame asemenea.

Suma, diferenta monoamelor M,, M, este expresia M, + M, (respectiv M, —M,)
Reducerea termenilor asemenea este operatia prin care o suma de monoame
asemenea se Inlocuieste cu un monom asemenea cu ele, care are coeficientul egal
cu suma coeficientilor termenilor asemenea.

Exemplu: 2X°Y —\3X*Y +3X°Y =(5-/3)X?Y.

Produsul monoamelor este monomul al carui coeficient este produsul coeficientilor
factorilor si factorii literali reprezentati prin puteri cu aceeasi baza sunt inlocuiti cu
produsul lor.

Exemplu: 2X°Y -\3XYZ=23X’Y*Z.

Ridicarea la putere cu exponent natural a unui monom se efectueaza conform pro-
prietatii de ridicare la putere a unui produs ((xy)" =x"-y").

Exemplu: (2X°Y) =8X°Y°.

Puterea cu exponent 0 a unui monom nenul este monomul 1.

Monomul R se numeste cdtul monoamelor P si O, daca O-R=P.

Exemplu: 6X°Y*Z:5X°YZ =%XY, fiindca gXY-SXZYZ =6X°Y’Z.

In caz general, raportul a 2 monoame este o fractie algebrica.
Nu exista impdrtirea la monomul nul.

Exercitii propuse

Profilul real

1. Sa se determine care dintre expresii sunt monoame:
2,05, VXY, X, 15v7; 2%, XX x2py2,

b)_Y87 3\/§XY> Z: VXY? Z_X3a

2. Sase indice coeficientul si partea literala a monomului:

a) —8XY,
¢) —3XZ%;

3. Sd se scrie monoamele astfel, ca nedeterminata sa figu- | 9.

reze o singura data:
a) XYYXZ,
) 2XYX’Y?Z43;

N

4. \ Investigati! Sa se determine gradul monomului:
b) —-2XZ°;

a) X°YZ;

5. Sa se indice monoamele asemenea:
a) SXY, 3X?, - XY, Z°Y, -025X°, YZ°, XYZ,
b) XY?, —=8,5Y°, —2Y’X, 08Y°, X°Y°Z°, XY.

7. Sa se efectueze:

a) —4X°Y-3XY?; b) 8,2XZ -5X°YZ;

z X+¥ o) BYZ-BXZ; d) 7%X~2%XY.
. 8. é?& Lucrati in perechi! Sa se efectueze:
b) 2X°YZ; a) BX°Y)’; b) (<2XYZ*);
d) 3.9v2" 2. ) (V2x7%)*; d) (1L5ZY°).

Sa se efectueze:
a) 16X°Y : (=2XY);

0) 243X°Z° :\3XZ%;

b) —6,4Y°Z° :0,4YZ:
d) 7%X3Y3Z3 %XYZ.

b) YZYZYZ:

d) XZvzYZ.
10. Sa se efectueze:
a) 7,3XY -8Y° +2(0,5Y° + XY) - ZY;
1

b) 3izy+4(gzy—z2 )+ 372+ XY.

©) 0,1X%Y;  d) \3YZ

11. R & Lucrafiin perechi! Sa se efectueze:

a) 3XY-02X°Y°Z - (2XY)* +(1,2XY)* - XY;

6. Sa se reduca termenii asemenea:

a) XY-3Y*+2,5XY+8Y*; b) 3Z° -2XY-02Z" +10XY.

b) —5ZY -0,4Z°YX +(0,1ZY*)* - XY — (—XYZ)’.
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= :
12. Sa se efectueze: 2
a) 18X°Y’:03XY" —(2X’Y +4,8X*Z:1,6XZ); b) —9XY’Z?:30Y’Z —(-TXYZ+12X*Z*:0,4XZ"). g
13. \ Investigati! Sa se completeze cu exponenti, astfel incat gradul monomului in raport cu toate nedeterminatele
safie10: a)3X Y’Z', b) (Y’Z)"; ) (XY D) d) (—/5x°Y"Z7).
14. Investigati! Sa se stabileasca valoarea de adevar a propozitiei: @
a) Monoamele XY si XY’ sunt asemenea. b) Monoamele 26X°Y si —X’Y se pot reduce.

15. \ Investigafi! Si se determine legitatea si sa se scrie monomul lipsd: | +/2X72Y? 3 242X°Y°
16. Sase completeze sirul monoamelor: —\3zy? 2

a) XYZ, X°YZ, XYz, ; b) X*Y'Z?, X'V, X'7?,

Polinoame

2.1. Operatii cu polinoame

@ efinitie | Se numeste polinom un monom sau o suma de monoame. I

| O Retineti! Polinoamele se noteaza cu literele mari ale alfabetului latin (P, Q, R, H etc.):
P(X)=X"-2X"+5, O(X,Y)=3XY-XY+X, R(X,Y,Z)=XYZ-3.
Coeficientii polinomului sunt coeficientii termenilor sai. Polinomul al cérui coeficienti
sunt toti egali cu 0 se numeste polinom nul: 0. Termenul care nu contine nedeterminate
se numeste termen liber. Gradul polinomului P este gradul maxim al termenilor sai
nenuli. Se noteaza ,,grad P”.

De exemplu, pentru polinomul P(X)=X’-2X"+5 avem grad P(X)=3.

Un polinom cu doi termeni se numeste binom, iar cu trei termeni — trinom.

., Exercitiu | Fie monoamele: 7X°Y, V3XYZ, X°, -7XZ, 5.
rezolvat a) Formati din aceste monoame un polinom in nedeterminatele X, Y, altul in nedeter-

minata X si un al treilea — in nedeterminatele X, Y, Z.

b) Enumerati coeficientii si termenul liber ai primului polinom din a).

Rezolvare:

a) P(X,Y)=TXY+X° =5, OX)=X+5, T(X,Y, Z)=TX’Y +3XYZ—-X°* —~TXZ+5.

b) Coeficientii lui P(X, Y) sunt 7, 1, -5, iar -5 este termenul liber.

Valoarea numerica a unui polinom pentru valorile indicate ale nedeterminatelor este
numarul obtinut prin efectuarea tuturor operatiilor dupa inlocuirea valorilor indicate ale
nedeterminatelor. De exemplu, valoarea numericd a polinomului P(X, Y), determinat in
exercitiul a) rezolvat mai sus, pentru X = V2 , Y =5 este:

P(2,5)=7-(2) -5+ (/2)° =5=7072 +8—5=702 +3.

Suma (respectiv diferenta) a doud polinoame P, Q este polinomul P+ Q (respectiv

P-0).
73
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De regula, in expresia obtinuta se reduc termenii asemenea.
De exemplu, diferenta polinoamelor P(X, Y) si O(X) din exercitiul rezolvat este polinomul

P-0=7XY+X*-5-(X°+5)=7X’Y -10.

| O Retineti!

Proprietati ale adundarii polinoamelor

Pentru orice polinoame P, O, R sunt adevarate proprietatile:
1° Comutativitatea: P+Q0=Q+P.

2° Asociativitatea: (P+Q)+R=P+(Q+R).

3° Polinomul nul este element neutru la adunarea polinoamelor: P+ 0= P.

4° Orice polinom P are opusul sau, —P: P+ (=P)=0.

w efinitie

Produsul a doud polinoame P, Q este polinomul P-(Q, ce reprezinta suma produselor
fiecarui termen al polinomului P cu fiecare termen al polinomului Q.

De regula, in suma obtinuta se efectueaza reducerea termenilor asemenea.
De exemplu: (7X°Y +X°=5)-(X*+5)=
=7XY X'+ X° X =5 X +7X°Y-5+4X°-5-5-5=T7XY+ X" +35X°Y -25.

Proprietati ale inmultirii polinoamelor

| Exemplu |

Pentru orice polinoame P, O, R sunt adevarate proprietatile:
1° Comutativitatea: P-Q=0Q - P.
2° Asociativitatea. (P-Q)-R=P-(Q-R).
3° P-0=0.
4° Polinomul 1 este element neutru la inmultirea polinoamelor: p.1=1-P=P.
5° Inmultirea polinoamelor este distributivi fati de adunare/scidere:
P (QtR)=P-QxP-R.

Utilizarea acestor proprietati faciliteaza efectuarea calculelor.
(XY -32)-(1-X)+ (XY -32)1+ X )=(XY -3Z) - (1- X" +1+ X)) =
=(XY-372)-2=2XY-6Z.

2.2. Descompunerea in factori a polinoamelor

[ O Retineti!

| Exemple |

Un rol important in efectuarea calculelor il are descompunerea in factori a polinoamelor,

adica reprezentarea lor ca produs de polinoame.

lata unele metode frecvent utilizate pentru descompunerea in factori a polinoamelor:

* metoda factorului comun: P-Q+P-R+P-H=P(Q+R+H).

* metoda gruparii termenilor: P-Q+R-O+P-H+R-H =
=(P-Q+P-H)+(R-OQ+R-H)=P(Q+H)+R(Q+H)=(Q+H)(P+R).

s descompunerea in factori a trinomului de gradul doi: aX” +bX +c=a(X —x,)(X —x,),
unde x,, x, suntsolutiile ecuatiei de gradul doi ax’ + bx + ¢ = 0 asociate acestui trinom;

 utilizarea formulelor de calcul prescurtat;

* metode combinate.

Utilizand metodele adecvate, sa se descompuna in factori polinomul:
a) (6X —5)"—(25X* —40X +16); b) X°+2X°-3.



. Fiepolinoamele P(X)=X* =3X>+~2X +15i O(X,Y)=X*— X+ X°Y - XY* ++/5.

10.

11.

12.

Monoame. Polinoame. Fractii algebrice

Rezolvare:
a) Observim cd 25X° —40X +16=(5X —4)’.
Deci, (6X —5)° —(5X —4)* = (6X —5+5X —4)-(6X —5—(5X —4)) = (1 LX —9)(X —1).
b) Daci notim X =¢, atunci trinomul ¢* +2¢—3 se descompune in (¢ —1)(¢+3), deci
XO42X —3=(X° )X’ +3)= (X" 1) X’ +A3)) =
= (X —D)(X? + X + D)X +3)(X* =3Bx +19).

Exercitii propuse

Profilul real

a) Sa se determine gradele acestor polinoame, sa se enumere coeficientii polinoamelor P(X) si O(X, Y).
b) Sa se calculeze valoarea numerica a polinomului P(X) pentru X =2.
¢) Sa se calculeze valoarea numerica a polinomului Q(X, Y) pentru X =-2, Y =1.

. Fiepolinoamele P(X)=-X"-8X"+ X’ -3X 5i Q(X)=X"+5X".

1) Sa se efectueze: P(X)+Q(X)=S(X); P(X)-0(X)=D(X); O(X)—P(X)=R(X).

Sa se calculeze si sa se compare: a) S(3) cu P(3)+Q0(3); b) D(-1)cu P(-1)—Q(-1).

2) Sa se stabileasca o relatie intre polinoamele D(X) si R(X).

/?2? Lucrati in perechi! Fie polinoamele 6. Sa se reprezinte ca produs de factori:

P(X)=5X"-1; O(X)=5X"+1; R(X)=X"+2X" +1. a) 25X7 —10X +1; b)0,25X° + X +1;

Sa se afle: C) X’ —6X*+12X -8; d) X’ +3X>+3X +1.
a) P(X)+O(X)—-R(X); b) P(X)-Q(X); 7. Aplicand formulele: diferenta patratelor, suma (diferenta)
¢) P(X): R(X); d) P(X)-O(X)—R(X); cuburilor, si se descompuni in factori polinomul:

e) fz(X); f) P*(X)-0*(X). a) 0,64X>—Y7; b) 5X2 457,

\ Investigati! Sa se completeze pana la patratul ©) 125X° 6417, d) 72947 +1.

unui binom: 8. Sa se descompuna in factori trinomul:

a) 16X% +..+1; b) 9X? —...+2577; a) X’ -2X -8 b) 4X* -3X ~1;

¢) X2 +10XY +..; d) 3X° —...+64Y>, €) =X+ X+2.

Aplicand metoda gruparii termenilor, s se descompuna | 9. Fie polinoamele P(X)=2X -X 50X, V)=X" 4T
in factori: Sa se determine valoarea de adevar a propozitiilor.

a) 7X —9X —7X>+9X; b) X'+ XY -X’-XY; a) (X, Y)=X"+2X°Y* +Y".

c) X’ =5X*+4X-20. b) P(X)+0(X)=2X’+X* - X+Y".

@ Lucrati in grup! Fie polinoamele

P(X)=8X’ =X +10X =7 si O(X)=mX’ +kX*+ pX +n (m,n, k,peR).

a) Sa se afle valorile parametrilor reali m, n, k, p pentru care polinoamele P(X) si O(X) sunt egale.
b) Sa se precizeze gradele polinoamelor P(X), Q(X) in functie de valorile parametrilor.

¢) Pentru care valori ale parametrilor reali m, n, k, p polinomul Q(X) este nul?

d) Sa se calculeze: P(-1), P(0), O(-1), O(0).

Fie polinoamele P(X)=X* —7kX?>+2X —k si O(X)=-X"+ X’ -2X +k.

Sa se afle valoarea parametrului real £ pentru care S(X)=P(X)+ Q(X) este polinom nul.

Fie polinomul P(X)=aX"*+2X*+bX - X" +c, a,b,ce R.

a) Si se afle valorile coeficientilor a, b, c, stiind cd polinomul P(X) este egal cu 5X* — X° +2X? -8.
b) Sa se determine polinomul Q(X), stiind ca P(X)+ O(X)=0.

MODULUL ~ ]
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MODULUL

13. Sa se descompuna in factori polinomul:
a) X’ +2X7 (X -2)-8; b) X°—4X° +4;
C) X = XY?+5X2 +5XY; d) X' -X>+2X+2.

N . . . o
14. A_8 Lucrati in perechi! Sa se descompuna 1n factori trinomul:

a) 8X° +3X - 0,5;

b) —0,lX> - X -20; ¢) X —/5X-2.

15. Fiepolinomul R(X)=aX’ +bX*+cX +d, a,b,c,deR.
Sa se afle valorile coeficientilor @, b, ¢, d, daca: R(0)=1, R(-1)=0, R(1)=-1, a=c.

16. Aplicand formulele studiate, sa se descompuna in factori cu coeficienti intregi polinomul:
a) (6X +3)° —(5X —4Y)%; b) 8X° — (XY -5); ¢) 125X° +(X +1)°.

17. Si se determine un polinom P(X) de gradul doi cu coeficienti reali, astfel incat P(a’) = (P(cx))’ pentru orice e R.

18. Sa se descompuna in factori polinomul:

a) X*+3X* -4

b) X* —16, neN’; c) X' —X, neN.

Polinoame de o singura nedeterminata

3.1. Notiuni generale

@ efinitie

Expresia de forma a, +a, X +a,X* +..+a,X", @)
unde neN si @, € R pentru orice i=0,1,2,...,n (se mai noteazd i=0,n), se
numeste polinom in nedeterminata X.

Daca numerele «,, a,, a,, ..., a, apartin multimii R(Q, Z), atunci expresia (1) este

polinom in nedeterminata X cu coeficienti reali (corespunzator, rationali, intregi).

[ O Retineti!

|  Exemplu

[ O Retineti!

|  Exemplu

Numerele a«,, a,, a,, ..., a, se numesc coeficienti ai polinomului (1), expresiile
a,, a, X, a,X’, ..., a, X" se numesc termeni ai acestui polinom, iar coeficientul a, se
numeste termenul liber al polinomului (1).

In cazul in care n =0, expresia (1) are forma a,. Asadar, orice numdr este un polinom
si astfel de polinoame se numesc polinoame constante.

Urmatoarele expresii sunt polinoame 1n nedeterminata X:
24X+ X2H0X°+0XY THIX+3X +5X°; 3.

Forma canonica a polinomului nenul (1) este polinomul a, + ¢, X +a, X’ +...+a,X",
a, #0, unde n este cel mai mare numdr natural k, astfel incat 1<k <n si a, #0.

Forma canonici a polinoamelor 2+0X +3X*, 2+0X +3X°+0X’ este 2+3X°, iar
forma canonicd a polinoamelor 7+3X° +X si 7+ X +3X° +0X° +0X" este 7+ X +3X°.

@ efinitie

| Exemple

Doua polinoame in nedeterminata X sunt egale daca formele canonice ale acestor
polinoame coincid.

1. Polinoamele 1+3X ++/5X7 si 14+4/5X% +3X +0X° +0X"* sunt egale.

2. Polinoamele 2+aX +5X> +4X° +8X" si 24+ 7X +bX° +4X° +cX* +dX’ sunt
egale dacd si numai daca a=7, b=5, ¢=8, d=0.
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[ O Retineti!

1. Polinomul arbitrar @, + @, X +a,X* +...+a,X" este egal cu polinomul

a,+aX+a, X +..+a,X"+0X"" +..+0X"" pentru orice ke N.
a, #0, si b, +bX+b,X*+..+b X",
b, #0, sunt egale dacd si numai dacd m=n si a; =b, pentru orice i =0, m (sunt egali

2. Polinoamele a, +a,X +a, X’ +..+a, X"

b

coeficientii termenilor respectivi).

., Exercitiu

Pentru care valori reale ale parametrilor a si b sunt egale polinoamele

rezolvat P(X)=aR+3X+5X)+ b+ X)A+X+X?) si O(X)=1+2X+2X*+X*?
Rezolvare:
Aducem P(X) la forma canonica efectudnd operatiile respective si egalam polinoamele:
2a43aX +5aX +b+bX +bX + X+ X+ X’ =14+2X +2X° + X°,
2a+b+Ba+b+ D)X +Ba+b+ DX+ X’ =1+2X +2X* + X°.
Din definitia egalitatii a doua polinoame obtinem:
2a+b=1, 2a+b=1, —0
3a+b+1=2,& 3a+b+1=2,<:{2:1’
Sa+b+1=2, 2a=0, o
Raspuns: a=0, b=1.
De reguld, polinoamele in nedeterminata X se noteaza cu P(X), O(X), R(X) etc.
@ efinitii Fie polinomul P(X)=a,+a X +a,X*+..+a, X", a,#0. Termenul a, X" se
numeste termenul principal al polinomului P(X), iar numarul @, se numeste
coeficientul dominant al polinomului P(X).
| Exemplu | Consideram polinoamele P(X)=2+3X +X*+0X" si O(X)= V2 433X +0X> +5X°.

bservatii

I

Observam ca grad P(X) =2 si grad Q(X) =3. Coeficientul dominant al polinomului P(X)
este 1, iar coeficientul dominant al polinomului Q(X) este 5.

1. Pentru polinomul nul gradul nu se defineste.

1., Exercitiu
rezolvat

2. Orice numar nenul este un polinom care are gradul zero.

Nota. Pentru a simplifica scrierea polinoamelor concrete, convenim sa nu scriem termenii
polinomului care au coeficientii egali cu zero, si notim termenii de forma 1X* cu X*,
iar expresia de forma +(—a)X" cu —aX"*.

De exemplu, polinomul 3+ (—4)X +1.X> +0X° +0X* +(=5)X° sescrie 3—4X +X* -5X°.

Sa se afle gradul polinomului:

P(X)=3a+2X +(a’ -1)X*+(a’ +3a+HX’ +(a’ —a-2)X".

Rezolvare:

Pentru diferite valori ale parametrului real a se obtin polinoame diferite. De aceea, gradul
polinomului P(X) depinde de valoarea parametrului a. Dacd a’ —a—2#0, adici
ae R\{-1, 2}, atunci grad P(X)=4. Pentru a=-1, P(X)=-3+2X si grad P(X)=1.
Pentru a=2, P(X)=6+2X+3X’+18X" si grad P(X)=3.

Fie 4 o submultime nevida a multimii R. Notam prin 4[X] multimea polinoamelor in
nedeterminata X cu coeficienti din 4. In particular, notim cu R[X], Q[.X], Z[.X] multimile
polinoamelor 1n nedeterminata X cu coeficienti reali, rationali, respectiv intregi. Deoarece
ZcQcR, atunci Z[X]c QX]cR[X]si ZcZ[X], QcQ[X], RcR[X].

MODULUL ~ ]
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ED efinitie

| Exemplu

Z)bservatii |

Fie P(X)=a,+a, X +a, X’ +..+a,X"eR[X] si aeR.

Numirul a, +a,0+a,a’ +...+a,0" se numeste valoarea polinomului P(X) in
X =o si se noteaza cu P(cr). Daca P(ax)=0, atunci o se numeste radicina a
polinomului P(X).

Fie P(X)=2+ X +3X". Atunci P(-2)=2+(-2)+3(-2)" =12.

1. Daca A este una dintre multimile R, Q, Z si P(X)e A[X], atunci P(ax)e A pentru
orice oce A.

2. Valoarea oricarui polinom in zero este egald cu termenul liber al acestui polinom
P(0)=aq,.

@ efinitie

|  Exemplu

Fie A una dintre multimile R, Q, Z si P(X)e A[X]. Functia /: 4— A4, f(x)=P(x),
se numeste functia polinomiala asociata polinomului P(X).

Functia polinomiald asociatd polinomului P(X)=2+4X"+3X e R[X] este /: R >R,
f(x)=2+4x" +3x".

3.2. Adunarea, sciderea si inmultirea polinoamelor

[ O Retineti!

., Exercitiu
: rezolvat

[ O Retineti!

i

Suma, diferenta, produsul polinoamelor de o singurd nedeterminata se efectueaza dupa
aceleasi reguli ca si polinoamele de mai multe nedeterminate, deci aceste operatii se
bucura de aceleasi proprietti.
Sa se scrie In forma canonicad suma, diferenta si produsul polinoamelor:
P(X)=X’-6X>+12X -8 si Q(X)=X"+3X"+1.
Rezolvare:
P(X)+Q(X)=-T+12X -3X*+2X°; P(X)-QO(X)=-9+12X -9X7;
P(X)- O(X)=(-8+12X-6X’+X°)-(1+3X° + X°)=
=—8+12X 30X +29X° —6X* -3X" + X°.
1. Daca P(X) si Q(X) sunt polinoame nenule, atunci:

a) grad(P(X)+ Q(X)) < max(grad P(X), grad Q(X)) (Q(X)#—P(X));

b) grad(P(X)-QO(X))=grad P(X)+ grad O(X).
2. Daca R(X)=P(X)+0(X), S(X)=P(X) -O(X), atunci pentru orice ae R au loc
egalitatile numerice:

a) R(a)=P(a)+0(a); b) S(a)=P(a)-Q(a).

3.3.1. Impartirea polinoamelor. Teorema impdrtirii cu rest

In calculul cu numere intregi, adeseori se aplica teorema impartirii cu rest. O teorema

asemanatoare este adevaratd si pentru polinoame.

eorema 1

-]

(teorema impartirii cu rest)

Pentru orice polinoame D(X), I(X)e R[X], 1(X)#0, existd polinoamele
C(X), R(X)e R[X], unic determinate, astfel incat

D(X)=1(X)C(X)+R(X), unde R(X)=0 sau grad R(X) < grad/(X). 2)




Monoame. Polinoame. Fractii algebrice

In (2), polinomul D(X) se numeste deimpdrtit, 1(X) — impartitor, C(X) — cit, iar
R(X) — rest. Daca R(X)=0, atunci /(X), C(X) se numesc divizori ai lui D(X) (se
noteaza [(X)|D(X), C(X)|D(X)), iar D(X) se numeste multiplu al acestor polinoame
sau se spune ca D(X) este divizibil cu /(X), C(X).

| O Retineti! Impartirea cu rest a polinomului D(X) la 7(X) necesita efectuarea celor patru operatii

aritmetice (adunarea, scdderea, inmultirea, impartirea) asupra coeficientilor acestor
polinoame. Daca polinoamele D(X) si /(X) au coeficienti numere reale (respectiv,
rationale), atunci catul C(X) sirestul R(X) sunt polinoame cu coeficienti reali (respectiv,
rationali).

Reprezentam un algoritm de aflare a catului si restului impartirii a doua polinoame, numit
algoritmul impartirii cu rest a polinoamelor.

Pentru a Imparti polinomul D(X) la polinomul nenul /(.X):

1) scriem ambele polinoame in ordinea descresterii gradelor termenilor acestora;

2) efectudam impartirea in colonitd (similar mpartirii numerelor naturale) astfel Incat
termenii catului sa reprezinte rezultatele impartirii termenului principal al detmpartitului (i a
celor aparuti ulterior) la termenul principal al impartitorului;

3) impartirea se efectueaza pana cand la rest se va obtine un polinom de grad mai mic
decat gradul impartitorului.

1., Exercitiu Si se determine catul si restul impirtirii polinomului D(X)=3X"*+8X"> —4X*>-2X+1 la

rezolvat trinomul 7(X)=2X"+2X -3.

Rezolvare: ) 3 2
3X422X2=§X2 N 3X"+8X° —4X° - 2X+ 1 10
: ‘3X4—3X3+%X2 2X* 42X -3
5
3. 2_ 2
M= sY'+lxi_ox+ 1 | S2xt4+2x-2
+ 2 22 4
9 2 2 9 3 ) 15 oD
-——X" 12X =—= —SX -5X"+—=X
2 4 5
9 11
(—%Xz)-(ZXZ+2X—3)=—3X4—3X3+%X2 —§X2+7X+1
+
9v2, 9 27
2X + 2X )
3 5 9 . 10)(_2
Raspuns: Catul este C(X)==X"+=X —=, iar restul 1
n 224 -

este R(X)= IOX_T'

N2> Exercitiu | < Verificati egalitatea: D(X)=1(X)-C(X)+R(X).

3.3.2. fmpdr,tirea polinoamelor la binomul X —c

Consideram un polinom P(X), grad P(X) =1, sibinomul (X —c). Din teorema impartirii

cu rest rezultd ca exista polinoamele C(X), R(X), astfel incat
P(X)=(X—-c)C(X)+R(X), unde R(X)=0 sau gradR(X)<grad(X —c)=1. (3)
Deoarece gradR(X)=0 sau R(X)=0, rezultd ca R(X) este un polinom constant,
adicda R(X)=r, unde re R. Substituind in egalitatea (3) X =c¢ si R(X)=r, avem
P(c)=(c—c) Q(c)+r, deunde rezulta ca r = P(c). Astfel, am obtinut urmatorul rezultat:

MODULUL ~
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7 eorema 2 |
g

| Consecinta |

|  Exemplu |

., Exercitiu
rezolvat

(teorema lui Bézout!)
Restul impartirii unui polinom P(X)e R[X] la binomul (X —c)e R[X] este egal
cu P(c).

Aceasta teorema furnizeaza o metoda de a determina restul impartirii unui polinom arbitrar

la binomul X —c fard a efectua Impartirea.

Numarul ¢ este radaciné a polinomului P(X) daca si numai daca P(X)=(X —c¢)-C(X)
(P(X) edivizibilcu X —c).

Restul impartirii polinomului P(X)=X"*+2X" —14X* —2X +18 labinomul X —3 este
r=P(3)=3"+2-3"-14.3"-2-3+18=21.

Si se afle restul impartirii polinomului P(X)=X"*+mX’* +mX —1 la binomul X —m,
daca la impartirea lui P(X) la binomul X —1 se obtine restul —6.

Rezolvare:
Conform teoremei lui Bézout P(1)=-6, deci 1*+m-1+m-1-1=—6=>m=-3 si

P(X)=X*-3X*-3X—1. Restul cautat este P(m)=P(-3)=62.

Consideram polinomul P(X)=a, X" +a, X" +.+aX +a,, a, #0. In baza teore-

mei 2, existd C(X) sir, astfel incat P(X)=(X —c)C(X)+7r.

Practic, calculul coeficientilor b, |, b, ,, ..., b, b, ai catului C(X) si al restului r se

poate face utilizand urmatorul tabel, numit schema lui Horner>:

Ay A1 A2 a oy

b, ,=a, | b,,=a, ,+cb, | b,;=a,,+cb,_, by=a,+cb | r=a,+ch,

., Exercitiu
: rezolvat

Folosind schema lui Horner, sd se determine catul si restul impartirii polinomului
P(X)=2X*"-4X’-2X"’+5 labinomul X —3.

Rezolvare:
Alcatuim tabelul (se scriu inclusiv coeficientii nuli):
2 —4 -2 0 )
3 2 —4+3-2=2 —2+3-2=4 0+3-4=12 5+3-12=41

Raspuns: Catul impdrtirii este C(X)=2X"+2X*+4X +12, iar restul este r =41.

Exercitii propuse

Profilul real

1. Sase determine a, b, ce R, astfel incat P(X)=Q(X), daca:
a) P(X)=4+(c+b)X +(c+b) X’ +cX +aX*, O(X)=4a+Q2a-DX+X’+(a+2)X +X*;
b) P(X)=2b+QRa+D)X+3X’, O(X)=2a-b+Bb+1)X +aX’ +cX’.

2. Sase afle gradul polinomului P(X)e€ R[X] in functie de a, daca:

a) P(X)=3+aX+(a+DX*+(a’ -DX’;

b) P(X)=a+(a’ -1)X +(a’ +2a-3)X"+(a’ +3a—-4)X".

3. Sisecalculeze P(1), P(<2), P(3), O(N2 ++/3), daca P(X)=2+X - X’ -2X" - X'+ X° §i O(X)=X"-10X> +6.
4. (<@ 2022) Determinati restul imprtirii polinomului P(X)=2X>+ X ~5X +1 labinomul X —2.

5. Sidsedetermine P(c), dacd P(X)=X"+6X°+3X° 15X -17X° +2X* +3X +1, c=2.

6. Sasecalculeze P(X)+0(X), P(X)—0(X) si P(X)-O(X), dacd P(X)=—5X +3X*+2X°, O(X)=1+2X —3X°.

! Etienne Bézout (1730—1783) — matematician francez
2 William George Horner (1786—1837) — matematician britanic



7.

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17~
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Sa se determine catul C(X) sirestul R(X) impartirii polinomului P(X) la binomul Q(X), daca:

a) P(X)=X°-3X"+2X" -3X+4, Q(X)=X-2; b) P(X)=2X"+5X"+4X’ -7X’ +2X +1, Q(X)=X +3;
c)(@2022) P(X)=2X"+X’-5X+1, Q(X)=X-2.

Sa se determine catul si restul impartirii polinomului P(X) la polinomul Q(X), unde:
a) P(X)=2X"+3X’-2X"+3X+1, Q(X)=X +1 (inclusiv folosind schema Horner);
b) P(X)=3X’-2X"-3X"+5X+4, O(X)=X’+2X+3;
¢) P(X)=2X"+3X"-5X, O(X)=3X"+2X-1;
d) P(X)=2X°+3X°—4X*'+2X° -3X’ +2X +1, Q(X)=X"-3X +2.
Care dintre punctele A(1; 1) si B(2; 9) apartin graficului functiei polinomiale asociate polinomului
P(X)=X’+2X-3eR[X]?
Resturile impartirii polinomului P(X) la binoamele X —2 si X —3 sunt 2, respectiv 5. Sa se afle restul Impartirii
polinomului P(X) latrinomul X*—5X +6.
Restul impartirii polinomului P(X) la trinomul X*+7X +12 este 3X +14. Si se afle resturile impartirii polinomului
P(X) labinoamele X +3 si X +4 respectiv.
Sa se determine valorile parametrului real a pentru care restul impartirii polinomului P(X') la binomul Q(X) este r,
daci: a) P(X)=X'+aX’ —6X’+3X+4, Q(X)=X+3, r=-5;
b) P(X)=X"+(a’ +3)X* +2aX +4a+5, Q(X)=X -2, r=37.
Sa se determine polinomul de gradul doi P(X)e R[.X], daca:
a) P()=4, P(-1)=2, P(-2)=4; b) P()=6, P(-3)=18, P(2)=13.

Ce conditii trebuie si satisfacd numerele a, b i ¢ pentru ca P(X) si fie divizibil la polinomul Q(X)= X +cX +1:

a) P(X)=X"+aX +b; b) P(X)=X’+aX +b; ¢) P(X)=X’+aX+b?

Sa se determine restul impartirii polinomului P(X) la polinomul O(X), daca:

a) P(X)=X"-3X"+4, O9(X)=X"-1; b) P(X)=X"+X"+2X"+2X°+2, O(X)=X"+1;

) P(X)=X"-2X"+3X"-X°+2X° -1, O(X)=X"-1.

Resturile impartirii polinomului P(X) la binoamele X —1, X —2, X —3 sunt, respectiv, 2, 3 si 4. Sa se afle restul
impartirii polinomului P(X) la polinomul (X —1)(X —2)(X —3).

Fie P(X)e R[X], astfel incat (x+1)P(x)+ (x—1)P(x+3)=4x+6 pentru orice xe R.

Sa se afle restul impartirii polinomului P(X) la polinomul (X —1)(X —2).

BEX} Radacinile polinoamelor

4.1. Notiunea de radacina multipla a polinomului

Diverse aplicatii ale polinoamelor (rezolvarea ecuatiilor, rezolvarea problemelor textuale,
interpolarea functiilor s.a.) se bazeaza pe notiunea de radacina a polinomului.

., Exercitiu Sa se determine daca numerele 2 si 3 sunt radacini ale polinomului

rezolvat P(X)=X"—4X"+4X° + X’ —-4X +4.

Rezolvare:

Asa cum P(2)=0, iar P(3)#0 (Verificati!), conchidem cd numarul 2 este radacind a
polinomului P(X), iar numarul 3 nu este radacina.

Efectuand impartirea la X —2, obtinem: P(X)=(X —2)(X* -2X" + X -2).
Observim ci 2 este radicind si a catului C(X)=X"*—2X" + X =2, si C(X)=(X -2)(X’ +1),

MODULUL ~ ]
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prin urmare, P(X)=(X —2)>(X’ +1). Astfel, P(X) este divizibil cu (X —2)°, insd putem
verifica usor cd P(X) nu este divizibil cu (X —2)°. In astfel de situatii spunem ci avem
radacind multipla.

P(X) dacd (X —a)" divide P(X), iar (X—0)"" nu divide P(X).

Z ) efinitie Numarul m, me N’, se numeste ordin de multiplicitate al radacinii o a polinomului I

Daca m=1, atunci o se numeste raddcind simpla; dacd m>2, atunci o se numeste
radacina multipla de ordin m a polinomului P(X'). Radacina unui polinom care are ordinul
de multiplicitate 2 (respectiv 3) se numeste raddcind dubld (respectiv tripla).
efectudnd succesiv impartirea polinomului P(X) la X —a (P(X)=(X —a)-C,(X)), apoi
a catului obtinut C,(X) la X —a (C(X)=(X-a)-C,(X), P(X)=(X -a)’-C,(X))
s.a.m.d., pana se obtine un cat C (X) care nu este divizibil cu X —a.

Deci, P(X)=(X —¢)’ - C,(X). Numadrul s va fi ordinul de multiplicitate al rddacinii o a
polinomului P(X), deoarece (X —o)"*' nudivide (X —a)’ - C,(X).

In exercitiul precedent, numarul 2 este radacina dubla pentru
P(X)=X"—4X'+4X° + X’ —4X +4.

Este fireasca intrebarea daca un polinom arbitrar are radacini. Teorema fundamentala a
algebrei afirma cé orice polinom din R[.X], al carui grad e mai mare sau egal cu 1 are cel

VVVVV

[ O Retineti!

Orice polinom de grad impar cu coefcienti reali are cel putin o radacina reala.

O metoda utila de determinare a raddacinilor unui polinom cu coeficienti intregi
(eventual, §i descompunerea lui in factori) este ,,cautarea” lor printre divizorii
termenului liber al polinomului.

., Exercitiu
rezolvat

Si se descompund in factori polinomul: P(X)=X*-2X" +2X*-2X +1.
Rezolvare:

Punem la Incercare numerele *1 care sunt divizori ai termenului liber 1. Usor, se
calculeaza ca P(1)=0, deci, in baza teoremei Bézout, P(X) se divide cu X —1:
P(X)=(X-1)(X" - X"+ X -1). Lafel procediim si in cazul catului C(X)=X"-X"+X -1,
pentru care X =1 este ridicind, deci C(X)=(X —1)(X’ +1). Astfel am reusit si aflim
radacinile lui P(X): X,=1 — rddacina dublad si sd-1 descompunem in factori:
P(X)=(X-1)’(X*+1).

4.2. Descompunerea polinoamelor in factori ireductibili

Fie A una dintre multimile R, Q, Z si P(X)e A[X], grad P(X)=n, n>1. Polinomul
P(X) se numeste reductibil peste A daca exista polinoamele Q(X), C(X)e A(X) de
grad cel putin unu, astfel incat P(X)=Q(X)-C(X). In caz contrar, el se numeste ireductibil
peste A.

| Exemple

| 1. Orice polinom de grad 1 cu coeficienti din 4 este ireductibil peste 4.

2. Polinomul P(X)= X’ +3 esteireductibil peste R, fiindci ecuatia asociatd x* +3=0
n-are solutii reale.

3. Polinomul Q(X)= X" -3 estereductibil peste R, deoarece O(X)=(X —\/5)()( +3 ),
insa este ireductibil peste Q, Z.
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In baza consecintei din teorema Bézout, cunoscand ridacinile unui polinom, il putem
descompune in produs de factori. Mai mult, e demonstrabil ca orice polinom P(X)e R[X],
grad P >1, poate fi reprezentat sub forma:

P(X)=a,(X-B)" ..o (X =B)" (X +b X +¢)" .. (X +b, X +c,)™,
unde B,..., B,, b, ... b, c,..,c,,a, sunt numere reale, k,, ..., k., t, ..., ¢, sunt numere

m

naturale, k, + ..+ k +2t +..+2t =grad P(X), si toate trinoamele nu au radacini reale.

., Exercitiu
: rezolvat

Si se descompuni polinomul P(X)=X*-2X’+2X*-2X +1 in factori ireductibili
peste R.

Rezolvare:

Prin inlocuire, obtinem cd o =1 este radacind a lui P(X) si a catului C(X)
(P(X)=(X -1)-C(X)). Efectudnd impartirea lui P(X) la (X-1)°, obtinem
P(X)=(X—=1)’(X’ +1). Factorii X —1 si X +1 sunt ireductibili peste R.

Pentru a efectua operatii cu fractii algebrice (si nu numai) este utila notiunea de cel mai
mic multiplu comun (c.m.m.m.c.) a doud sau mai multe polinoame.

Z ) efinitie Un polinom M (X) se numeste c.m.m.m.c. al polinoamelor P(X) si Q(X) daca

(/) M(X) este multiplu comun al lor (P(X)|M(X) si Q(X)|M(X));
(i) M (X) este divizor pentru oricare multiplu comun al polinoamelor P(X) si Q(X).

O Retineti!

O metoda de determinare a c.m.m.m.c. al polinoamelor P(X) si Q(X) se bazeaza pe

| descompunerea in factori ireductibili a acestora.

Cel mai mic multiplu comun al polinoamelor P(X) si Q(X) se poate determina ca
produsul tuturor factorilor ireductibili (peste R), ce se intdlnesc in aceste descompuneri, cu
exponentul cel mai mare, daca acel factor se intalneste in ambele descompuneri. C.m.m.m.c.
se determina cu exactitatea unui factor numeric.

Exemplu

| Fie P(X)=(X +1)’QX +3)(X*>+ X +1), O(X)=(X +1)’(X’ + X +1) polinoame des-

1.

compuse in factori ireductibili peste R. Atunci M (X)=(X +1)’(2X +3)(X* + X +1)
este c.m.m.m.c. al polinoamelor P(X), O(X).

Exercitii propuse

Profilul real

Sa se determine dacd o este radacind a polinomului P(X), unde:

a) PX)=X"+2X"+2X° +7X° +7X +2, a=-2;

b) P(X)=X"-3X°+2X° -3X*' 14X’ +15X* - X +3, o =3.

Stiind cd P(cx) =0, sa se determine radacinile reale ale polinomului P(X), daca:

a) P(X)=X"-2X"-X+2, a=1; b) P(X)=X’+5X"+5X +4, a=—4;
c) P(X)=X"-21X>-T73X +24, a=24.

Sa se descompuna in factori ireductibili peste R polinomul:

a) X°—1;

b) X* -16; c) X*-3X*—4; d*) X*—-10X" +1.

Sa se determine ordinul de multiplicitate al radacinii o a polinomului P(X), daca:
a) P(X)=X"-3X"+4X° -4X* +3X -1, o =1; b) P(X)=X’-2X*-5X° +10X* +4X -8, 0 =2.

MODULUL ~ ]
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5*.

8.
9.

Sa se determine c.m.m.m.c. al polinoamelor P(X), O(X), daca:

a) PX)=(X-1D)’(X+2)" (X +D(X +3)’, O(X)=(X+2)' (X +3)*(X +4)(X -5);
b) P(X)=(X"+1)’ (X =)' (X +3)’, O(X)=(X +1)’(X* +1)(X -1)’;

c) P(X)=(X*-D*(X"-1)(X-3)°, O(X)=(X>=9(X*+ X +1)(X -1)".

Sa se determine ordinul de multiplicitate al radacinii o a | 7. Sa se determine radacinile reale ale polinomului i s se
polinomului P(X), unde: descompuna polinomul in factori ireductibili peste R:
a) P(X)=X’-4X">-3X+18, a=3; a) X' —2X°+4X° -2X+3; b) X' +2X° +8X° +2X +7,
b) P(X)=X"+2X°-12X7 —40X -32, aa=-2. C) X' -2X +4X*+2X -5 d)X'+X -X-1.

Si se determine numerele a, b, ce R, astfel incat ele si fie ridicini ale polinomului X~ —aX’* +bX —c.

Si se arate ci 1 este radicini dubli a polinomului X" —nX"* +nX"" —1, n>2.

10*. Sa se arate ca P(X) se divide cu Q(X), daca:

11%.

12.

13.

a) PX)=X""—(n+ DX +n, Q(X)=(X-1)7* b) P(X)=2n-DX" +2nX>"" +1, Q(X)=(X +1)°.

Si se arate cd, dacd n >3, atunci polinomul X" —(n—1)X’+(n—2)X se divide cu (X —1)*, dar nu se divide cu
(X -1

(@ 2024) Determinati valorile reale ale lui a si b, pentru care x = 2 este radacina dubla a polinomului
P(X)=X*"-2X"+aX +b.

Fie o placd metalica de forma dreptunghiulara cu lungimea de 10 dm si latimea de 8 dm. Din fiecare colt al acestei placi

se taie cate un patrat cu latura de x dm. Din placa rdmasa se face o cutie deschisa cu naltimea de x dm. Sa se determine
. .. - 3
valoarea lui x pentru care volumul cutiei formate sa fie egal cu 24 dm’.

Fractii algebrice

@Mm—‘ Raportul g a doud polinoame P, O, O # 0, se numeste fractie algebricd sau fractie
rationald.
| O Retineti! Domeniul valorilor admisibile (DVA) al unei fractii algebrice (cu o nedeterminata)

‘ este multimea tuturor numerelor reale pentru care numitorul fractiei este diferit de zero.

., Exercitiu Sa se afle DVA al fractiei:

PX)_ X(1-X7)
rezolvat O(X) (X+1)(X-4X7)

Rezolvare:
Rezolvim ecuatia asociatd polinomului O(X): (x+1)(x —4x’)=0.
Solutiile ei sunt S ={-1; —0,5; 0; 0,5}. Deci, DVA al fractiei este R\ S.

Cu fractiile algebrice se efectueaza mai multe operatii.

 Simplificarea fractiilor

| O Retineti! Pentru simplificarea fractiei e necesar sd descompunem in produs de factori ireductibili
(peste R) numitorul i numaratorul ei, apoi sa simplificam fractia obtinuta ca si fractiile
numerice.

| Exemplu | Fractia din exercitiul de mai sus se simplifica astfel:

PX) X1-X)(1+X) _ 1-X
0X) - (X+DX(A—2X)(1+2X) 1-4X°




| O Retineti!

Monoame. Polinoame. Fractii algebrice
* Amplificarea fractiilor

A amplifica o fractie algebrica Inseamna a inmulti numaratorul si numitorul fractiei la
(cu) acelasi polinom de grad cel putin egal cu 1.
Prin simplificarea (amplificarea) unei fractii algebrice se poate modifica DVA.

@efinitii

[ O Retineti!

» Fractia algebrica care nu se poate simplifica printr-un polinom de grad nenul se

numeste ireductibila.

e Doua fractii algebrice R(X) i 169 se considera egale (pe DVA comun)
e 0,X) ¥ 0,(X) sae

daca in egalitatea H(X) = H(X) rodusul mezilor este egal cu produsul extremilor:
8 0(X) 0,1 P galeup '

B(X)-0,(X) =P~ (X) 0, (X).

| Exemplu |

[ O Retineti!

|  Exemplu |

Avem:

* Adunarea fractiilor algebrice

Suma a doua fractii algebrice cu acelasi numitor este o fractie algebrica care are
numaratorul egal cu suma algebrica a numaratorilor fractiilor initiale, iar numitorul ei
coincide cu numitorul fractiilor initiale.

Pentru a aduna pe DVA comun doud fractii algebrice cu numitori diferiti, fractiile se
aduc la acelasi numitor (prin simplificare, amplificare sau determindnd c.m.m.m.c. al
polinoamelor de la numitori), apoi rezultatele se aduna ca fractii cu acelasi numitor.

De regula, in fractia obtinuta in rezultatul adunarii se fac simplificari pand se obtine o

fractie ireductibila.

Sa se determine suma S =ﬁ+%+%_3.

Rezolvare:

DVA comun este R\{0; 3}. Pe acest DVA avem:

g 3 + X-3 X 3+ X-3+X _  2X 2

X2 -3X X(X—3)+X(X—3)_ X(X-3) X(X-3) X-3

* Operatiile de inmultire, impartire, ridicare la putere cu exponent intreg ale fractiilor
algebrice se efectueaza dupa aceleasi reguli ca si operatiile respective cu fractiile ordinare.

Aceste operatii se executd pe DVA comun si, de regula, in fractia rezultat se efectueaza

toate simplificarile posibile, deci DVA al expresiei obtinute poate fi diferit de cel initial.

Sa se efectueze operatiile:

X' -242  X*+2x+2. b)(X—l)3

a : ; —_—
) X -3x+3 X +33 X’
Rezolvare:

a) DVA comun este R\{—«/g}.
X'-2V2  x*+2x+2_ X-(2)  X+(HBy
X -B3X+3 X*43V3 X —3X+3 X +2X+2

_ (X=X +42X +2)(X +3) (X 3K +3)

(X2 —BX +3) (X +2X +2) (X2 +43)

DVA al cétului este R\ {—«/g }, desi DVA al expresiei obtinute este R.

b) DVA este R\{0}. Conform regulii de ridicare la putere, obtinem:

Y—1 73_ 1 ~ (X2)3 B x°
x?

. DVA al rezultatului este deja R\ {1}.

X-1}y (x-n x-1p’
XZ

MODULUL ~ ]
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Exercitii propuse
Profilul real

. Saseafle DVA comun al perechilor de fractii algebrice:
a)X+SsiX_6' b) L i X 5 X -4 i 3X—1.
4 2’ X 3 M X 13 3X+6 7 XT4+2X
2. Sase scrie fiecare suma de doua fractii algebrice din exercitiul 1 sub forma de fractie ireductibila.

MODULUL Q )

o

3. Sase precizeze DVA al fractiilor ireductibile obtinute in 2.

4. Sase calculeze valoarea fractiei obtinute ca rezultat al adunarii fractiilor din exercitiul 1 ¢) pentru:
a) X =-1; b) X =0,25; c) X =2.

5. Sase efectueze pe DVA al expresiei:

X+3 X-3 b (X+4)2+(X—4)2' 3-X°  X+3.
VX rax a-xt ) X vax T —ax V9 x7 T x-3
-25 | X X’ X 2 1Y, X  Xx+2
—+ ; - + ; - .
Dy sy Tx-s X 64 X8 X+8° ﬂ(X—l) XA X
6. Sa se scrie sub forma de fractie algebrica ireductibila pe DVA:
2X-6 X' b V3x: ax-2, X?-100 -X?*
VX Vox—pax 9 oxT X-10
)
L (X2 (Y-5)" 37*-75. X?P—4)" X*+1
d) (X =4): o ) 3y+18 ¥ 36" Mx ) x—2
7. Sase aduca la forma cea mai simpla pe DVA:
3 2(1-X) 2 3X 1 1
a) | X — . ; b) (X*-3X+2)X- - - 5
)( X—IJ(6+2X—2X2J ) ( o o X?-3Xx+2
8X°+1) 4X7-2X +1 4X2 -1 (4X7—4X+1 1
c . 1-2X d : . .
)[8X2+1) 4X° -1 ¢ s )8X3+1 [4X2—2X+1 2X+1
2
8. Fie E(X):% a) Sa se scrie expresia sub forma E(X)=aX +b+ XC—2’ a,b,ceR.

b) Sa se determine X € Z, astfel incat E(X)e Z

Exercitii si probleme recapitulative
Profilul real

1. Si se determine produsul P-Q: P(X)=6X>—-3-7X"-2X*+3; Q(Y)=7Y’-8—6Y* +3Y +4Y*> -7Y’ +20.

2. Sase scrie in forma canonica suma, diferenta si produsul polinoamelor P(X) si O(X):

a) P(X)=3X"; O(X)=2X"-10X +4; b) P(X)=—X"-1; Q(X)=-3X"+6X +2.
3. Sase scrie in forma canonica:
a) BX +2)%; b) (—3+Y); c) BY =1)(9Y* +3Y +1); d) GX +1)(OX* -3X +1).
4. Sa se determine care dintre elementele multimii {-2,-1, 0, 1, 3, 5} sunt rddacini ale polinomului:
a) P(X)=X’-25X; b) P(X)=X’-2X"-X-2; c) P(X)=X"—4X*+3X.
5. Sa se descompuna in factori polinomul: 6. Aplicand formulele studiate, sa se descompuna in factori
a) 4X° +4XY +Y7; b) Z* -Z +0,25; ireductibili peste R polinomul:
c) 9X* +42X +49; d) 9X’—6X+1. a) 16Y° —25(Y +4)*; b) (2X -9)* -8];
) 64X° +1; d*) Z°-125.
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7. Sase descompuna in factori ireductibili peste R grupand termenii polinomului:
a) X*-5XY +X-5Y; b) 2Y* —4Y* +Y -2;
¢) X* —YX? —8X +8Y; d) X2+ X2 +43X +4/3.
8. Sase afle catul C(X) si restul R(X) impartirii polinomului P(X) la binomul Q(X):
a) P(X)=X+X-20, OQ(X)=X —4;
b) P(X)=6X"+X>-29X +20, O(X)=2X-3;
c)(@2023) P(X)=X’-2X"+16, O(X)=X"—1.

9. Aplicand teorema lui Bézout, sa se determine restul impartirii polinomului P(X) la binomul Q(X) =X —¢, daca:

a) P(X)=2X"+4X+1, o =1; b) P(X)=-3X"-5X"+6X-21, a=-2.
10. Sa se stabileasca daca polinomul P(X) se divide la polinomul Q(X):
a) P(X)=X"-64, O(X)=X +4; b) P(X)=2X’-5X+1, O(X)=(X =3)(X +1).
. . . X (1-X)
11. Fie fractia algebrica 3 .
X+D)"4X-X7)
a) Sa se afle DVA. b) Sa se simplifice fractia. c) Sa se afle valoarea ei pentru X = V2-1.

12. Sase afle valorile parametrului real a, stiind ca polinomul P(X) este multiplu al polinomului Q(X):
a) P(X)=2X"-5X"+aX+a, Q(X)=X-3; b) P(X)=aX’+3X*+(a-1)X -2, O(X)=(X -2)(X +2).

5 (1 1, 1Y
13. Sase efectueze pe DVA: (XZ Y +X+X—3) )

14*. Sa se scrie un polinom Q(X) in forma canonica, stiind ca radacinile lui sunt egale cu inversele radacinilor polinomului
P(X)=3X"+X-15.

15. gg% Lucrati in grup! Fie P(X) un polinom cu coeficienti reali, cu gradul cel mult egal cu 2, astfel incat P(c) =0
pentru o€ {1, 2, 3}. Sa se demonstreze ca P(X) este polinomul nul.

Test sumativ

Profilul real

1. Fiepolinomul P(X)=5X"—(X*-4X*-X)-1.
a) Scrieti polinomul in forma canonica.
b) Completati caseta: grad P(X) =
¢) Aflati catul si restul impartirii polinomului P(X) la binomul Q(X)=X —-1.
d) Aflati radacinile polinomului P(X)—Q(X).
e) Determinati C(X) si R(X), astfel incat P(X)=(X*—1)-C(X)+R(X), gradR(X)<2.

. . 4 3
2. F EX)y=—F————.
ie expresia E(X) T 18 X 13

a) Aflati DVA al expresiei.

b) Aflati valorile reale ale lui X pentru care E(X)#0.

c) Aflati E(cx), dacd o este ridicina pozitivd a polinomului P(X)= X (X’ —4).
3. Descompuneti in factori polinomul (XY +5)’ +8X°.

4. Aritati ci 1 este ridicina dubli a polinomului X’ —=3X° +3X7 —1.

MODULUL ~ ]
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mopuLuL (@ Proprietati fundamentale

A . . v

4lg bra nu este decdt o geometrie scrisd, geometri

nu este decdt o algebra figurata

Marie-Sophie Germain

'\/% Ny

Obiective

O identificarea si utilizarea notiunilor functie, graficul functiei in diverse contexte;
O determinarea proprietatilor fundamentale ale functiei si ale graficului ei;

O clasificarea functiilor studiate dupa diferite criterii;

O aplicarea proprietatilor functiilor in situatii reale si/sau modelate.

Notiunea de functie. Recapitulare si completari

1.1. Notiunea de functie. Moduri de a defini o functie

In activitatea de zi cu zi este necesar uneori s stabilim relatii (asocieri) intre elementele
unor multimi. De exemplu, fie 4 multimea tipurilor de produse dintr-o sectie a unui magazin,
B — multimea preturilor produselor din aceasta sectie. Daca am vrea sa determindm produ-
sul x (din 4) stiind pretul y din B, s-ar crea o confuzie, pentru cd ar putea fi mai multe
produse care au pretul y. Daca insa examindm corespondenta inversa, stiind produsul x din
A, sa determinam pretul lui y din B, atunci fiecérui x 1i va corespunde un unic pret y din B.

In acest caz se spune ci avem definita o functie f de la 4 la B.

Z > efinitie Prin functie se intelege tripletul ordonat (4, B, /), unde 4, B sunt multimi nevide, iar
f este o corespondenta (lege) care asociaza fiecarui element x€ 4 un unic element
ye B. In alti termeni, functia este o aplicatie de la 4 la B: f: 4A— B (fig. 6.1 b)).

Daca lui x 1 se asociaza y, atunci se noteaza y = f(x) si se spune ca y este imaginea lui
x sau valoarea functiei f in punctul x. Multimea 4 se numeste domeniu de definitie al
functiei f si se noteaza: D(f), iar multimea B se numeste codomeniul functiei f sau
domeniul de valori. Functia (4, B, ) se mai scrie f: 4 — B si se citeste ,, f definitd pe 4
cu valori in B” sau ,, /" de la 4 la B”. Multimea B, ={ye B | (3xe A) (f(x)=y)} se numeste
imaginea multimii A sau multimea valorilor functiei f si se noteaza f(4) sau E(f), sau
Imf. Cu f(x,) se noteaza valoarea functiei f in punctul x,. Deci, E(f)={f (x)| xX€ A}.

g 7 bservatie Vom examina functiile reale (numerice) pentru care 4 si B sunt submultimi ale multimii R.

Z >efinitie Functiile f;: 4, — B, si f,: A, = B, se numesc functii egale daca:
1) 4, =4,; 2) B,=B,; 3) f,(x)=f,(x) pentru orice x din 4,.




Functii reale. Proprietati fundamentale

Exemple | 1. Functile f: R—>R,, f(x)=|x|, si 22 R—>R,, g(x) zx/x_z, sunt egale, intrucat

D(f)=D(g), coincid codomeniile si pentru orice x€ R avem f(x)=|x|= \/x_2 =g(x).

2. Functiile /: R—>R,, f(x)=|x|, si gt R—>R, g(x)=]x], nusuntegale, deoarece
codomeniile lor sunt diferite.

3. Este clar ca functiile egale au si multimile de valori egale. Multimea de valori a functiei
fTR->R,, f(x)=|x|,este R,, fiindcd oricare ar fi ye R, existd xe R, si anume
x=x=y, astfel incat f(x)=y. De altfel, si functia g:R—>R, g(x) =x/x_2, are
aceeasi multime de valori.

4. Relatia y =+—x>—1 nu defineste o functie: nu existi xe R pentru care putem
calcula y.

| O Retineti! * Pentru functia f: 4 — B, corespondenta / se numeste dependenti functionald. In

relatia y = f(x), cu xe 4, ye B, variabila x se numeste variabild independentdi
sau argumentul functiei, iar variabila y — variabild dependenta.

* Daca este clar din context care sunt multimile 4, B, atunci, in loc de f: 4 — B, vom
spune si vom scrie ,,functia .

Daca f: A— B este o functie, M c A, K < Im f, atunci prin imaginea multimii M
la aplicatia f vom intelege submultimea f(M)={f (x)\ xe M} a multimii B, iar prin
preimaginea mulfimii K vom intelege submultimea 7 = {xe 4 | f(x)e K} amultimii 4.

. » Exercitiu Fie functia /: R >R, f(x)=x"+3, simultimile M =0, 2], K =[3, 7].

&

rezolvat Sa se determine: a) imaginea multimii M; b) preimaginea multimii K.

Rezolvare:

a) Pentru a determina f{M) — imaginea multimii M, tinem cont cd 0 < x <2 si succesiv
obtinem: 0<x”><4,3<x>+3<7,3< f(x)<7. Deci, f(M)c[3,7] Este adevarata si
incluziunea inversd, [3, 7] f(M), deoarece ecuatia x* +3=¢, t€[3, 7], are solutii in
intervalul [0, 2]. Asadar, f(M)=][3, 7]

b) Din inegalitatea dubld 3< f(x) <7 obtinem | x| <2, adica preimaginea multimii K
este multimea 7 =[-2, 2].

| O Ne amintim |  Functia poate fi definita:

a)

1) in mod sintetic — printr-un tabel, printr-o diagrama, printr-un grafic, prin enumerarea
perechilor ordonate de numere;
2) in mod analitic — cu ajutorul unei expresii (formule).

/’l/ Modul sintetic de definire a functiei

a) Printr-un tabel poate fi definitd o functie al carei domeniu de de-

-1 0 3,14 5

X
f(x)

finitie este finit i contine un numar mic de elemente (fig. 6.1 a)).

7 1 0 0.3 b) Printr-o diagramad poate fi definita o functie al carei domeniu de

b) A

B definitie si codomeniu sunt reprezentate cu ajutorul diagramelor
Euler-Venn (fig. 6.1 b)).

/
-
- ¢) Printr-un grafic.
_ /2/ Modul analitic de definire a functiei
Cel mai frecvent, o functie se defineste in mod analitic, adica

corespondenta dintre valorile variabilei dependente si ale celei
independente este datd de o formuld, o relatie, o proprietate.

Fig. 6.1

MODULUL ~
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| Exemple | 1. Fie functia /> R, >R,, f(x)= Jx. Valoarea radicalului este univoc determinata,

deci In mod unic va fi determinata valoarea functiei f* pentru orice xe R,.

2. Functia ,partea intreaga”. Notam cu [a], a€ R, cel mai mare numar intreg care
nu-l intrece pe a. De exemplu: [3,1]=3, [-2,1]=-3, [2]=2, [x]=3.
Functia g: R —Z, g(x)=[x], se numeste functia partea intreaga a numarului si
se noteaza [ ].
Se verifica usor proprietdtile functiei | ]:
1° [x]<x; 2° [x+m]=[x]+m, me Z, xe R.

i 3. Functia ,partea fractionara”. Notam cu {a}=a—[a], a€ R, partea fractionara a
Johann Peter Gustav numarului . De exemplu: {1,01}=1,01-[1,01]=1,01-1=0,01;

it 2 =-21-[-21]=-21-(-3)=09; (V2}=V2-[¥2]=42-1.
matematician german Functia #: R—[0, 1), A(x)={x}, se numeste functia partea fractionard a numa-

rului si se noteaza { }.

4. Functia lui Dirichlet este f: R — {0, 1}, f(x)={1’ daca x este rational

0, daca x este irational.

|_O Retineti! Deseori, se accepti si se defineasci functia numai prin formula y = f(x), determinand,
de fapt, numai dependenta functionald, care, de altfel, nu depinde de notatia variabilelor,
domeniul de definitie si codomeniul functiei urméand si fie determinate. In acest caz,

domeniul de definitie D = D(f) se considerd egal cu domeniul valorilor admisibile
(DVA) al variabilei x 1n expresia f{x), iar multimea E(f) se considera egala cu f(D).

., Exercitiu Sa se afle multimile D(f), E(f) ale functiei f definite de f(x)=+/x—-3+2.
rezolvat

Rezolvare:

D(f) este multimea solutiilor inecuatiei x—3=0, deci D(f)=[3, + o).

Multimea valorilor unei functii f definite analitic este multimea valorilor reale ale parame-
trului ¢, pentru care ecuatia f(x)=¢ are cel putin o solutie in D(f). In cazul dat, aceasta
ecuatie ia forma Jx=3+2=¢ si in intervalul [3, +e) este echivalenta cu fiecare din
ecuatiile Jx-3=1- 2, x=3=(t—2)’ pentru t—2>0. Astfel, oricare ar fi t€[2, +o0),
ecuatia Jx—3+2=t are solutie care apartine multimii D( f).

Prin urmare, f(D)=E(f)=[2, +oo).

1.2. Operatii cu functii

N

(& Investigam Participantii x,, x,, ..., x, laun concurs muzical sunt apreciati de catre un juriu si, separat,

de catre spectatori. Juriul Spectatorii
Participantii | x, | x, | ... | x, || x, | % | ... | X,
Punctele il vllz | 2| |z |

unde y,ze {0;1;...; 15}.
Punctele finale se obtin prin adunarea punctelor acordate de catre juriu si de
cdtre spectatori (respectiv). X, X, X

n

Yotz |y, tz, y,tz,

Primul tabel defineste o functie f, al doilea — o functie g, al treilea — o functie / de la
A=1{x; x,;...; x,} la B=[0;30]. De fapt, valorile functiei / se obtin adunand valorile re-
spective ale functiilor f'si g, de aceea / se considera suma functiilor f'si g si se noteaza
h=f+g.
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@ efinitie Se numeste suma, produsul, catul functiilor /- 4 >R si g: 4 >R, respectiv
functia (f'+g): A —=R, (f +2)(x) = f(x)+g(x);
functia (f-g): 4A—>R, (f-g)(x)=f(x)-g(x);

functia g: A—R, (f )(x) = M, g(x)#0, pentru orice x din A.

MODULUL

g) e
1., Exercitiu Sa se determine suma si produsul functiilor
rezolvat fiR, =R, f(0)=vx+1 5 g R, >R, gx)=+x+2.
Rezolvare:

In baza definitiei, pentru functiile / +g: R, >R, f-g:R, =R obtinem:
(f+9)0) =) +g@=Ax+1+Jx+2, (/@) =Cx+Vx+2.

| O Retineti! Daca functiile f, g au domenii de definitie diferite si este necesar de a examina suma sau
produsul lor, atunci ele se considera definite pe multimea D( /) D(g).

Pentru a extinde aplicarea functiilor in diferite contexte, este necesar sa se examineze si
alte operatii cu functii.

@ efinitie Fie functiile f: A— B si g: B, > E, cu B c B,. Functia h: A — E, definita prin
egalitatea h(x)=g(f(x)), xe A, se numeste compusa (compunerea) functiei g

cu functia f si se noteazd go f.

Enuntam fara demonstratie:

|7-eorema 1 || Pentrufunctiile f: 4— B, g: B— C si h: C — D, compunerea lor este asociativa:
£ ho(go f)=(hog)ef.
1., Exercitiu Sa se decida daca exista compusele go f, fog, pentru f: [l,+00) >R,, f(x)=vx-1,
rezolvat g:[2,+) >R, g(x)=x>-3.
Rezolvare:

Asa cum incluziunea R C[1, +e0) este falsd, rezultd cd nu se poate defini compusa
f og. Deoarece R, c[-2, +), functia h=go f este definita, are domeniul de definitie

[1, +o0), codomeniul Rsi A(x)=(go f)(x)=g(f(x))=g(Wx-1)=(/x-1)-3=x-4.

|_O Retineti! ‘ Operatia de compunere a functiilor, in general, nu este comutativa, adicd fog#go f.

Un rol deosebit in compunerea functiilor il au functiile identice: ¢,,: M — M,
e,(x)=x,xe M.

Fie functiile f: 4—B, e, A— A4, €,(x)=x, € B> B, £,(x)=x. Sa determinam
compusele €,0 f: A—>B si foe,: A—>B.

Avem: (€;0 f)(x)=€,(f(x) = f(x), x€ 4, 51 (foe,)(x)=f(e,(x)=f(x), xe A
Prin urmare, functiile fo€,, €, ¢ f si f auacelasi domeniu de definitie 4, acelasi codome-
niu B si iau valori egale pentru orice x€ 4. Rezultd cd aceste trei functii sunt egale:

foe, =g,0f=1.
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Exercitii si probleme propuse
Profilul real

MODULUL

1. Sa se determine domeniul de definitie al functiei | 3. \ Investigati! Sa se decida dacd sunt egale functiile:

f:D—R: | 1 1 a) TR->R, f(x)=2x, g: Z—>R, g(x)=2x;

N

a) (=7 b)f(x)=x2+4; C)f(x)=xz_4' by = ,g(x):L;
2. Siase determine multimea valorilor functiei f: D — R: X —2x 1x—21 ey
a) f(x)=x"=2 b) f(x)=x—x% o©) f(x)=ﬁ. 0 /.g: DR ()= 1+ 5. 8= 5

4. Fie A={0,+1,+£2,+3}, B={0,1,2,3,4}, f: A— B, f(x)=]|x]|+1. S se defineasca functia f printr-o diagrama.

5. 8_& Lucratiin perechi! Sa se determine domeniul de definitie al functiei f:D —R:

_ [x+1 - x=2 . _ 1. _1
D f@= DSOS 9 /W@egs D 0=y
6. Sase determine domeniul de definitie si multimea valorilor functiei f: D — R:
&) £ =[x b) f(0=—1s 0 (=57

&
7. é&% Lucrati in grup! Sa se afle suma, produsul si compusa f o g ale functiilor f, g: R—>R:

a) f(x)=]x], gx)=x-1 b) f()=Nx+1, g(x)=x"+1; ) f(x)=x"-1 g(x)=Vx-L

8. Sa se determine compusele fo f, fofof, .., fofo..of alefunctiei /: R —R:
|

a) f(x)=x7; b) f(x)=x-1. ol
9. Sa se reprezinte sub forma de compusa a doud functii (diferite de cele identice) functia @: R > R:
a) ®(x)=(x"+1)"; b) ®(x)=x’—1.
10°. Fiefunctiile f/: A—>B, g: A—>C, f#g, M c A Exista M, M #, incat f(x)=g(x), Vxe M ?
Sé se dea exemple.

11. Se considerd functia f/: R— R, f(x)=3/x-5. Sa se calculeze produsul P= f(=2024)-...- £(0)-...- £(2024).

Proprietatile fundamentale ale functiilor reale

N

gﬂ%g Investigam Functiile reprezintd un instrument important pentru

studiul proceselor, fenomenelor economice, sociale etc. De
exemplu, la confectionarea motorului pentru automobil
trebuie, printre altele, sa se determine cantitatea de benzina
consumata intr-un minut pentru un anumit numar de turatii
(Intr-un minut). Deci, se va elabora/construi o functie ce
stabileste dependenta dintre numarul de turatii §i cantitatea
de benzina consumati (intr-un minut). Insa, pentru utilizarea eficienti a functiilor, e necesar
s se cunoasca proprietatile lor: monotonia, zerourile, valorile extreme s.a.
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2.1. Graficul functiei
[ O Ne amintim ]

@ efinitie

| Exemple | 1. Fie functia f/: R—>R, f(x)=2x-1. Punctul A(2;3) apartine graficului func-
YA tiei £, fiindca f(2)=3, iar punctul B(3; 1) nu apartine graficului acestei functii, deoa-
2004 rece f(3)=5=#1.
2. Reprezentarea grafica ne ajuta vizual sa formulam concluzii referitoare
la variatia functiei. De exemplu, fie cd dependenta dintre numarul y de
1001 persoane (din cele 1375 persoane selectate) de o anumita inaltime si
aceastd Tnaltime x este reprezentatd grafic in figura 6.2. Se observa usor
ca: persoane cu statura de 140 cm sunt putine; odata cu cresterea Inaltimii,
numarul lor creste pana cand inaltimea ajunge la 165 cm, apoi, odata cu
cresterea 1n continuare a inaltimii, numarul persoanelor (de o anumita
staturd) descreste.

Se numeste graficul functiei /: 4 — B multimea G, ={(x; y)| xe 4, y = f(x)}. I

150 1

140 165
Fig. 6.2
2.2. Zeroul functiei

Zeroul functiei este un numar o pentru care f (o) =0.
Este bine sa cunoastem punctele in care graficul functiei f intersecteaza axa Ox; in
astfel de puncte functia poate sa-si schimbe semnul valorilor sale.

De exemplu, functia f: R >R, f(x)=2x-1, are un unic zerou: x = %

2.3. Monotonia functiei

[ O Ne amintim |

@ efinitii

e Functia f: 4 — B se numeste crescitoare (descrescitoare) pe un interval inchis /,
I c A, dacapentruorice x, <x,, x,, x,€ I, avem f(x,)< f(x,) (f(x,)2 f(x,)).

e Functia f: 4 — B se numeste strict crescitoare (strict descrescitoare) pe un
interval /, I < A, daca pentru orice x,<x,, X, Xx,€ I, avem f(x,)< f(x,)

(f () > f(x,)).

Functia crescatoare sau descrescatoare (strict crescatoare sau strict descrescatoare) pe
un interval se numeste monotond (strict monotond) pe acest interval.

Cresterea (descresterea) functiei pe un interval semnifica faptul ca valorii mai mari a
argumentului ce apartine acestui interval i corespunde valoarea mai mare sau egald (mai
mica sau egald) a functiei (fig. 6.3).

Geometric, cresterea (descresterea) strictd a unei functii pe un interval se ilustreaza
astfel: la deplasarea pe graficul functiei in sensul pozitiv al axei Ox, se va efectua concomitent
o deplasare 1n sensul pozitiv (negativ) al axei Oy, adica in sus — figura 6.3 ¢) (in jos — figura

6.3 d)).
YA y YA YA
I
v Ne
| | B f(xy)
| 3 |
I I
/ f(xl) If(xz) | : f(xl) {: : f(xz) \
I I , _ . N N -
o X1 Xy X3 X o' x X X o) X 10) Yx
a) Graficul unei functii b) Graficul unei functii ¢) Graficul unei functii d) Graficul unei functii
crescatoare descrescatoare strict crescatoare strict descrescatoare

Fig. 6.3

MODULUL ~ ]
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-

|7 eorema 2 | Functia f: R—R, f(x)=ax’ +bx+c, a>0 (a<0), este strict crescitoare (des-
F;

crescatoare) pe |:—2i, +oo) si strict descrescatoare (crescatoare) pe (—oo, _2i:|
a a

2.4. Paritatea functiei

Z ) efinitie Functia f: D — R se numeste para (impari) daca:

1) pentru xe D avem —xe D si

2) f(—x)=f(x) (f(=x)=—f(x)), pentru orice xe D.

| Exemple | 1. Functia f: R">R’, f(x)=2, aeR’, este impard, intrucat:
x

1) pentru xe R* avem —xe R" si

2) f(—x):ix:—%:—f(x) pentru orice xe R".

2. Functia f: R—>R,, f(x)=x"+3, este pari, fiindca
f(=x)=(=x)>+3=x"+3=f(x) pentru orice xe R.

3. Functia f: R—>R, f(x)=ax’+bx+c, a,be R, nu este nici pari, nici impar,
deoarece f(—x)=ax’ —bx+c si se va gasi o astfel de valoare x, incat

F(=x) £ (x,) (de exemplu, x, = —% ).

4. Functia definitd prin formula y =+4/x+2 nu-i nici para, nici impara fiindcd x=9
apartine, iar — x = —9 nu apartine domeniului ei de definitie (domeniul de definitie nu
este simetric in raport cu originea coordonatelor).

Este important sd cunoastem interpretarea geometrica a paritatii functiei.

|7—e0rema 3 || Graficul functiei pare este simetric fatd de axa Oy, iar graficul functiei impare este
£ simetric fatd de originea O(0; 0) a sistemului de axe ortogonale.

Demonstratie:
In baza definitiei, punctele M(x, y), M'(—x, y) (simetrice fati de axa Oy) concomitent
apartin sau nu apartin graficului functiei pare f, deoarece y = f(x) = f(—x) (fig. 6.4 a)), iar
punctele M (x; y), M”(—x;—y) (simetrice fata de originea O(0; 0)) concomitent apartin
sau nu apartin graficului functiei impare f, deoarece y = f(—x)=—f(x)
(fig. 6.4 b)). P
A y

S(=0) = /)

a) Graficul unei functii pare b) Graficul unei functii impare
Fig.6.4



1., Exercitiu
rezolvat

Functii reale. Proprietati fundamentale ’
Sa se studieze paritatea functiei:

a) f:D—>R, f(x)=x+vJx’+1; b) fi[4; +0) >R, f(x)=x".

Rezolvare:

a) D(f)=R. Deoarece f(-1)# f(1), f(-1)#—/f(1), conditia 2) din definitie nu se
respectd, deci functia f nu este nici pard, nici impara.

MODULUL

b) D(f)=[—4; +e). Constatam ca nu se respecta conditia 1) din definitie. De exemplu,
pentru x=5€ D(f), —x=-5¢ D(f). Deci, functia f nu este nici para, nici impara.

[ O Retineti!

1. Este suficient sa studiem comportarea functiilor pare, impare doar pe portiunea

domeniului de definitie continuta pe semiaxa pozitiva Ox.

2. Orice functie f: D—R al carei domeniu de definitie (D(f)= D) este simetric fata
de originea O poate fi reprezentatd sub forma f =#h +h,, unde A, este o functie

72> Exercitiu

pard, iar h, este o functie impara.
Intr-adevar, acestea sunt functiile:
1 1
h, byt D) =R, () =2 (f(0) + f(=2), h(x)=5(/(x) = f(=)).

Demonstrati ca 4, este o functie pard, iar s, este o functie impara.

2.5. Periodicitatea functiei

Valorile functiei al carei grafic este reprezentat in figura 6.5
se repeta la cresterea argumentului cu 1:

f(x)=f(X+1)=f(x+2)=...:f(x+n)’ ne 7. D e m e e L
Y

Despre comportarea acestei
1 functii pe R ne putem da seama
stiind comportarea ei pe un inter-
val de lungimea 1, de exemplu,

3 22

pe [0, 1).

,_.____
N.____
W

=

-1 ol
Fig.6.5

@ efinitie

72> Exercitiu

|  Exemplu

Functia f: D —R se numeste periodica daci existd un astfel de numar real 7,
T #0, numit perioada functiei, incat:
1) pentru xe D avem (xtT)e D; 2) f(xxT)= f(x) pentru orice x€ D.

- . - * . . .o . .
Aratati ca numerele k7, ke Z , de asemenea, sunt perioade ale unei functii periodice
cu perioada T.

Consideram functia f: R—[0,1), f(x)={x}, unde {x} este partea fractionarad a
numarului real x. Orice numar intreg nenul 7" este perioadd a acestei functii, intrucat
{x+T}=4{x}, xeR.

Intr-adevar, in baza proprietatilor functiei [ ], obtinem:
fx+T)={x+T}=x+T—-[x+T]=x+T - (x]+T)=x—[x]={x} = f(x).

Graficul acestei functii este reprezentat in figura 6.5.
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Una dintre problemele majore pentru functiile periodice este determinarea perioadei minime
pozitive 7,, numitd perioada principald, deoarece, cunoscand valorile functiei pe
un interval [a, a+T,) de lungime 7|, se vor cunoaste valorile n orice alte puncte din
multimea D( f).

Intr-adevir, pentru orice xe D(f) exista ke Z, astfel incat x+k - T,ela,a+T,) si

J)=f(x+k-T).

| Exemple | 1. Perioada principald a functiei f: R—[0,1), f(x)={x}, este T, =1.
Intr-adevar, orice 7, 0<T <1, nu este perioada a acestei functii, deoarece exista x,
0<x<l1,astfelincat 0<x+7 <1, x<x+T. Deci, in baza monotoniei, f(x)< f(x+7).

2. Functia f(x)=a, ae R, nu are perioada principala: orice 7> 0 este perioada a ei.

| O Retineti! 1. E suficient s studiem comportarea functiei periodice doar pe un interval din D(x) de
lungimea perioadei.

2. Daca functia f este strict monotona pe un interval infinit (nemarginit), atunci ea nu
este periodica.

2.6. Extremele functiei

| Problema | Un fermier a obtinut dreptul de a-si marca un
lot experimental de forma dreptunghiulara,
marginit dintr-o parte de un canal rectiliniu de
irigare. Dimensiunile lotului sunt limitate de
lungimea p a franghiei cu care el trebuie sa
marcheze lotul din trei parti. Este firesc ca
fermierul vrea sa marcheze un lot de arie maxi-
mum posibila. Prietenii 1i dau sfaturi contradic-
torii 1n privinta dimensiunilor lotului. Care este
solutia?

Rezolvare:

Pentru solutionarea problemei, vom exprima aria ./ a lotului prin marimea x a lungimii

laturii paralele cu canalul: ./ = x- P , unde p ; X este i ‘
lungimea laturii perpendiculare pe canal. Am obtinut functia %
de gradul 11, definita prin formula

oA (X) = —%xz +§x, xe (0, p), al cérei grafic reprezinta o

parabola cu ramurile orientate in jos (fig. 6.6). Cea mai mare OI

valoare a functiei .«/(x) este atinsd in varful parabolei cu

abscisa x, :g. Astfel, functia ./(x) are maxim local in

punctul x, =§, X, € (0, p). Prin urmare, lungimea laturii paralele cu canalul este £,

lungimea laturii perpendiculare pe canal este %, 1ar valoarea maxima a ariei lotului este %
Si analitic se poate ardta ca valoarea maxima a ariei lotului se obtine pentru x, =§,

2 2 2
@ deoarece pentru orice x, 0 <x < p, avem .«/(x) = —%(x - g) + % < %
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@ efinitie Se numeste € — vecinitate a punctului a orice interval deschis de forma
Ve(a)=(a—¢€,a+¢g), €>0.
Intervalul (—oo, +o0) se considerd vecinatate a oricarui punct a € R.

@ efinitie Punctul ae A4 se numeste punct de maxim (respectiv minim) local al functiei
f: A— B, daca existd o vecinatate V,(a), astfel incat f(x)< f(a) (respectiv
f(x)2 f(a)), pentru orice xe V,(a)() A.

Punctele de maxim (respectiv minim) local ale functiei f se
numesc puncte de extrem local ale ei.

Daca a este punct de maxim (respectiv minim) local al func-
tiei f, atunci valoarea respectivd f(a) se numeste maxim
(respectiv minim) local al acestei functii. Maximurile si minimurile
locale ale functiei se numesc extremele locale ale acesteia. In
figura 6.7, a, este punct de minim local, iar a,, a, sunt puncte
Zd () de maxim local ale functiei f.

Fig. 6.7

| O Retineti! Functia strict monotona pe un interval deschis nu are extreme pe acest interval.

2.7. Inversa unei functii. Functii inversabile

Fie functiile:

fiRSR, fi)=|xl fiR=>R,, £,(0)=|x]; fi R, >R, fix)=]x|=x.

S-ar parea ca functiile f,, f,, f, se deosebesc putin, nsa ele au proprietdti distincte im-
portante.

Pentru functia f,:

a) existd x, # x,, astfel Incat f,(x,) = f,(x,);

b) existd elemente din codomeniu care nu au preimagini in D(f,).

Pentru functia f;: orice element din codomeniu are preimagine in D(f,).

Pentru functia f;: orice element din codomeniu are preimagine in D( f;) si doar o unica
preimagine.

Unele functii f: 4 — B au o proprietate deosebita: fiecarui element xe 4, in mod unic,
ii corespunde un element f(x)€ B si invers, fiecarui element y € B 1i corespunde un unic
element xe A4, astfel incat f(x)=y. Asa functie este, de exemplu, functia f,.

Deci, se poate defini functia g: B — A4:

g =xe f(x)=y, ye B, xe A (1)

Astfel, daca functia f,,traseaza cdi” de la 4 la B, atunci
functia g ,,traseaza cdi” de la B la 4, inverse celor trasate
de f. Daca multimile 4 si B sunt finite, atunci relatia (1)

poate fi reprezentata cu ajutorul diagramelor (fig. 6.8).

Fig. 6.8

@ efinitie Functia g: B— A se numeste inversa functiei f: 4 — B, daca
g(y)=xe f(x)=y, oricare ar fi ye B, xe A.

MODULUL ~ ]
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Functii reale. Proprietati fundamentale

Inversa functiei f se noteazi cu f~'. Functia f este inversa functiei f~', deoarece
' (y)=x¢e f(x)=y. Functiile f si /' se numesc functii inverse. (Nu confundati

fcu %!)

@ efinitie

Functia care poseda functie inversa se numeste functie inversabila. I

De exemplu, functia care ar pune in evidenta corespondenta dintre o multime de persoane
si numele lor de familie nu este inversabild (Argumentati!), iar functia care pune in evidenta
corespondenta dintre o multime de persoane si IDNP-urile lor este inversabild (Argumentati!).

Examinand compunerea functiilor f/: 4 — B, g: B — A 1n conditiile (1), obtinem:

{(f °g)W)=fgW)=f(x)=y, ye B; @)
(ge NX)=g(f(x)=g(y)=x, xe 4.
Folosind functiile identice € ,, €, ale multimilor 4 si B, scriem relatiile (2) astfel:
feg=€; gof=¢€,
Din acest motiv, functia g (notatd f~') este inversd pentru f, respectiv functia f* (notata
g7") este inversa pentru g.

Daca functia f: A — B este definitd printr-o formuld, atunci inversabilitatea, precum si

inversa ei pot fi determinate, tinand cont de (1), in modul urmator:

1) dinrelatia y= f(x), xe 4, ye B, variabila x se exprima prin y si se obtine x = g(y);

2) dacd aceasta relatie asigura o exprimare unic determinata a lui x prin y, atunci func-
tia f este inversabila;

3) schimband locurile variabilelor x si y in formula x = g(y) (pentru a pastra notatiile
acceptate), obtinem formula y = g(x), care defineste functia inversa g: B — A4 pentru
functia f.

., Exercitiu
‘ rezolvat

Sa se determine inversa functiei f: [1,+o0) >R, f(x)=+/x—1.

Rezolvare:

Pentru a determina inversa f': R, —[l, +o), din egalitatea y= Jx-1 exprimam
variabila x prin y si obtinem x = y* +1. Variabila x este unic determinati. Schimband locurile
variabilelor x §i y, obtinem y=x”+1, adicd f~'(x)=x"+1. Prin urmare, inversa functiei f
este [ R, >[I, 4), f'(x)=x"+1.

[ O Retineti!

Proprietiti ale functiilor inverse f:A—B si f:B— A

1° Inversa unei functii (daca existd) este unica.

2° D(f)=E(f)=4, D(f)=E(f)=B.

3° Graficele functiilor f si ™' sunt simetrice fatd de dreapta de ecuatie y = x.
4° Ambele functii f si f!, concomitent, sunt strict crescatoare sau strict descres-

|  Exemplu

catoare.

VA

In figura 6.9 sunt reprezentate graficele functiilor inverse
£, +) >R, f(x)=+x—1, si
SR =L, 4e0), T () =x7+1, 21
simetrice fata de dreapta de ecuatie y =x.




Functii reale. Proprietati fundamentale ’
2.8. Functii marginite

@ efinitii  Functia f: 4 — B se numeste mirginita inferior (respectiv marginiti supe-
rior) daca exista un astfel de numar real m (respectiv M), numit minorant (respectiv
majorant), incat pentru orice x€ A4 este adevarata inegalitatea m < f(x) (respectiv
f)SM).

* Functia marginita inferior si superior se numeste functie marginita.

MODULUL

1., Exercitiu Sa se arate cd functia f: R >R, f(x)=ax’ +bx+c, a>0, este mirginitd inferior, dar
rezolvat nu este marginita superior.
Rezolvare: WY b s e )
f(x)= a(x+ﬂ) _4—aac. Atunci f(x)2 Bt fiindca a(x +%) > (0 pentru
orice xe R. Deci, functia f este marginita inferior de numarul m = —bz;#.

Pentru a ardta ca functia f nu este marginitd superior, examinam ecuatia f(x)=¢ cu
2

parametrul t>m: f(x)=t < a(x + 2i =t —m. Ultima ecuatie are solutii, intrucat mem-
a

brul drept ia valori nenegative (pentru valori oricat de mari ale lui #). Astfel, functia f* poate
lua valori oricat de mari, deci ea nu este marginita superior.

Exercitii si probleme propuse

Profilul real

1. Sase determine paritatea si intervalele de monotonie ale | 3. Sase determine zerourile functiilor din exercitiile 1 i 2.
functiei /© D > R: 2209 . .
unctiei f: D — 5 4. R 8 Lucratiin perechi! Sa se determine domeniul de
a) f(x)=2x-3; b) f(x)= s c) f(x)=]x|. definitie al functiei:
2. 1) Sase afle punctele de extrem local si extremele locale a) f(x)= 1 dx+2: b) f(x)= 1 2 x
ale functiei: a) /' R—R, f(x)=x"+x; x vx—1
b) /1 R>R, f(x)=—|x|. ¢) f(x)=~+x—-2++2—x.
2) Sa se arate cd f(x)=—|x| este marginitd superior.
S A f B
5. \ Investigati! Fie functia: ——— Sa se descopere o reguld care asociazd
fiecarui element din 4 un element din B si
sa se defineasca functia f in mod analitic.
R —

6. Fiefunctiile f: R =R, f(x)=2x"; g:[-510]>R, g(x)=x"; :R—>R, h(x)=x" +1;
f:(0; +o] >R, fi(x)=x"=x%; f,: (-3;8] =N, £,(x)=-3x".
Sé se determine care dintre functii sunt pare, care — impare §i care — nici pare, nici impare.

7. 1) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f: D —R:

1
) fN) =77 b) f(x)={x}; ©) f(x)=]x" —4x-5].
2) Sa se arate ca functiile din a) si b) sunt marginite.

8. Se considera functia f: R —>R, f(x)=2x+1. Sasearatecd (f o fo f)x)=8x+7, VxeR.
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9. Functia f:D — R este crescatoare si pozitiva pe D (f(x)>0, xe D). Sa se arate ca:

a) f7 este crescdtoare pe D, b) \/7 este crescatoare pe D; c) % este descrescatoare pe D.

10. Sase afle extremele locale ale functiei: a) f: R — (0, 1], f(x)=%; b) L R->R,, f(x)=]x"—x|.
x

1
11. (8) tnvestigari! Care dintre functiile /: R R, i=1 4, £;(x)=[xl, £,(x)={x}, f,(x)= %x} £1(x)= 5%,
sunt periodice? Sa se determine perioadele principale ale functiilor periodice.

12. Sa se studieze paritatea functiei f:D — E (D= D(f)):

Q) /()= +2x; b =35+

13. Sa se demonstreze ca daca f: R — R este o functie periodicd si gt R — R este o functie oarecare, atunci compusa
go f:R— R este functie periodica. Este oare adevarat si pentru functia f o g ? Sa se dea exemple.

N

¢) f(x)=x"+x+1.

14*. Sa se reprezinte ca suma a doud functii, una para si alta impara, functia f: D(f) > R:

a) f(x)=2x"—x+3; b) f(x)=x-2.
15. 1) Sa se demonstreze ca functia f* este inversabila si sd se determine inversa ei:
a) LR->R, f(x)=2x+1]; b) f: R\{2} - R\{1}, f(x)=xf2.

2) Sa se arate ca functia din d) nu este marginita.

16. Fiey timpul, iar x viteza cu care un automobil parcurge o portiune de autostrada cu lungimea de 300 km. Este variabila
v o functie de variabila x? Sa se determine §i sd se argumenteze monotonia ei.

17. Se considera functia /: R >R, f(x)=x-3, siinversaei g2 R — R. Si se calculeze g(2)+ g(-1).

18. Functiile f, g: D — R sunt crescatoare pe domeniul D. Sa se decida care dintre functiile f+g, f-g, f+f, = f,
/>, f?, gof delaDlaR sunt monotone pe D. Aduceti exemple.

Exercitii si probleme recapitulative

Profilul real

1. Sase afle D(f), E(f) pentru functia f definitd in mod analitic:
a) f(x)=0,5x-3; b) f(x)=%+3; ) f(x)=x"-3x.

N
2. \ Investigati! Pentru functiile fdin ex. 1 sa se determine, eventual utilizdnd graficele, intervalele (maxim posibile) pe
care ele sunt crescatoare, descrescatoare.

3. gg_):% Lucratiin perechi! Fiey cantitatea de
energie electricd consumata de la Inceputul y y ¢ y
anului calendaristic de catre o casa de locuit,
x — timpul care s-a scurs de la inceputul
anului. Care dintre graficele de mai jos ar putea
reprezenta dependenta dintre y i x? ol X 0 X 0 X

4. Sa se afle intervalele de semn constant ale functiei f: D > R:

. 2-x, 5 2+x, e x=2
2 f()=3-2"%, b) f(0)=2-2%5, 0 f(x)=6-5.
5. Sase determine extremele locale ale functiei f: R — R:
a) f(x)=—x"+2x; b) f(x)=3x+x"; ¢) f(x)=x"+6x.

@
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Functii reale. Proprietati fundamentale

é&g Lucratiin grup! Fie functiile f: R—>R, f(x)=x+2, g:R—>R, g(x) =3—x. Sa se determine suma, diferenta,

produsul si compusele fog, go f ale acestor functii.

1) Sa se studieze paritatea functiei /= D > R: a) f(x)= %; b) f(x)=x"+x; ¢) f(x)=x"+2x.

2) Sisearate cd f(x)=x" +x nu este mirginitd superior, dar este marginiti inferior.

Doua automobile pornesc concomitent dintr-un oras §i continua miscarea in aceeasi directie. Distantele la care se afla ele

de la cladirea primariei orasului se calculeaza conform S, = 60x+31 si S, =90x +1 respectiv, x fiind timpul in care ele se
afld in migcare. Peste cate ore de la Inceputul miscarii automobilele se vor afla la aceeasi distanta de la primarie?

Suma care trebuie intoarsa in functie de numarul x de zile de la contractarea unui imprumut se calculeaza conform relatiei
liniare § =1575 — 25x. Peste cate zile imprumutul va fi achitat?

Un antreprenor a acordat un credit de 1600 u.m., clientul avand obligatia sa restituie lunar 25 u.m. Determinati functia f
care descrie suma ramasa de achitat dupa x luni de la contractare si functia g ce descrie suma rambursata de client dupa
aceste x luni. Care dintre aceste 2 functii este crescatoare/descrescatoare?

11. Sase reprezinte sub forma de functie compusa a doua functii (diferite de cele identice) functia ®: R >R :
3
3 1
Dd(x)=(x" +2)%; b) ®(x)=——5—.
B () =(x" +2) ) O =5
12. Fie A multimea triunghiurilor inscrise Intr-un cerc de raza 5, una dintre laturi fiind diametrul. Functia f: 4 — (0, 25]
pune in corespondenta fiecarui triunghi aria lui. Sa se stabileascd daca f este inversabila.
13. Sise arate cd graficul functiei f: R —R, f(x)=x"+4x+5 se afld deasupra dreptei y =1.
B - : . - S
14. 898 Lucrafi in grup! Proiect STREAM. Aplicatii ale functiilor in operele de arta si arhitectura
Test sumativ
Profilul real
1. Numiti litera care corespunde variantei corecte.
Domeniul de definitie al functiei f:D — R, f(x)= % ++/x—1, este multimea
X—
A (0,HU(, 2). B [0, 1]. C [1,2)U (2, +0). D [1,2].
2. Functia f/: R—>R, f(x)=]|x—1]|, estestrict monotona pe unele dintre intervalele [1, +0), [0, +o0), (—oo, +o0), (—eo, 1].
Sé se determine intervalele de monotonie maxim posibile.
3. a)Determinati care dintre punctele 0, -1, 1, — 2, % sunt puncte de extrem local ale functiei /: R >R, f(x)=|x" +2x]|.
b) Aflati extremele locale respective ale functiei.
4. Determinati zerourile functiei f: D —R, f(x)= i:; +4-x
5. Determinati care dintre graficele a—d reprezinta graficul functiei /: D >R, f(x)=-2x+ %:
2 by 9
1 2
AN 1 3
8 >
ol % ¥ ol =%
6. a) Reprezentati functia #: R >R, i(x)=2x+4, ca o compusa a doua dintre functiile

fiRSR, i=14, fi(x)=2x, fy(x)=x+4, fy(x)=x+5, f,(x)=+/x.
b) Care dintre aceste functii este impara?
¢) Care dintre aceste functii este marginita superior/inferior?

MODULUL ~ ]
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Functii elementare. Ecuatii.
Inecuatii. Sisteme. Totalitati
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rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor, totalitatilor prin metode variate;

0000

studiate.

recunoasterea functiilor, ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor, totalitatilor studiate in diverse contexte;
aplicarea functiilor studiate si a proprietatilor acestora in rezolvarea problemelor din diferite domenii;

clasificarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor, totalitatilor dupa diverse criterii;

modelarea unor situatii cotidiene si/sau din diverse domenii cu ajutorul functiilor, ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor

Functia de gradul I. Ecuatii de gradul I.
Inecuatii de gradul I. Sisteme. Totalitati

1.1. Functia de gradul I

[ O Ne amintim |

| Z )efinitii | » Se numeste functie de gradul I functia de forma f: R—>R, f(x)=ax+b,

a,beR, a#0.

e Numarul a se numeste panta (sau coeficientul unghiular al) graficului functiei f.

N

S\Eag Investigam | Utilizand graficul functiei de gradul I (fig. 7.1), formulati proprietatile functiei de gradul I.

a) b)
i a<0
2o
Q‘kaé
b
2
X 9] \ x
— Fig.7.1

[ O Ne amintim |
| Z } efinitii || ¢ Functia de forma f: R >R, f(x)=ax, unde ae R, se numeste proportionali-

tate directa.

e Numarul ¢ se numeste coeficient de proportionalitate (sau panta graficului func-
tiei f) sau coeficient unghiular al graficului functiei f.

®



Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati ’

| O Retineti! Proportionalitatea directa este un caz particular al functiei de gradul I: 5 =0.

f"R—>R, f(x)=ax, aeR’

MODULUL

a>0 a<0

functia f este strict crescatoare || functia f este strict descrescatoare

a) VA b) VA

N
z 2
Y

Fig. 7.2

1.2. Ecuatii de gradul I. Sisteme. Totalitati

| O Ne amintim | 1] Notiunea de ecuatie

w efinitie  Egalitatea de forma A(x)= B(x) se numeste ecuatie cu 0 necunoscuta.
» Se numeste solutie a ecuatiei cu o necunoscutd valoarea necunoscutei care trans-

forma aceastd ecuatie intr-o egalitate numerica adevarata.

e Multimea valorilor necunoscutei pentru care au sens toate componentele ecuatiei
(pot fi calculate valorile lor) se numeste domeniul valorilor admisibile (DVA) al
acestei ecuatii.

Multimea de numere in care se cauta solutiile unei ecuatii, de reguld, se precizeaza in
enuntul problemei (in majoritatea cazurilor aceasta multime este DVA).

A rezolva o ecuatie inseamna a gasi toate solutiile ei (in multimea de numere indicata).

Vom nota cu S multimea solutiilor ecuatiei.

g 7 bservatie Solutii ale ecuatiei pot fi numai acele valori ale necunoscutei care apartin DVA al ecuatiei.
- —I_’. K H H H

Mentiondm ca ecuatia nu are solutii daca DVA al ei este multime vida.

Z ) efinitie Doua ecuatii se numesc echivalente daca multimile solutiilor lor sunt egale.

Echivalenta ecuatiilor A4 (x)= B,(x) si A4,(x)=B,(x) se noteaza cu simbolul ,,&”
astfel: 4, (x)=B,(x) & 4,(x)=B,(x).

| O Retineti! Echivalenta ecuatiilor, de reguli, se va examina in DVA al ecuatiei initiale. In particular,
| ecuatiile care nu au solutii sunt echivalente (indiferent de DVA).

Z ) efinitie Fieecuatiile 4, (x) = B,(x) si 4,(x)=B,(x). Ecuatiaadoua 4, (x)= B,(x) se numeste

consecinti a primei ecuatii 4, (x)=B,(x) daca fiecare solutie a primei ecuatii este
solutia si a ecuatiei a doua.

Se noteazd: 4 (x)=B,(x) = A4,(x) = B,(x).

o
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Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

Z Iefinitie

2| Notiunea de sistem de ecuatii

Fie ecuatiile cu doud necunoscute E,(x, y)=0, E,(x, ¥)=0. Se cere sa se afle solutiile
lor comune, adica perechile ordonate de valori (a, b) ale necunoscutelor, care satisfac fiecare
din ecuatiile date.

in asemenea cazuri se spune ci este dat un sistem de doud ecuatii cu doud necunoscute.
E (x, y)=0,

E,(x, y)=0.

Tratari similare sunt si pentru sistemul de trei, patru etc. ecuatii cu trei, patru etc.
necunoscute. In continuare vom studia si rezolva diverse tipuri de sisteme de ecuatii.

Acesta se scrie: {

Se numeste solutie a sistemului de doud (respectiv trei) ecuatii cu doud (respectiv
trei) necunoscute perechea ordonata (a, b) de valori (respectiv tripletul ordonat (a, b, ¢)
de valori) ale necunoscutelor care este solutie a fiecarei ecuatii din sistemul dat, cu

alte cuvinte, care transforma fiecare ecuatie intr-o egalitate numerica adevarata.

A rezolva un sistem de ecuatii inseamna a gasi toate solutiile lui.

Multimea solutiilor unui sistem de ecuatii (notata cu S) este intersectia multimilor
solutiilor ecuatiilor din sistem.

Un sistem de ecuatii se numeste compatibil daca el are cel putin o solutie. Sistemul care
are o multime finitd de solutii se numeste compatibil determinat, iar cel care admite o
infinitate de solutii se numeste compatibil nedeterminat.

Un sistem de ecuatii care nu are solutii se numeste incompatibil.

Rezolvarea sistemului de ecuatii incepe, de reguld, cu determinarea domeniului valorilor
admisibile (DVA) al sistemului.

Domeniul de valori admisibile al sistemului de ecuatii este intersectia domeniilor de
valori admisibile ale ecuatiilor sistemului.

L
Z >_efinitie Doua sisteme de ecuatii se numesc echivalente daca multimile lor de solutii sunt

[ O Retineti!

egale.

Sistemele incompatibile sunt echivalente.

Vom enumera unele transformari fundamentale care pdstreazd echivalenta siste-

melor. Le vom numi transformari echivalente. Fie o multime M (in particular DVA) in
care ecuatiile sistemului au sens.
I» Schimband ordinea ecuatiilor unui sistem, obtinem un sistem echivalent cu cel initial in
multimea M.
m> Inlocuind o ecuatie a sistemului printr-o ecuatie echivalenti cu aceasta, obtinem un

sistem echivalent cu cel initial in multimea M.

1> Exprimand intr-o ecuatie a unui sistem o necunoscuta prin celelalte necunoscute si
substituind aceasta expresie in celelalte ecuatii ale sistemului, obtinem un sistem alcatuit
din ecuatia initiala si cele noi formate, care este echivalent cu cel initial in multimea M.

v» Inlocuind o ecuatie a unui sistem cu o ecuatie care se obtine in urma adunarii algebrice
(adundrii sau scaderii ecuatiilor membru cu membru) a ecuatiei date cu orice alta ecuatie

a sistemului, obtinem un sistem echivalent cu cel initial iIn multimea M.



Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

Amintim metodele principale de rezolvare a sistemelor de ecuatii studiate in gimnazii:
a) metoda substitutiei (a se vedea transformarea III);
b) metoda reducerii (bazata pe transformarea IV);
c) metoda utilizarii necunoscutei (necunoscutelor) auxiliare;
d) metoda grafica.

3/ Notiunea de totalitate de ecuatii (sisteme)

1., Problema
. rezolvata

Si se rezolve in R ecuatia:  x°(x—1)(x+2)=0. (1)
Rezolvare:

DVA: xe R. Un produs de doi sau mai multi factori este egal cu zero, daca cel putin unul
dintre factori este egal cu zero. Prin urmare, obtinem x> =0 sau x—1=0, sau x+2=0.
Asadar, se pune problema de a afla toate valorile necunoscutei care satisfac cel putin una
din aceste ecuatii. In cazul dat se spune ci avem de rezolvat o totalitate de trei ecuatii cu o

necunoscuta. Ea se noteaza: x* =0,
x—1=0, )
x+2=0.

Fie ecuatiile E,(x)=0 si E,(x)=0. Daca se cere sa se afle toate valorile necunoscu-
tei x care satisfac cel putin una din aceste ecuatii, atunci se spune ca e data o totalitate de
E (x)=0
E,(x)=0

9 A

E (x)=0; E,(x)=0 (ori se scrie ,,sau” intre ecuatii: £ (x)=0 sau E,(x)=0).

PRETIR

ecuatii si acest fapt se scrie astfel: [ sau se pune semnul ,,;” Intre ecuatii:

Notatii similare se folosesc pentru totalitati de trei, patru etc. ecuatii i pentru totalitati de
sisteme de ecuatii.

[ O Retineti!

Multimea solutiilor unei totalitati de ecuatii (sisteme) (notatd cu S) este reuniunea

‘ multimilor solutiilor ecuatiilor (sistemelor) din aceastd totalitate.

x* =0, x=0e DVA,
Sa rezolvam totalitatea (2) iIn DVA al ecuatiei initiale: | x—1=0, < | x=1€ DVA,
x+2=0 x=-2e DVA.

Atunci § ={-2; 0; 1} este multimea solutiilor ecuatiei (1).

Prezentam incé doud #ransformadri care pastreaza echivalenta ecuatiilor:

v» Ecuatia E,(x)-E,(x)-...-.E (x)=0 vi> Ecuatia (E,(x))* =(E,(x))’ este
este echivalenta in DVA cu tota- echivalenta in DVA cu totalitatea de
E1 (x) =0, ecua‘gii I:El (x) i Ez (x):
litatea de ecuatii | £,(x)=0, E\(x) =—E,(x).
E (x)=0.

Z > bservatie Este important sa sesizam ca, in cazul in care o ecuatie se reduce la o totalitate de ecuatii,

multimea de solutii a ecuatiei date este formata numai din solutiile totalitatii care apartin
DVA al ecuatiei initiale.

[ O Retineti!

In contextul notiunii totalitate de sisteme de ecuatii, la rezolvarea sistemelor de ecuatii

se aplica si metoda descompunerii in factori. De exemplu, dacd o ecuatie a sistemului
este echivalentd in DVA al sistemului cu o totalitate de doud (respectiv trei etc.) ecuatii,
atunci sistemul dat este echivalent in DVA al lui cu o totalitate de doua (respectiv trei
etc.) sisteme, care se obtin din cel initial prin inlocuirea ecuatiei respective cu ecuatiile din

totalitate.

MODULUL ~
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., Exercitiu Sa se rezolve in R x R sistemul de ecuatii {3)6 —7 =22’
rezolvat (2x+y)" =9.
Rezolvare: (=1
3x—y=2 { =1’-
—y= y=5
3x—-y=2 3x-y=2 {2x+y=3 1
) S 2x+y=3 & X=——
2x+y) =9 _ 3x-y=2 5’
2x+y=-3
2x+y=-3 _ 13
y==="

Raspuns: S = {(l; 1), (—%; —%)}

4! Ecuatii de gradul L. Sisteme, totalititi de doui ecuatii de gradul I

[ O Ne amintim |

Z )efinitii * Ecuatia de tipul ax+b=0, a,be R, se numeste ecuatie liniara (sau ecuatie
afina).
e Daca a#0, ecuatia liniara se numeste ecuatie de gradul I cu o necunoscuta.

Sistemul de doua ecuatii de gradul I cu doud necunoscute are forma
ax+by=c,
{a2x+b2y=cz.
Solutia sistemului este perechea ordonatd de valori (a, b) ale necunoscutelor, care
transforma fiecare ecuatie a sistemului Intr-o egalitate numerica adevarata.
Amintim metodele de rezolvare a sistemelor de doud ecuatii de gradul I cu doua
necunoscute: v’ metoda substitutiei;
v metoda reducerii;
v metoda grafica.

| O Retineti! Totalitatea de doud ecuatii de gradul I cu o necunoscutd are forma: x+b =0,
\ a,x+b, =0.
1., Exercitiu Sa se rezolve in R ecuatia (3x+1)(x—5)=0.
rezolvat Rezolvare: ; . |
DVA: xeR. Avem (3x+1)(x-5)=0& [xx_—;l__o ey Deci, S = {—%; 5}_
B x=5.

Raspuns: S = {—%; 5}.

1.3. Ecuatii liniare cu parametru

Fie F(x, a)=0 o ecuatie care contine necunoscutele x si a. Daca se cere sa se rezolve
ecuatia cu necunoscuta x pentru fiecare valoare a lui a, atunci F(x, @) =0 se numeste
ecuatie cu necunoscuta x §i parametrul a.

., Exercitiu Sa se rezolve in R ecuatia, unde a este parametru real:
rezolvat a) ax=2; b) (¢’ -9)x=a-3.
Rezolvare:

a) 1) Dacda a =0, atunci obtinem ecuatia 0-x =2, care nu are solutii, deci S =.

2) Daca a #0, atunci obtinem ecuatia de gradul I ax =2, cu solutia %, deci S = {2}
a

Raspuns: S = pentru a=0; S= {%} pentru ae R".



Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati
b) (¢’ -9x=a-3< (a-3)a+3)x=a-3.

1) Dacd a =3, atunci obtinem ecuatia 0-x =0, deci S=R.

2) Daca a=-3, atunci obtinem ecuatia 0-x=-6, deci S={.

3) Daca ae R\ {£3}, atunci obtinem ecuatia de gradul [ (¢ —3)(a +3)x=a—3, cu solutia

1 o)1
x=—3 deci S—{—a+3}.

Raspuns: S =R pentru a=3; S=O pentru a=-3; S= {ﬁ} pentru ae R\ {£3}.

1.4. Inecuatii de gradul I cu o necunoscuta. Sisteme. Totalitati

1.4.1. Notiuni generale

| O Ne amintim | 1] Notiunea de inecuatie
@ efinitie Inecuatie cu o necunoscuti se numeste inegalitatea ce contine o necunoscuta. I

Forma generald a unei inecuatii (aici i in continuare cu o necunoscutd) este f{x) > g(x)
sau flx) < g(x), sau fix) = g(x), sau f{x) < g(x), unde f{x), g(x) sunt expresii matematice.

@ efinitii e Multimea valorilor necunoscutei pentru care au sens (existd) toate componentele

inecuatiei se numeste domeniul valorilor admisibile (DVA) al acestei inecuatii.
e Numarul a se numeste solutie a inecuatiei cu o necunoscuta daci el transforma
inecuatia intr-o inegalitate numerica adevarata (intr-o propozitie adevarata).

[ O Retineti!

A rezolva o inecuatie cu o necunoscutd inseamna a determina toate solutiile ei.

Vom nota cu S multimea solutiilor inecuatiei.

sunt egale.

@ efinitie Doua inecuatii cu o necunoscutd se numesc echivalente daca multimile solutiilor lor I

Inecuatiile cu o necunoscuta care nu au solutii sunt echivalente (indiferent de DVA).

| O Retineti!

La rezolvarea inecuatiilor, este util sa cunoastem cele mai importante transformdri

Atentie!

echivalente:
> f(x)>g(x) & f(x)-g(x)>0;
> f(x)>g(x) = g(x) < f(x);
> f(x)>g(x) © af (x)>ag(x) pentru ae R, a>0;
> f(x)>g(x) e af (x)<ag(x) pentru ae R, a<0;
v f(0)>gn) e 1 0)>g" () Gf(x)>4/g(x), n>2, neN) pentru f(x)>0,

2(x)=0 si n numar natural;

vir f(x)>g(x)e ["(x)>g"(x) & f(x)>4g(x), n=2, neN) pentru n numar natu-

ral impar.

Afirmatii similare sunt adevarate si pentru inecuatiile de tipul

F)2gx), f(x)<gx), f(x)=<g(x).

Deoarece la rezolvarea inecuatiilor verificarea in cazul unui numar infinit de solutii este
practic imposibild, va fi mai eficient s nu admitem transformari care conduc la obtinerea
solutiilor straine sau la pierderea solutiilor. Prin urmare, transformarile efectuate trebuie sa

fie echivalente.

MODULUL ~ ]
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2| Sisteme de inecuatii cu o necunoscuta

Sa ne amintim ce este un sistem de inecuatii cu o necunoscuta.

Fie doua inecuatii A(x) > 0 si B(x) > 0 cu o necunoscutd. Daca se pune conditia sa
determinam multimea valorilor necunoscutei x ce satisfac (verificd) ambele inecuatii, atunci
se spune ca avem de rezolvat un sistem de doud inecuatii cu o necunoscuta.

A(x) >0, (1)
B(x)>0.

Z 7 bservatii 1. Fiecare inecuatie a sistemului (1) poate avea unul din semnele: ,,>”, ,,<”, ,,<”.

2. Sistemul de inecuatii poate sa contind doua sau mai multe inecuatii.

Sistemul respectiv se noteaza: {

Z >efinitie Orice valoare a necunoscutei care satisface (verificd) foate inecuatiile sistemului se
numeste solutie a sistemului de inecuatii cu o necunoscuta.

| O Retineti! A rezolva un sistem de inecuatii inseamnd a determina multimea solutiilor lui.
Multimea solutiilor unui sistem de inecuatii cu o necunoscuta (notata cu S) este
intersectia multimilor solutiilor inecuatiilor acestui sistem.

z )efinit,ie Doua sisteme de inecuatii cu o necunoscuta se numesc echivalente daca multimile
solutiilor lor sunt egale.

Sistemele de inecuatii care nu au solutii sunt echivalente.

Z ) bservatie | Sistemele echivalente de inecuatii ce se rezolva pe o multime se numesc echivalente in
- aceastd multime.

1, Exercitiu Sa se rezolve in R sistemul de inecuatii {2x +320,
rezolvat 1-5x>0.
Rezolvare:
2x+320,<:> 2x2—3’<:> xZILS’@xe _15‘1
1-5x>0 Sx<l1 x<§ g

Raspuns: S = |:— L,5; %)

3! Totalititi de inecuatii cu o necunoscuta

Fie doua inecuatii A(x) < 0 si B(x) <0 cu o necunoscuta. Daca se pune problema de a
determina multimea valorilor necunoscutei, astfel incat fiecare valoare a necunoscutei sa fie
solutie cel putin a uneia dintre inecuatii, atunci se spune ca avem de rezolvat o totalitate

de doua inecuatii cu o necunoscuta.

A(x)<0
> (2

B(x)<0. )

Z > bservatii | 1. Fiecare inecuatie a totalitatii (2) poate avea unul din semnele: ,.>", ,,>”, ,.<”.

2. Totalitatea de inecuatii poate sd contind doud sau mai multe inecuatii.

Totalitatea respectiva se noteaza:

Z ) efinitie Orice valoare a necunoscutei care verifica cel putin o inecuatie a totalitatii se numeste
solutie a totalitatii de inecuatii cu o necunoscuta.

| O Retineti! A rezolva o totalitate de inecuatii inseamna a afla multimea solutiilor ei.
Multimea solutiilor unei totalitati de inecuatii cu o necunoscutd (notatd cu S) este

reuniunea multimilor solutiilor inecuatiilor acestei totalitati.
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@ efinitie Doua totalitati de inecuatii cu o necunoscutd se numesc echivalente daca multimile
solutiilor lor sunt egale (indiferent de DVA).

MODULUL

Totalitatile care nu au solutii sunt echivalente (indeferent de DVA).

1.4.2. Inecuatii, sisteme, totalititi de inecuatii de gradul I cu o necunoscuti

[ O Ne amintim |

@efinitie Inecuatiile de tipul ax+b <0, ax+b<0, ax+b>0, ax+b=>0, a#0,a,beR, se I

numesc inecuatii de gradul I cu o necunoscuta.

De regula, inecuatiile de gradul I se rezolva prin efectuarea unor transformari echi-
valente.
% Exercitiu Si se rezolve in R inecuatia 3x—6>0.
rezolvat Rezolvare:
3x-6203x26 = x22.
Grafic, multimea solutiilor se reprezinta astfel: : = >
Raspuns: § =[2, +o0). 2

| O Retineti! 1. Multimea solutiilor unui sistem de inecuatii de gradul I cu o necunoscuta este intersectia
‘ multimilor solutiilor inecuatiilor acestui sistem.

2. Multimea solutiilor unei totalitati de inecuatii de gradul I cu o necunoscuta este reuniunea
multimilor solutiilor inecuatiilor acestei totalitati.

1.4.3. Inecuatii de gradul I cu o necunoscuti cu modul
Vom examina unele metode de rezolvare a inecuatiilor de gradul I ce contin necunoscute
inmodul:

1! Inecuatia de tipul | f(x)| < g(x) in DVA este echivalentd cu inecuatia dubla
f(x)2-g(x),

- g(x)< f(x) < g(x), adica cu sistemul { (%)< g(x).

1., Exercitiu Sa se rezolve in R inecuatia |2x—1|<0,5.
rezolvat

Rezolvare:

[2x-1]£0,5< -0,5<2x-1<0,5 (:){
Deci, x€[0,25; 0,75].

Raspuns: S =[0,25; 0,75].

2x-12-0,5, o 2x 20,5, o 1x =0,25,
2x-1<0,5 2x<L5 x<0,75.

| O Retineti! Similar se rezolva inecuatia de tipul | f(x)| < g(x).

f(x) 2 g(x),

2| Inecuatia de tipul | £(x)| > g(x) in DVA este echivalenta cu totalitatea [ F(x)<—g(x).

., Exercitiu Sa se rezolve in R inecuatia |3 —x|2>5.
rezolvat

Rezolvare:

" o xe (=00, —2]U[8, + o).

|3_x|>5<:>|:3—x25, [xS—Z

3—x£—5<:> x=>8

Raspuns: S =(—eo, —2]U[8, + o).

| O Retineti! Similar se rezolva inecuatia de tipul | f(x)| > g(x).
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3/ Inecuatia de tipul | £(x)| <|g(x)| in DVA este echivalenti cu inecuatia f*(x)< g*(x).

Exemplu: |x=2|<|2x+1| & (x-2) ' <2x+1) & x’ —4x+4<4x’ +4x+1 &

S3x*+8x-3>20 < xe (—oo,—3]U|:%, +°°)-

Exercitii si probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Determinati panta graficului si reprezentati grafic functia:

a) [:R->R, f(x)=2x+10; b) g:R—>R, g(x)=3—-x;
¢c) mR—>R, h(x)=-5x; d) p:R->R, p(x)=15.
. \ Investigati! Stabiliti tipul unghiului format de directia pozitiva a axei Ox si graficul functiei:
a) f:R->R, f(x)=6x+1; b) g:R—>R, g(x)=1-3x;
c) i:R—>R, h(x)=-23x; d) p:R—>R, p(x)=5.
2
. 87& Lucrati in perechi! Fie functia f: R - R: 4. Fiefunctia g: R > R: )
a) f(x)=1-2x; b) f(x)=1,5x+6. a) g(x)=35x; b) g(x)=-3x.
1) Aflati zeroul functiei f- 1) Aflati zeroul functiei g.
2) Trasati graficul functiei f. 2) Trasati graficul functiei g.
3) Utilizand graficul, determinati valorile lui x pentru care: 3) Utilizand graficul, determinati valorile lui x pentru care:
a) f(x)>0; b) £(x)<0. a) g(x)>0; b) g(x)<0.
4) Determinati tipul unghiului format de G, cu directia 4) Determinati tipul unghiului format de G, cu directia
pozitiva a axei Ox. pozitiva a axei Ox.
5) Determinati daca functia este strict crescatoare. 5) Determinati daca functia g este strict descrescatoare.
. Saserezolvein R ecuatia:
a) 3,5(x—2)=7; b) V3x—~2 =0; c)—%+6x:3(x—1).
N
. 8;& Lucrati in perechi! Sa se rezolve in RxR, prin trei metode, sistemul de ecuatii:
2x -y =3, -0,5x+2y=2,
2) {—3x+2y:—4; b) {3x—y=—1.
. Saserezolve in R inecuatia:
a) A(x—2)-32x+1)>5x; b) 42x—1)-3(3x+2)>0.

. 85%33 Lucratiin perechi! Fie functiile f, g: R >R, f(x)=12-x, g(x)=-2,5x+6.
a) Sa se afle zerourile functiilor f sig.

b) Sa se determine intervalele pe care f(x)>0; f(x)<0; g(x)<0; g(x)>0.

¢) Sa se afle coordonatele punctului de intersectie a G, si G,.

d) Sa serezolve in R inecuatia f(x) < g(x).

S (x)=0,

e) Sa serezolve in R sistemul de inecuatii
7 lg(x)>0.

9. Sestie ca lungimea raului Prut este cu 399 km mai mica decat lungimea raului Nistru.

a) Care este lungimea fiecarui rau, daca suma lungimilor lor este de 2305 km?
b) Ce portiune din raurile Prut si Nistru traverseaza teritoriul Republicii Moldova? (Utilizati
harta geografica.)
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10. Sase determine zerourile functiei f: R - R:
a) f(x)=2x+1; b) f(x)=(x+5)1-2x); 0) f(x)=2=x)(x+4)3+x).

- .

MODULUL

11. Populatia unei culturi bacteriologice (in momentul de timp ¢ =0) este de 2400 de
indivizi.
Peste 5 h 30 min., numarul lor a crescut pand la 22 200 de indivizi.
a) Sa se exprime numarul de indivizi in functie de timp (masurat in ore).
b) Sa se afle peste cate ore numarul de indivizi va deveni egal cu 56400.

A . o
12. 8 & Lucratiin perechi! Sa se transpuna in limbaj matematic, apoi sd se rezolve problema:

a) cu ajutorul ecuatiei; b) prin sistem de ecuatii.

1) Suma a doua numere reale este 44. Sa se afle numerele, daca unul este cu 10 mai mare decat celalalt.

2) Diferenta a doua numere reale este 45. Sa se afle numerele, dacd unul este de 10 ori mai mic decat celalalt.

3) In doua depozite sunt 520 t de mere. Daci s-ar muta 60 t dintr-un depozit in celilalt, cantitatile din cele doud depozite
ar fi egale. Ce cantitate de mere se afld in fiecare depozit?

13. La o parcare sunt motociclete (cu doud roti) si autoturisme. In total sunt 48 de
unitati si 168 de roti. Cate motociclete si cate autoturisme sunt la parcare?
Sa se rezolve problema:
a) prin metoda falsei ipoteze;
b) cu ajutorul ecuatiei;

¢) prin compunerea unui sistem de ecuatii.

14. Suma de 2760 de lei este platita in bancnote de 20 de lei si 50 de lei. Sa se afle cate bancnote de fiecare fel sunt, daca se
stie ca numarul celor de 50 de lei este egal cu dublul celor de 20 de lei.

15. Tatal are 33 de ani, iar fiica 9 ani. Peste cati ani tatal va avea triplul varstei fiicei?

16. Sa se traseze graficul functiei /: R —> R, f(x)=ax+b, daca:

a) a=3, b=—1; b) a=-2,5, b=2; ¢ a=p, b=0;

d) a=0, b=-5: ¢) a=-3, b=-2; f)a=%,b=%.
17. Sase completeze cu un numar real, astfel incat graficul functiei /: R ->R:

a) ()= x+2 b) f()=-] x—2

o f(x)=-x d) f(x)=—" x

sa formeze cu directia pozitiva a axei Ox:

1) un unghi ascutit; 2) un unghi obtuz.

18. Sergiu are 7 ani, iar tatal lui are 39 de ani. Sa se afle cati ani varsta lui Sergiu va ramane mai mica

decat % din varsta tatalui.
2
19. \ Investigati! Sa se afle valorile lui x, xe R, pentru care exista triunghiuri cu laturile de
lungimea 3x+ 1,x+3,4x—2.

20. (@ 2016) In desenul alaturat este reprezentat graficul functiei f: R =R, f(x)=ax+b.
Utilizand desenul, scrieti unul dintre semnele <, > sau =, astfel incat propozitia obtinuta sa fie

adevarata: % 0.

21. (@ 2022) Fie functia f: R—>R, f(x)=—-6x+2. Dedeterminati valorile reale ale lui x
pentru care f(x)> f(3).
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22. Saserezolve prin trei metode problema:
a) 25 de muncitori au primit pentru o zi de lucru 6500 de lei. Unii sunt platiti cu 200 de
lei pe zi, iar ceilalti —de 1,5 ori mai mult. Cati muncitori au primit cate 200 de lei?
b) Un bazin de 35,7 hl poate fi umplut de doua robinete in 7 ore. Debitul (pe ord) al
unui robinet este cu 90 / mai mare decét al celuilalt. Care este debitul fiecarui robinet? < g

23. Sase indice Intr-un sistem de coordonate multimea punctelor:
1) ale caror abscise satisfac inecuatia: a) —3<x<2; b) —1<x<6;
2) ale caror ordonate satisfac inecuatia: a) —1<y <2; b) 3<y<5s.

Profilul real

1. Fie functiile definite prin formulele:

f()=2x+1, fi(x)=2-x, f,(x)=0,5+~2x, f,(x)=—/5, f,(x)=15x, f.(x)=10, f,(x)=-3x.

a) Sa se determine functiile crescatoare pe R. b) Sa se determine functiile descrescatoare pe R.

2. Sa se determine functia de gradul I, stiind ca:

a) f(Q)=1si f(0)=-2; b) f(-D=4si f)=0; ©) f(W3)=1-V2 5i f(2)=2.
3. Fiefunctiile /- R—>R, f(x)=5x+2, si g R—>R, g(x)=-2x.

a) Sa se afle coordonatele punctului de intersectie al graficelor G, si G,.

b) Sa se afle valorile lui x pentru care f(x) < g(x).

4. Saserezolvein R ecuatia: x(x—2)(2x+1)(2x—1)=0.

N

5. ‘ Investigati! Fie functiile f, g:R—>R, f(x)=2x+5, g(x)=1-2x.

a) Sa se demonstreze cad f* este strict crescatoare pe R, iar g — strict descrescatoare pe R.
b) Sé se determine valorile lui x pentru care graficul G, este situat mai sus decét graficul G, .

A . .. . .. ..

6. & & Lucrafiin perechi! Sa se rezolve problema: a) cu ajutorul ecuatiei;  b) prin compunerea unui sistem de ecuatii.
Distanta dintre doua statii este de 650 km. Un tren accelerat parcurge aceasta distanta cu 12 ore mai repede decat un
marfar, deoarece viteza acestuia este cu 24 km/h mai mare decat a marfarului. Sa se afle viteza fiecarui tren.

7. Sa se afle numerele reale x iy daca se stie cd 3x—2y=-5 si x+3y=2.

9 A . . 3x—-1>0, —-2x+3>5, 3(x—2)29,
8. S:@gse rezolve in R sistemul de inecuatii: a) {S—xSZ; b) {O,Sx—1<1; ) {1,4x—28<0.
9. é&%Lucraﬁ in grup! Sa se rezolve in RxR sistemul de ecuatii:
) [2e-3v-8=0, by {2-3=7, 9 2—x++/3y=0,
4x+y—-2=0; 3x+2y=-9; 3x—\/§y=\/§.

10. Un aliaj din cupru si cositor cu masa de 12 kg contine 45 % de cupru. Cate kilograme de cositor trebuie adaugat la acest
aliaj pentru a obtine unul ce contine 40 % de cupru?

11. Avem doua categorii de otel: cu 5 % de nichel si cu 40 % de nichel. Ce cantitate de otel de fiecare din aceste categorii
trebuie sa luam astfel incat, fiind retopite, sa obtinem 140 t de otel ce contine 30 % de nichel?

. . o  Jxr@a-ny=2a,
127, \& Investigafi! Pentru care valori ale parametrului real a sistemul de ecuatii: Qa+1)x+(a* +2)y=2(a’ +a+1)

a) este compatibil nedeterminat;  b) este compatibil determinat; ¢) este incompatibil?
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B3 Functia de gradul Il. Ecuatii de gradul II.
Inecuatii de gradul Il. Sisteme. Totalitati
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2.1. Functia de gradul 11

[ O Ne amintim |

@efinitie Functia f: R—>R, f(x)=ax’ +bx+c, a,b,ceR, a0, I

se numeste functie de gradul II.

N

gﬁ% Investigam Utilizand graficul functiei de gradul II (fig. 7.3) determinati proprietatile ei.

a>0 v A>0 YA A<O v A=0
\[2 /
2a
xNO | /% x
A | >
“4a o » x ol » x
2a 2a
a<0
YA A>0 Yy, A<O YA o, A=0
A 0| 2a - 0| 2a R
T 4a A X X
a//x > 4a
Xy 0_£ Xy X
2a
Fig.7.3
2.2. Ecuatii de gradul II cu o necunoscuta
[ O Ne amintim |
@ efinitie Ecuatia de tipul ax’ +bx+c=0, a, b, ce R, a #0, se numeste ecuatie de gradul II,
iar a, b, ¢ se numesc coeficientii ei.

Mentionam ca solutiile ecuatiei de gradul II sunt abscisele punctelor de intersectie cu
axa Ox a graficului functiei de gradul II, asociate acestei ecuatii.

Existenta solutiilor reale ale ecuatiei de gradul 11, precum si numarul lor depind de valoarea
discriminantului A =5" —4ac al acestei ecuatii.

1) Daca A <0, ecuatia nu are solutii reale. Prin urmare, S =@.

2) Daca A =0, multimea solutiilor contine un unic element: x = —%. Deci, S = {— %}

~b-+/A

3) Daca A> 0, multimea solutiilor ecuatiei contine doud elemente: x, = 5
a

=——b+«/Z. Astfel, S:{_bz_a\/x; —b+«/Z}‘

2 2a 2a

impérgind ambii membri ai ecuatiei de gradul 11 ax’ +bx+c=0, a,b,ceR, a#0,
la a, obtinem ecuatia de gradul II, forma redusi: x’ + px+q=0, p, ge R.
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i-eorema 1 |

MODULUL

(teorema lui Viéte)

r3

Daca x,, x, sunt solutiile ecuatiei
ax’ +bx+c=0, a#0, (H
b

X +Xx,=——,
¢ )

X, X_C
1 2 a‘

atunci

Daca x,, x, sunt solutiile ecuatiei

x2+px+q:O, 3)
atunci {xl H = 4)
X X, =q.

(reciproca teoremei lui Viéte)

i-eorema 2 |

£

Daca numerele reale x,, x, verifica
relatiile (2), atunci x,, x, suntsolutiile
ecuatiei (1).

Daca numerele reale x,, x, verifica
relatiile (4), atunci x,, x, suntsolutiile
ecuatiei (3).

2.3. Ecuatii de gradul II cu parametru

Fie F(x,a)=0 ecuatie de gradul II care contine necunoscutele x si a. Dacad se pune
problema de a rezolva ecuatia cu necunoscuta x pentru fiecare valoare a lui a, atunci
F(x,a)=0 se numeste ecuatie de gradul Il cu necunoscuta x §i parametrul a.

1., Exercitiu
rezolvat

Sa se rezolve 1n R si sa se discute dupa valorile parametrului a, a€ R, ecuatia:

(a-Dx*-2Qa-1)x+4a+3=0.
Rezolvare:
1) Analizdm situatia cand coeficientul lui x* ia valoarea zero, deoarece in acest caz
ecuatia initiald se transforma intr-o ecuatie de gradul I. Avem a =1.

Pentru a =1 obtinem: —2x+7=0< x=3,5.
2) Pentru a #1 determinam valorile lui a, astfel incat discriminantul ecuatiei sé ia valoarea

zero: A=42a—1) —4(a—1)(4a+3)=-12a+16=0=a =1%.

Daca a > 1%, atunci A < 0 si ecuatia nu are solutii reale.

Daca a< 1% si a#1, atunci A >0 si ecuatia are solutiile:

. :(2a—1)—«/4—3a . :(Za—1)+«/4—3a

! a-1 a—1

2
Raspuns: S =1{3,5} pentru a =1,

S= pentru ae (1%, +o<>);

S:{2a—1—«/4—3a, 2a—1;_\/14—3a} pentru @ (e, 1)U(1,11);

a—1 ’ 3

S ={5} pentru azlg.
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2.4. Interpretarea geometrica a unor ecuatii de gradul II cu doua necunoscute

Geometric, multimea solutiilor unei ecuatii cu doud necunoscute reprezinta o multime de
puncte Intr-un plan dotat cu un sistem de axe ortogonale. Forma figurii respective depinde
de gradul ecuatiei si de structura ei. Cele mai simple ecuatii de gradul II cu doud necunoscute
si figurile determinate de ele sunt reprezentate in figura 7.4.

Cu ajutorul ecuatiilor acestor figuri pot fi rezolvate diferite probleme.

Y

(x—a)’ +(y—b) =r]

\J

y=ax’ +bx+c

-

Fig.7.4

1., Probleme
. rezolvate

1. O portiune de drum se afla pe dreapta y =—4x+3. O portiune de cale feratd are

forma hiperbolei y = é Daca drumul va fi construit (prelungit) rectiliniu in continuare,
X
va intersecta el oare calea feratd?

Rezolvare:

Problema se reduce la determinarea punctelor de intersectie a dreptei si hiperbolei
y=—4x+3, y=—4x+3,
ecuatii: y= 3 Prin substitutia lui y, In ecuatia a doua obtinem sistemul Ay 43— 3
” =7

Asa cum ecuatia a doua nu are solutii reale (Verificati!), rezulta ca si sistemul nu are solutii.

Deci, drumul prelungit rectiliniu nu va intersecta calea ferata.

2. Sa se determine raza si centrul cercului tangent la axele de coordonate si la ramura
hiperbolei y :% din cadranul I (fig. 7.5).
Rezolvare:

Din considerente de simetrie, este clar ca centrul cercului se va afla pe dreapta
de ecuatie y =x, deci coordonatele lui vor fi (a, a). Aceasta dreapta intersecteaza

Y=X
» hiperbola in punctul 4, ale carui coordonate sunt solutie a sistemului: 4
x y=—.
X

Obtinem 4,(-2; -2), A(2;2). Observam ca 4,(-2;—-2) nu satisface conditia proble-
mei. Centrul C al cercului va satisface conditia: AC =a, deci \/ (a=2) +(a-2) =a,

|a|<2. Obtinem a=4- 242. Astfel, centrul cercului este C(4— 242 ;44— 242 ), iar raza

lui este r = 4—2\/5.

MODULUL ~ ]
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Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

2.5. Ecuatii cu o necunoscuti ce contin necunoscuta in modul
Vom expune unele metode de rezolvare a ecuatiilor ce contin necunoscuta th modul.

1! Aplicarea definitiei modulului
{x —-2=5,
-220; =
Exemplu. |x-2|=5& * T e 7
x—2=-5,
x—=2<0
Raspuns: S = {-3; 7}.

2
3’
x=4.

x=-

2| Folosirea relatiei | f(x)|=]g(x)| < f(x)=g*(x)
Exemplu. |x+3|=]2x-1|< (x+3)" =Q2x-1)" & 3x° —10x—8=0<:>|i

Raspuns: S = {—%, 4}.

S (x)=g(x),

S (x)=-g(x).

X’ —x=4+2x, x*=3x-4=0, x=-1,
2 = 2 <

X —x=—-4-2x x +x+4=0 x=4.

3! Aplicarea relatiei | f(x)|=|g(x)]| <:>[

Exemplu. |x* —x|=|4+2x| <:>|:
Raspuns: S = {-1; 4}.

4| Utilizarea necunoscutei auxiliare
Exemplu. Si se rezolve in R ecuatia 2x”—|x|-1=0.

Rezolvare:
DVA: xeR. Fie|x|=t, t > 0. Deoarece x* =| x|*, obtinem ecuatia 2¢>—¢— 1 =0, cu solutiile

|x[=1, |:x=1,

t,=11t= —%. Revenim la necunoscuta x si obtinem: [
Raspuns: S = {-1; 1}.

5/ Aplicarea metodei explicitirii modulilor

Exemplu. Sa se rezolve in R ecuatia |2x—1|—3|x+3|=2x.

Rezolvare:
1) Determinam DVA: x € R.

2) Aflam zerourile expresiilor din module: 2x-1=0&x=0,5; x+3=0& x=-3.

3) Zerourile obtinute divizeazad axa numerelor W

(In caz general, DVA al ecuatiei initiale) in inter- E o -

valele (=0, =3), [-3, 0,5), [0,5, +co): ,
4) Explicitam modulii pe fiecare interval: 2x-1 W -
Xx+3 — 3 + 05 + X

5) Rezolvam ecuatia pe fiecare interval, luand
in considerare rezultatul explicitarii modulelor pe intervalul respectiv.
Astfel, examinam trei cazuri.
a) Pentru x € (—eo,-3) avem 2x—1<0, x+3<0. Deci, |2x—1|=—(2x-1),
| x+3|=—(x+3) siobtinem:
—2x-1D)+3x+3)=2x=-—x+10=0 x=10¢ (—o, -3).
Asadar, x = 10 nu este solutie a ecuatiei initiale.
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b) Pentru xe [— 3, %) avem 2x — 1 <0, x + 3 = 0 si obtinem:

—(2x - 1)—3(x+3)=2x<:>—7x—8=0(:>x=—%e[—3 1).

2

Prin urmare, x = —% este o solutie a ecuatiei initiale.

¢) Pentru xe |:l, +<>o] avem 2x—12>0, x+3>0 siobtinem:

2
13 +3) =2 x:_ge[%,m}

. 10 . L
Dect, x = 3 nu este solutie a ecuatiei initiale.

6) Raspunsul reprezinta reuniunea multimilor solutiilor obtinute in fiecare caz.

Raspuns: S = {— 7}

—0
Fig.7.6

2.6. Inecuatii de gradul II cu o necunoscuta

., Problema
. rezolvata

[ O Ne amintim |

8

6! Metoda grafica

Exemplu
Sa se afle valorile parametrului real @ pentru care ecuatia |x* —2x — 3| = a are

exact trei solutii reale.

Rezolvare:
Trasam graficele functiilor determinate de formulele f(x)=|x" —2x—3] si

g(x)=a (fig. 7.6). Observam ca doar pentru @ = 4 sunt trei puncte comune ale

graficelor. Astfel, pentru a = 4 ecuatia initiala are exact trei solutii reale.

Inaltimea % la care ajunge o minge aruncata vertical in sus
se calculeaza conform formulei A(¢)=-5¢> +12¢+2, unde
h se masoara n metri, iar ¢ este timpul (masurat in secunde),
considerat din momentul aruncarii. Cate secunde se va afla
mingea la Tnaltimea nu mai micd de 6 m?

Rezolvare:

Raspuns: a = 4.

Pentru a raspunde la intrebare, trebuie sa aflam intervalul de timp pentru care A(z) > 6.
Astfel, rezolvam inecuatia —5¢* +12¢+2>6 sau inecuatia 5¢° —12t+4<0. Obtinem

t€[0,4; 2]. (Verificati!) Atunci, marimea intervalului de timp este 2—-0,4=1,6 (secunde).

Raspuns: 1,6 secunde.

@ efinitie

lui a si al discriminantului A = b* — 4ac, unde x, =

Inecuatiile de tipul ax” +bx+c>0, ax’ +bx+c>0, ax’ +bx+c<0, ax’ +bx+c <0,
a,b,ce R, a#0, se numesc inecuatii de gradul II cu o necunoscuta.

Vom analiza doud metode de rezolvare a acestor inecuatii.

1/ Aplicarea studiului functiei

Fie functia ' R - R, f(x)=ax’+bx+c, a,b,c € R, a #0. in tabel sunt prezentate
multimile solutiilor inecuatiei ax’+bx+c>0, a#0, in functie de semnul coeficientu-

—b—A/A —-b++A
= >
. X, 2a (A=0) sunt

solutii ale ecuatiei ax” +bx+c =0, si x, <x,.

MODULUL ~ ]
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Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

Valorile Multimea solutiilor inecuatiei Semnul functiei definite prin
luia | lui A ax’* +bx+c>0, a#0 f(x)=ax’>+bx+c, a#0
y
A>0 S:(—oo’ xl)U(-xza +°°)
- = oo, ~L U=
a>0|A=0 S—( ; 2a)U( 2 T ]
A<0 § = (o0, +00)
Y
+ +
A>0 S=(x,x,) X7 o[\ X
a<0 |A=0 S=0
A<O0 S=0

| O Retineti!

[ O Ne amintim |

Multimea solutiilor inecuatiei ax® +bx+c >0, a#0, se obtine prin reuniunea multimii
solutiilor ecuatiei ax’ +bx+c =0, a#0, simultimii solutiilor inecuatiei ax’ +bx +c > 0.
De exemplu, multimea solutiilor inecuatiei ax’ +bx+c>0 pentru a > 0, A > 0 este
S = (00, x,] U [x,, +o0).

In mod analog obtinem multimile solutiilor celorlalte inecuatii de gradul II.

2| Aplicarea metodei intervalelor

Vom explica aplicarea metodei intervalelor (studiate in clasa a IX-a) la rezolvarea in R a

inecuagiei x*=7x+12<0.

Rezolvare:

DVA: xe R. Solutiile ecuatiei de gradul I x* —7x+12=0 sunt x, =3, x, = 4. Descom-
punem expresia x° —7x+12 in factori: x* —7x+12 = (x —3)(x — 4). Prin urmare, am obtinut
inecuatia (x — 3)(x —4) <0, echivalenta cu cea initiala.

Aplicand metoda intervalelor, construim ,,curba semnelor”:

Prin urmare, x€|[3, 4].
Raspuns: S =[3, 4].

+ +
I~ 4 X




2.7. Inecuatii de gradul II ce contin necunoscuta in modul

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

Vom examina unele metode de rezolvare a inecuatiilor de gradul II ce contin necunoscuta

in modul.

1/ Inecuatia de tipul | f(x)|< g(x) este echivalentd in DVA cu inecuatia dubla

—g(x) < f(x) < g(x), adicd cu sistemul {;Eg z ;(g;;),

Exemplu
DVA: xe R. |3x* —5|<4 ¢ —4<3x’ -5<4=1<3x’ <9

).

3 3
xe[—/3,43]

ere |- B U 2.

Similar se rezolva inecuatia pentru semnul ,,<”.

3x* >1, x'=>=
3x* <9 2

1
S 3’
3

IA

2| Inecuatia de tipul | f(x)| 2 g(x) in DVA este echivalentd cu totalitatea

[f ()2 g(x),

Sf(x)<—g(x).

Exemplu

-1

VERS 2
|2—x2|23<:>|:2 x 23 (:)[;Cz 5 ’@XZZS(:)xe(—oo,—\/g]U[\/g,+oo).

2—x*<-3

[\VARVAY

Similar se rezolva inecuatia pentru semnul ,>”.

3| Utilizarea necunoscutei auxiliare

Exemplu

Sé se rezolve in R inecuatia (x—1)> —4|x—1|+3<0.

Rezolvare:

DVA: xe R. (x—1)>=|x—1]*. Fie |x—1| =¢, 1>0.

Atunci obtinem inecuatia t* —4¢+3 <0, cu solutiile ze[l, 3], sau 1 <¢<3.

. —_ -1]=1
Revenim la necunoscuta x si obtinem: 1< |x—-1|<3 & {I jcc 4 I - 3,

Rezolvam prima inecuatie a sistemului:

x—121, x>2, ~
x—lg_]@[xg()@xe( ,O]U[2,+ ).

Pentru inecuatia a doua avem:

|x—1|21(:)|:

|x—1]<3e -3<x-1<32<x4 < xe[-2,4].
Asadar, solutiile sistemului, deci si ale inecuatiei initiale,

sunt: xe[-2, 0JU[2, 4]. >
Raspuns: S =[-2, 0]U[2, 4].

4| Metoda explicitarii modulilor. Algoritmul de aplicare a acestei metode este similar

cu cel aplicat la rezolvarea ecuatiilor ce contin necunoscuta in modul.

o
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Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

2.8. Sisteme omogene de ecuatii

Z lefinitii e Polinomul P(X, Y, ..., U, V) de gradul n in nedeterminatele X Y, ..., U, V' se numeste

polinom omogen daca pentru orice sistem de valori numerice (x, y, ..., u, v) ale

nedeterminatelor si orice valoare numerici fixati A€ R" are loc identitatea:

P(Ax, Ay, ..., Au, W)=A"P(x, y, ..., u, v).
e Ecuatia algebrica P(x, y, ..., u, v)=0 se numeste ecuatie omogena de gradul n
daca polinomul P(X, Y, ..., U, V) este un polinom omogen de gradul ».

« Sistemul de douad ecuatii cu doud necunoscute de forma:

ax"+ax"'y+a,x"?y* +..+a, xy"" +a,y" =c,

bx" +bx""'y+b,x"?y* +..4b_xy"" +b y" =d,
by by, .yb, €R, a, #0, b, #0, se numeste sistem omogen de gra-
dul n (fiecare dintre membrii stangi ai ambelor ecuatii ale sistemului reprezinta poli-

Ay, Ay ooy A

noame omogene de gradul »).

x*+dxy -yt =-2,

1., Exercitiu Sa se rezolve in R x R sistemul de ecuatii |,
x" =3xy=4.

rezolvat

Rezolvare:

Acest sistem este omogen de gradul doi.
DVA: (x; y)e RxR. Inmultim prima ecuatie cu 2, apoi adunim ecuatiile si obtinem
3x* +5xy—2y° =0,

2 4 4 echivalent cu cel initial, dar care contine o ecuatie omogena.
x°=3xy=4,

sistemul {

Impartim prima ecuatie la x? (x # 0, deoarece daci x = 0 sistemul nu are solutii) si obtinem

2
ecuatia de gradul I in necunoscuta 234 5(1)— 2(1) =0, cusolutiile 2=3 si 2= _l,
X X x X X 2

Rezolvarea sistemului initial se reduce la rezolvarea totalitatii de sisteme de ecuatii:
{y o y= —lx,
P -3xy=4 2
TTIES N —3xy =4,
Primul sistem nu are solutii. (Verificati!)
Sistemul al doilea are solutiile: (—=2+/0,4; 4/0,4); (24/0,4; —4/0,4). (Verificati!)
Raspuns: S ={(-2+/0,4; 4/0,4); (24/0,4; —+/0,4)}.

Z ) bservatie | Daca perechea ordonati (a; b) este solutie a unui sistem de ecuatii omogene de gradul al
‘ doilea, atunci si perechea (—a; —b) este solutie a acestui sistem.

2.9. Sisteme simetrice de ecuatii

Z > efinitie Ecuatia cu doud necunoscute x si y se numeste simetrica daca, inlocuind x cu y si y
cu x, ecuatia nu se modifica.

De exemplu, ecuatiile 3x* +2xy+3y° =5 si x+y—3=0 sunt simetrice.

Z >efinitie Sistemul format din ecuatii simetrice se numeste sistem de ecuatii simetrice. I

Z ) bservatie Deoarece ecuatiile cu doua necunoscute ale unui sistem simetric nu se modifica la inlocuirea
' lui y cu x si a lui x cu y, rezulta ca, daca (a; b) este solutie a sistemului simetric, atunci

(b; a), de asemenea, este o solutie a acestui sistem.



., Exercitiu
rezolvat

v bservatie |

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

Sistemul simetric cu doua necunoscute poate fi rezolvat prin metoda utilizarii necunoscutelor
auxiliare.
2 2
< . . X =xy+y =-2,
Sa se rezolve in R x R sistemul yry
x+y+2xy=1.

Rezolvare:

—_— 2 — e —
Acest sistem este simetric. Fie {;; Y v_ % Obtinem sistemul {u v=-2,

u+2v=l1.

Substituind  =1-2v in prima ecuatie, obtinem ecuatia (1—-2v)*> —3v+2=0, cu solutiile

Vi :17 v, :% Atunci u, 2—1, u, :—%

Rezolvarea sistemului initial se reduce la rezolvarea totalitatii de doua sisteme de ecuatii:

1
{x+y=—1, x+y——§,

xy =1 3

xXy==".
V=3

Ambele sisteme sunt incompatibile in R x R; deci sistemul initial nu are solutii.
Raspuns: S =0.
Rezolvarea sistemelor omogene de ecuatii si a sistemelor simetrice de ecuatii se reduce,
de reguld, la rezolvarea totalitétilor de sisteme.

2.10. Ecuatii rationale

Expresia de forma L

Q’

unde P, O sunt polinoame, gradQ =1, se numeste firactie
rationald.

@ efinitie

[ O Retineti!

e Ecuatia E,(x)=E,(x), unde E,(X), £,(X) sunt polinoame de o nedeterminata,
se numeste ecuatie algebrica cu o necunoscuta.

¢ Ecuatia F,(x) = F,(x), unde expresiile F,(X), F,(X) suntsume de fractii rationale
sau una dintre ele este algebrica si alta rationald, se numeste ecuatie rationala.

Algoritmul de rezolvare a acestui tip de ecuatii este urmatorul:
se determind DVA al ecuatiei;
se trec toti termenii 1n partea stdnga a ecuatiei;

se scrie partea stanga sub forma %;

.4
btine — =0.
se obfine 0

se rezolva in DVA ecuatia 4=0;

®@ e ® © 06

se scrie multimea solutiilor.

Si se rezolve in R ecuatia —~ > __ 18

¥x—3 x+3 -9

., Exercitiu
. rezolvat

Rezolvare:

DVA: xe R\{=3;3}. Avem %> ___18

x—3_x+3_x2—9
x*=2x-3 _
x*=9

Obtinem ecuatia x* —2x—3=0, cu solutiile x, =3, x, =-1.

=0.

Aducem partea stanga la acelasi numitor: 0.

Valoarea 3 nu apartine DVA, deci ea nu este solutie a ecuatiei initiale.
Raspuns: S = {-1}.
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2.11. Inecuatii rationale. Metoda intervalelor de rezolvare a inecuatiilor
cu 0 necunoscuta

w_l_lefinitie Inecuatiile de tipul gg; >0, ggg >0, ggg <0, ggi <0, unde P(X), O(X) sunt

polinoame 1n nedeterminata X, grad Q(X) =1, se numesc inecuatii rationale.

Inecuatiile rationale pot fi rezolvate prin diferite metode.

1/ Considerarea semnului catului P(x)
0(x)
De exemplu, pentru inecuatia ggxg > 0 avem de rezolvat o totalitate de doua sisteme de inecutii:
X
P(x)>0, [P(x)<0,
O(x)>0; |0(x)<0.
2| Considerarea echivalentelor de tipul:
P(x) P(x) P(x)-0(x)=0
>0 P(x)-0(x)>0;, —>0< ’
o) e9>0 50072 e 0.
3! O metoda eficientd de rezolvare a inecuatiilor rationale este metoda intervalelor.
Fie functia f definitd prin formula f(x)= %, unde, de exemplu, a <b<c<d

sia, b,c,de R. Daca x > d, atunci fiecare dintre factorii x — a, x — b, x — ¢, x — d este pozitiv,
deci pe intervalul (d, +0) avem f(x) > 0. Daca ¢ <x < d, atunci x —d <0, iar ceilalti factori
sunt pozitivi. Rezultd ci f(x) < 0 pe intervalul (c, d). In mod analog, determinim ca pe
intervalul (b, ¢) f(x) > 0 (fig. 7.6). Se spune ca in punctul ¢ functia f isi schimba semnul.
Similar avem pentru punctele a, b, d (fig. 7.6).

+ — + - +
a b ¢ d X Schimbarea semnului functiei f poate fi reprezentata grafic prin ,,curba
Fig.7.6 semnelor” (fig. 7.7), care se construieste de la dreapta spre stanga, ince-
pand cu intervalul din dreapta.
+ e o TN &t 5

i~} —y > Reprezentarea din figura 7.7 se interpreteaza astfel: pe intervalele unde

Fig 7.7 este adevarata inegalitatea f(x) > 0 ,,curba semnelor” e situatd mai sus de

e axa numerelor, iar pe intervalele unde avem f(x) < 0 ,,curba semnelor”
este situatd mai jos de axa numerelor.

Aceste rationamente nu depind de numarul de factori de gradul intéi ce apar la numarator

si numitor, nici de amplasarea reciproca a zerourilor numaratorului si numitorului. De aceea,

aceste rationamente sunt adevarate si pentru functia f definita prin formula

(x—a)(x—a,)..(x—a,)
x)= 1o 1
SO = GZh) (=h,) - (x=b,) M
unde a,, a,, ..., a,, b,, b,, ..., b, sunt numere reale distincte. Pentru aceastd functie, de

asemenea, se va construi ,,curba semnelor”.

Iﬁ bservatie | La aplicarea metodei intervalelor este important sd tinem cont de urmatoarele: numai in
' cazul in care functia este de tipul (1), adica toti coeficientii necunoscutei x sunt egali cu 1
si toate numerele a,, a,, ..., a, b, b,, ..., b, sunt distincte, ,,curba semnelor” se
construieste incepand cu intervalul din dreapta, situAndu-se deasupra axei numerelor. in
celelalte cazuri, semnul functiei pe fiecare interval se va determina prin ,,valori de con-
trol”, substituite In formula ce defineste functia initiala.
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., Exercitiu
. rezolvat

|O Generalizam|

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

La rezolvarea inecuatiilor rationale prin metoda intervalelor vom proceda conform urma-
torului algoritm:

@ prin transformari echivalente, aducem inecuatia initiala la o inecuatie cu membrul drept
egal cu 0, al carei membru stang, de regula, este o expresie de tipul (1);

® determinam functia f si aflam zerourile numaratorului,

® determinam valorile 1n care functia f nu este definita (zerourile numitorului);

@ zerourile numaratorului i numitorului divizeaza axa numerelor (in caz general, DVA al
inecuatiei initiale) in intervale;

® construim ,,curba semnelor”;

® selectam intervalele corespunzitoare semnului functiei f

® scriem raspunsul.

In mod analog se aplicd metoda intervalelor si la rezolvarea inecuatiilor de tipul
(x=x)(x=x,)..(x—x,)>0 (sau ,,<”, sau ,,2”, sau ,,<”), unde x,, x,, ..., X, sunt numere
reale diferite doua cate doua. Algoritmul de rezolvare este similar cu cel precedent.

In cazul in care in (1) unele din numerele a,, ..., a,, b,, ..., b

forma f(x)=(x—c)"(x—c,)”...(x=¢)", k., k,, ..., k,e Z', la construirea ,,curbei sem-

. . sunt egale, adica (1) ia

nelor” aplicdm urmatoarea regula:
- dacd k,, ie{l, 2, .., t| te N}, este numir intreg par, atunci la ,trecerea peste zero-
ul ¢” semnul functiei f nu se schimba,
- dacd k,, ie{l, 2, ..., t| te N}, este numir intreg impar, atunci la , trecerea peste zero-

ul ¢” semnul functiei f* se schimba in opus.

x(3=x)(x+4)* >0

Sa se rezolve in R inecuatia 5
X" =5x+6

Rezolvare:
DVA: xe R\{2; 3}.
Transformdm membrul stang al inecuatiei si obtinem

x(x=3)(x+4)*
(x=2)(x=3)

x(x=3)(x+4)*
(x—=2)(x—3)

. Prin urmare, trebuie sa aflam valorile lui x

<0. Fie functia f

definita prin formula f(x)=

pentru care f(x) < 0.

Zerourile numaratorului sunt 0, 3, —4, iar ale numitorului sunt 2 si 3.

Conchidem ca in 0 si 2 functia f 1si schimba semnul, iar in —4 si 3 semnul (functiei f)
ramane neschimbat.

,,Curba semnelor” T~ — + ~_ DN
este urmatoarea: 4 0~———2 3 X

Deci, f(x) < 0 pentru xe [0, 2)U {—4}.
Raspuns: S ={-4}U[0, 2).

Factorii in (1) pot fi de forma a,x+b,, i€ N, si/sau asz +b,x+¢;, unde discriminantul

j b
ecuatiei asociate trinomului este negativ.

@

MODULUL ~ ]
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Exercitii si probleme propuse

=
=]
=
§ Profilurile umanist, arte, sport
) A
1. Sa se traseze graficul si sd se determine proprietatile functiei /: R — R, daca:
a) f(x)=x"+1; b) f(x)=3x"-1; ¢) f(x)=—x"-7x-12; d) f(x)=3x"+2x-5.
2. Saserezolvein R ecuatia:
a) x’ —4x-21=0; b) 25z +10z-3=0; c)t’—4t-5=0; d) x> +2x-9=0.
3. Sase afle suma si produsul solutiilor ecuatiei fard a o rezolva:
a) x> +10x+20=0; b) x> —16x+63=0; c) 22 +0,6z-1,2=0; d) 2t -3t-6=0.
4. \ Investigati! Sa se determine semnele solutiilor ecuatiei fara a o rezolva:
a)t’—18t+17=0; b) 3x* —x—2=0; ) 22 +z+0,5=0; d) 3x* +x-2=0.
5. Fieecuatia 2x* —x—1=0 si x,, x, solutiile ei. S se calculeze, fird a rezolva ecuatia, valoarea expresiei.
1,1
P+ xl; —t+—.
a) x; +x;; b) X x,

6. Saserezolvein R inecuatia:
a) x° —5x+6>0; b) 3x —x+1<0; c) —2x* —x+4<0; d) 2x+7>2x> +8x+11.

£ .. N . . . .. . .
7. B 8 Lucratiin perechi! Sa se determine intervalele in care functia f: R — R ia valori pozitive (respectiv negative):

a) f(x)=3x"—4x+1; b) f(x)=—2x2—4x+%; ¢) f(x)=x"+3x.
. N - x=-y=0, 2x+y=1, x+y=2, x—2y=-1,
8. Saserezolveln RxR sistemul de ecuatii: a) {xz £y =10; ) {xZ Vel c) rryioT: ) 4 4y =0,

9. Fiefunctiile: f:R—>R, f(x)=3x>+x-4,si g2 R>R, g(x)=2x-4.
a) Sd se traseze in acelasi sistem de coordonate graficele G, si G,.
b) Sa se determine proprietatile functiei f'si functiei g.
c) Sé se determine pentru care valori ale lui x este adevarata inegalitatea f(x) > g(x).

0%
10. 876% Lucrati in perechi! Fie functiile f:R—R, f(x)=x"+6x+5,si g:R—>R, g(x)=x+5.
Sa se arate ca graficele celor doud functii au puncte comune.

11. Traiectoria unei mingi poate fi modelata prin ecuatia y =-3x> —6x+5.
Sa se afle Tnaltimea cea mai mare la care ajunge mingea in zbor.

12. (@ 2024, pretestare) Determinati valorile reale ale lui @, pentru care ecuatia
x*+(l—a)x—a—6=0 are doua solutii reale x, si x,, care verifica relatia
x;+ x4+ xx, =19.

13. Catetele unui tringhi dreptunghic au lugimile de x+1 | 17. Una din laturile unui dreptunghi este cu 7 cm mai mare
si 2x—1. Sa se afle perimetrul triunghiului, daca decét cealalta. Care poate fi lungimea acestei laturi, dacd
ipotenuza lui are lungimea de x —4. aria dreptunghiului este mai mica decat 60 cm’ ?

14. Perimetrul unui triunghi dreptunghic este de 84 cm, iar | 18. Si se determine multimea 4= {te Z|2t> —5¢t—-3=0}.

ipotenuza lui este de 37 cm. Sé se afle aria triunghiului. | o (ﬁ 2023) Determinati valorile reale ale lui a, pentru

15. Un lot de pamant de forma dreptunghiulara cu aria de care ecuatia x’ +ax+3—a=0 are doua solutii reale
2080 m” a fost imprejmuit cu un gard de lungimea 184 distincte si pozitive.

m. 84 se afle lungimea si laimea lotului. 20. (@ 2024) Determinati cea mai mica valoare intrea-

16. O barca cu motor a parcurs 46 km pe un rau, in directia gd a lui a, pentru care una dintre solutiile ecuatiei
curentului de apd, si 10 km peunlac in 1 h 30 min. Sa se
determine viteza barcii, daca viteza apei este de 5 km/h.

x* —(2a—6)x+9—6a=0 apartine intervalului (1, +o).



21.

22.

23.

. Sa se traseze graficul si sa se determine proprietatile functiei f/: R — R, daca:

® A

10.

11.

12.

13.

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati ’

Un fermier vrea sa ingradeasca un ocol pentru animale de forma unui trapez isoscel. Laturile neparalele ale trapezului au
lungimea de 10 m, iar baza mare este de 1,5 ori mai lunga decat baza mica. Ce lungime trebuie sd aibd baza mica pentru
ca lungimea gardului sé fie mai mare de 50 m?

MODULUL

( @ 2022) Determinati cea mai mica valoare intreagd a lui a, pentru care ecuatia x° + (¢ —8)x+a’ +16=0 are doud
solutii reale distincte.

(@ 2023) Fie fuctia /:R—R, f(x)=x"+(p—1)x+g° +2. Determinati valorile reale ale lui p si ¢, pentru care

punctul A(—%; 0) este varful parabolei, ce reprezinta graficul functiei f.

Profilul real

a) f(x)=x"-5; b) f(x)=3x"+1; ¢) f(x)=—x>+T7x+12; d) f(x)=3x"+2x-5.

R
Q& Lucrafiin perechi! Parabola y = 3x” a fost deplasati cu 3 unititi de-a lungul axei Ox si

cu 2 unitati de-a lungul axei Oy.

a) Sa se determine functia g, al carei grafic este parabola obtinuta in urma acestor transformari.
b) Cate functii pot fi determinate?

c) Sa se traseze graficul pentru fiecare functie obtinuta.

O nava cosmica este lansata cu viteza initiala de 100 m/s. Dependenta dintre distanta /
parcursa de nava si timpul 7 este (la etapa initiala ¢ [0, 11]) descriséa de functia definita prin
formula A(t) =100t —4,9¢>. Ce distantd a parcurs nava in primele 10 secunde?

Sa se determine lungimile laturilor unui dreptunghi de arie maxima, daca perimetrul lui este
de20 cm.

Sa se rezolve in R ecuatia: a) |x* =5x+4|=2; b) | x(x-3)|=4.

Sd serezolve in R inecuatia:  a) x* —3|x|—-4<0; b) |x]|-|x—1]=20; ¢) |x—1]-]x=2|<6.

Sa se scrie ecuatia cercului de centru A(4, 5), tangent la dreapta y =2x+ 3.

O minge aruncati in sus cu viteza initiald de 72 m/s se va afla peste ¢ secunde la iniltimea A(t)=72¢t—4,9¢" (de la
suprafata pamantului).

a) Sa se afle inaltimea la care se va afla mingea peste 5 s. b) Peste cate secunde mingea va cadea pe pamant?

& & Lucratiin perechi! S& se determine domeniul de definitie al functiei f: D — R:

2) f(r)=—" 2 b) f(x)=x'—|x];

X' =5x+6"
¢) f()=vx tx A9 x; d) f(x)=L4—\/x2 “3x-4.

X+
X*+2 3x-2_8

2
x+l+x 5

Saserezolve in R ecuatia: a) il =3 b) w2 a3
1,11 x+y=14, x y_s
Si serezolve in RxR sistemul de ecuatii: a){x y 6’ b) §x A 25, c)yy x 6
2x—-5=y; y x 12° x—-y=2.
2.2 = 2 _ —
Sé se rezolve in RxR sistemul de ecuatii: a) ¥y +xy-72=0, b) () =2x+y)=15,
’ x+y—-6=0; x+xy+y=11I.

N 2 2
) . . . . . ol xT+ =5
\ Investigati! Pentru care valori reale ale lui m sistemul de ecuatii { Y ’
X—y=m

a) are o unica solutie; b) are doua solutii; ¢) este incompatibil?
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14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Una din laturile unui dreptunghi este cu 7 cm mai mare decat cealaltd. Care poate fi lungimea acestei laturi, dacd aria
dreptunghiului este mai mica de 60 cm?>?

X = —y=
é%% Lucrati in grup! Sa se rezolve in RxR sistemul de ecuatii: a) {;;j— =y 3 4, b) {iz J:} E 1; AL
Sa se rezolve prin metoda descompunerii in factori sistemul:
a) xz—y2:5, b) x_xy=_2’ C) |3x_l|_y207
(x=y)=9; (x+y)’ =16; x+xy=1.

Sa se rezolve problema prin compunerea unui sistem de ecuatii.

Dintr-un port s-au pornit concomitent doud nave: una spre sud, iar cealaltd — spre est, deplasandu-se rectiliniu si
uniform. Peste doua ore, distanta dintre ele era de 60 km. Sa se afle viteza fiecarei nave, daca se stie ca viteza primei nave
este cu 6 km/h mai mare decat viteza navei a doua.

Sa se rezolve sistemul prin metoda grafica si apoi sa se verifice analitic solutiile obtinute:
x*—4x—6y =20, x*—8x—4y=6, x* +y? =36,

a) {xy=—8; b) {y2+5y—5x:0; ){x2+6y:36.

a) Sa se scrie ecuatia cercului ce trece prin punctele 4(2; 0), B(5; 0) si este tangent la axa Oy.

b) Si se afle coordonatele punctelor de intersectie a parabolelor y =-2x>—x—6 si y=x"-2.

¢) Si se afle coordonatele punctelor de intersectie a hiperbolei yx=2 si cercului x* + y* =4.

Saserezolvein R ecuatia: ) [x—1|—3|x+4|=x;  b)||2x+1]|—2x|=3]x+2]; c)ﬁzﬁx—l\.
Q3
é&éLucraﬁ in grup! Sa serezolve In R inecuatia:
a) ¥ —9x+18|+ x>5  b)|2x=3|>|x=5|-3]2—=x|; ) |x—4|>|x+2];
) L St S U PN TP £ [1=3x || x> —x| 0.
(x=1)

Sa se rezolve in R x R sistemul omogen de ecuatii:

x*=3xy+y =-1, x> +xy=0, x> +2y* =17,
A 13x* —xy+3y* =13; b) 2% +xy—y' =1; €| x* —2xy =-3.

L . [ .
8~ Lucrati in perechi! Sa se rezolve in R X R sistemul de ecuatii simetrice:

x+y+xy=23, x* 4y =1, xy=2,
2) {xz+y2 =34; b {x+y=2; 2 {x2+y2:12.
Propuneti cateva metode de rezolvare a sistemului c).
Sa se rezolve problema prin compunerea unui sistem de ecuatii:
a) Doua uzine trebuie sa produca intr-o luna, conform planului, 360 de piese. Prima uzina a indeplinit planul cu 112 %,
iar a doua — cu 110 %. Ambele uzine au produs in total 400 de piese. Cate piese a produs fiecare uzina peste plan?
b) La o uzina, pentru a produce un motor electric de tip A, se folosesc 2 kg de cupru si 1 kg de plumb, iar pentru a
produce un motor electric de tip B — 3 kg de cupru si 2 kg de plumb. Cate motoare de fiecare tip au fost produse, daca
s-au folosit in total 130 kg de cupru si 80 kg de plumb?

La arderea 1n exces a oxigenului cu 1,10 g amestec de metanol si etanol se obtin
0,896 I de dioxid de carbon (IV), calculat in conditii normale. Sa se determine
compozitia cantitativa a amestecului 1n unitati de masa.

a) Sa se rezolve problema prin compunerea unui sistem de ecuatii.

b) Sa se rezolve problema cu ajutorul ecuatiei.

xy=4,

Y Sé se rezolve acest sistem in RxR prin trei metode.
x +y =17.

Fie sistemul {

Intr-o solutie, care continea 40 g de sare, s-au turnat 200 g de apa si astfel concentratia solutiei s-a micsorat cu 10 %.
Ce cantitate de apa continea solutia initiala si care era concentratia ei?

(@ 2024, pretestare) Rezolvatiin R inecuatia Ll <x
X—

®
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29. Conform graficului nou de circulatie a autobuzelor, un autobuz parcurge distanta de
325 km cu 40 min. mai rapid. Sa se afle viteza medie cu care se deplaseaza autobuzul
conform noului grafic, daca se stie ca ea este cu 10 km/h mai mare decat viteza medie
prevazuta de graficul precedent.

MODULUL

30. Sase determine valorile reale ale lui a, astfel incat inecuatia
x> —(4a+1)x+(a+2)(3a—1)>0 si fie verificatd pentru orice x < 0.
7a> +a-2
x+a+l
32. Fiecercul x* +y* =9. Si se scrie ecuatia cercului care trece prin originea sistemului de axe ortogonale, prin punctul
A(1; 0) si este tangent la cercul initial.

31*. Sd se afle valorile reale ale lui  pentru care inecuatia x + < 7a -1 nu are solutii pozitive.

Test sumativ |

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Completati, astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:
3x-2y=-3, S
x —xy=1 x —xy=1.
2. Fie ecuatia —3x* —x+2=0.
a) Aflati solutiile reale ale ecuatiei.
b) Scrieti o ecuatie de gradul doi ale carei solutii sunt opusele solutiilor ecuatiei date.
3. Fiefunctia f/: D >R, f(x)=

a) Aflati D(f).
b) Determinati pentru care valori reale ale lui x functia f ia valori nenegative.

X
2_1'

4. Un buchet de flori format din 3 lalele si 4 narcise costa 44 de lei, iar un buchet format
din 6 lalele si 3 narcise, la acelasi pret, costd 63 de lei.
Cat costa o lalea si cat costa o narcisa?

Profilul real
1. Rezolvatiin RxR sistemul de ecuatii {x Y +xy 3,
)’ —xly=-2.
2. Fiefunctia /2 D >R, f(x):—“xlo’sc"'25 ylc
a) Aflati D(f). b) Reprezentati grafic functia f.

3. Dln statiile A si B, situate la o distantd de 600 km, pornesc concomitent unul spre celdlalt

e doua trenuri. Peste 6 ore, distanta dintre ele era de 60 km.
Daca trenul din A ar fiiesit cu 1 ora 30 min. mai devreme decat
cel din B, atunci trenurile s-ar fi intalnit la mijlocul distantei
dintre A si B. Aflati viteza fiecarui tren.

X

>0
4. Fiesistemul { x> -1~

—3x7+ <0.

a) Completati cu un numar real, astfel incat multimea solutiilor sistemului sa fie egala cu multimea solutiilor primei

inecuatii.

b) Rezolvatiin R sistemul obtinut dupa completare.
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BEE] Functia radical. Functia putere. Ecuatii irationale.

Inecuatii irationale
3.1. Functia radical

@ efinitie

Se numesc functii radical functiile f/: R >R, f(x)= 2"%, si
g: R, >R, g(x)=%/x, neN".

Exemplu

f: R>R, £(x)=3x si f;: R, >R_, f,(x)=%/x, sunt functii radical.

Proprietitile principale ale functiei radical

fiR>R, f(x)="Yx

1° D(f)=R.

2° Functia f are un unic zerou: x, =0.
Punctul de intersectie a graficului G, cu axa Oy
este O(0; 0).

3° f(x)>0 pentru xe (0, +0);
f(x)<0 pentru xe (—eo, 0).

4° Functia f este impara:

f(=x)= 2nﬂ - 2n+\y__1_ 2nf\l/_ =—f(x).

5° Functia f este strict crescatoare pe R (rezultd din
proprietatea 7° a radicalilor).

6° Functia f nu este periodica, deoarece este strict
monotona pe un interval infinit.

7° Functia f nu are extreme locale, fiindca este strict
monotona pe un interval infinit.

8° Functia f este inversabild. Inversa ei este

T R->R, f(x)=x"".

9° Graficul functiei /: R >R, f(x)=""x, neN"
yV
MO g

gR, >R, g(x)=%/x
1° D(g)=R,.
2° Functia g are un unic zerou: x, =0.
Punctul de intersectie a graficului G, cu axa Oy
este O(0; 0).
3° g(x)>0 pentru xe (0, +o0);
functia g nu are valori negative.
4° Functia g nu este nici pard, nici impara, deoarece
multimea D(g) <R nu este simetrica fata de O.
5° Functia g este strict crescatoare pe R, .

6° Functia g nu este periodica.
7° Functia g are extreme locale.
8° Functia g este inversabild. Inversa ei este
-1, -1 . on
g R, >R, g (x)=x".

9° Graficul functiei g: R, >R, g(x)= 23/;, ne N
y

0] X
Fig.7.7

a) Sd se traseze graficele functiilor f: R >R, f(x)=x"",si g:R, ->R,, g, (x)=x"".

b) Sa se compare proprietatile functiilor f, si g, cu proprietatile functiilor fsi g respectiv.

3.2. Functia putere cu exponent real

w efinitie

nent real.

Functia f: R, >R}, f(x)=x", aeR’", se numeste functie putere cu expo- I

Proprietatile principale ale functiei putere
1° Domeniul de definitie al functiei f este R’, fiindca puterea cu exponent real se examineazi

numai pentru o baza pozitiva.

2° Din proprietatile puterii rezulta ca functia f* este strict crescatoare daca o >0, iar daca
o <0, atunci f este strict descrescitoare pe R’.

3° Functia f nu este nici pard, nici impara. (Argumentati!)

4° Din cauza monotoniei pe D(f), f nu este periodicd, nu are extreme locale.
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Z >bservatie ‘

5° In functie de valoarea exponentului, graficul functiei putere poate avea una din formele
reprezentate in figura 7.8.

a) 7 b 7t o 't a>1

R 2

O X 0 X 0] X
AT Fig. 7.8

1
Functiile determinate de formulele f(x)=x" si g(x)= x , unde n este numar natural

impar, sunt diferite, deoarece sunt diferite domeniile lor de definitie: D(f)=R], iar
D(g)=R.

3.3. Proportionalitatea inversa

| O Ne amintim |

Dependenta dintre doud marimi x si y, data astfel Tncat, odata cu majorarea (micsorarea)

marimii x, marimea y se micsoreaza (majoreaza) tot de atatea ori, se numeste proportionalitate

inversa.

Proportionalitatea inversd intre marimi este exprimata prinrelatia x-y =k, unde k€ R
si xe (0, +o0).

@ efinitie

| O Retineti!

Functia de forma f:R" —>R", f(x) :E, ke R", se numeste proportionalitate
X

inversa.

Graficul proportionalitatii inverse este o hiperbola cu doua ramuri:

[ O Ne amintim ]

N

gﬁg Investigam

B\ VA
a) pentru £ >0 ramurile sunt situate
in cadranele I si I (fig.7.9);
b) pentru k& <0 ramurile sunt situate
in cadranele II si IV (fig.7.10). [9) x 9] £
Fig.7.9 Fig.7.10

Utilizand graficul proportionalitatii inverse (fig. 7.9 si 7.10), determinati proprietatile functiei

de forma f:R"—>R", f(x)=§, keR".

Exercitii si probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

N

1. \ Investigati!

Fie punctele A(—1; 0), B(~1;—1), C(0; 0), D(4; 2), E(8;2), F(=2;1).

Sa se determine care dintre aceste puncte apartin graficului functiei:

a) f:R>R, f(x)=x; b) /iR, >R, f(x)=+x; ¢) /:R° >R, f(x)=—%.

2. a) Sase traseze n

acelasi sistem de coordonate graficele functiilor /: R" - R", f(x) :% sig:R" >R, g(x)= —%.

b) Sa se determine proprietatile functiilor fsi g.

©
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MODULUL

3. Fiefunctiaradical /R, >R, f(x)= Jx. Si se afle valorile functiei fpentru xe {—16; —4; 0; 2; 8; 44; 64; 144}.
4. Fie functiaradical f/: R > R, f(x)= 3\/; . Sa se afle valorile functiei fpentru xe {-27; —8; —1; 0; 1; 8; 27; 64; 1000}.
5. Fiefunctia f/: R" >R, f(x) :_2%{ Sa se afle valorile functiei fpentru xe {-5; —3; —%; 0; \/5; 4,5; 10}.

6. Sa se scrie formula prin care este definita proportionalitatea inversa, stiind ca graficul acesteia trece prin punctul:
a) A(=2;6); b) B(%:3); ¢) C(l; =5); d) D=1 -10).

7. 6%_8 Lucrati in perechi! Sa se scrie formula care aratd dependenta volumului cubului de lungimea muchiei lui:
a) Sa se traseze graficul functiei definite prin aceasta formula. Este aceasta dependenta o proportionalitate inversa?
b) Sa se afle volumul cubului, stiind ca lungimea muchiei lui este de: a) 2 cm; b) 0,5 cm; ¢) 1,5 cm.
¢) Si se rezolve prin metoda grafici ecuatia x’ =—x—2.
8. a) Sa se scrie formula care exprima dependenta vitezei v de timpul ¢, fiind data distanta d.
b) Sa se arate ca aceasta dependenta este o proportionalitate inversa.

9. (@ 2023) Fie fuctia f: R" >R, f(x)= % Determinati dacd punctul M (\/5 —1; 3+ 1) apartine graficului
functiei f.

10. (@ 2022) Fie fuctiile /: R —R, f(x)=—x"+4x-7 si g:R" >R, g(x)= —g. Aratati ca varful parabolei, ce
reprezintd graficul functiei f, apartine graficului functiei g.

11. Sa se traseze graficul functiei: 5
a) [R-R, f(x)=4lx]; b) g¢:R" >R, g(x)=—".

5 | x|

12. ‘ Investigati! Sa se formuleze exemple de proportionalitéti inverse din diverse domenii.

Profilul real

1. Sase determine domeniul de definitie al functiei f:D — R:
a) f(x)=+x-3; b) f(x)=Ax+3.

2. Sase traseze graficul functiei:

a) f:D >R, f(x)=y2x; b) /2D >R, g (x)=+1-4x.
3. Sa se studieze paritatea functiei f: R > R:
a) f(x)=x"; b) f(x)=x".

4. Sa se determine suma si produsul functiilor f, g: D —>R:

a) f(0)=x", g(x)=x"; b) f()=Vx, gn)=+x.
&,
5. 8 & Lucratiin perechi! Folosind definitia monotoniei, sd se determine intervalele de monotonie ale functiei /> D —R:

D fO=¥+2 b fW=(x+D% O M= 4 &) f@)=(r+4)

6. Sa se arate ca functia f: D — E este inversabila si sa se determine inversa ei:
) R SR, f@=x b R SR, f=V4; o LR-R f()={7F.
77. Sa se determine suma, produsul si compusa f o g ale functiilor f, g: R —>R:

2) f(0)=Vx, g(x)=x; b) f(x) =", g(x)=3x.




Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati '

3.4. Ecuatii irationale

| Problema | O familie de fermieri are doud loturi separate de
pamant de forma patrata. Aria unuia este cu 32 de
ari mai micd decat aria celuilalt. Sa se afle aria
fiecarui lot, daca se stie ca pentru a le ingradi complet
fermierul a folosit un gard de 320 m lungime.

MODULUL

Rezolvare:
Fie x m? aria primului lot. Atunci (x — 3200) m? este aria lotului al doilea. Conform con-
ditiei problemei, obtinem ecuatia 4/x +44/x —3200 =320. Aceastd ecuatie este irationala.

Vom numi ecuatie irationald o ecuatie in care necunoscuta apare sub radical sau in

baza puterii cu exponent rational.
3 1

De exemplu, ecuatiile Yx-x+1= 2, x? +4x> +3=0 sunt ecuatii irationale.

| O Retineti! La rezolvarea ecuatiilor irationale, In urma efectudrii unor transformari, pot sd apara
| solutii straine.

De exemplu, in urma ridicarii ambilor membri ai ecuatiei f(x)= g(x) la o putere naturala
pard putem obtine solutii strdine. Deci, atunci cand transformarile efectuate nu pastreaza
echivalenta ecuatiilor e necesara verificarea.

1., Exercitiu Sa se rezolve in R ecuatia V4 —x =—x—2.
rezolvat

Rezolvare:
Ridicand ambii membri ai ecuatiei la patrat, obtinem 4 —x=x" +4x+4 < x> +5x=0.
Deci, x, =-5, x, =0.
Prin verificare in ecuatia initiald, ne convingem ca —5 este solutie, iar 0 nu este solutie a
acestei ecuatii, fiind solutie a ecuatiei v4—x =x+2.
| O Retineti! Daca ambii membri ai ecuatiei f(x)= g(x) iau valori de acelasi semn pentru x€ DVA,
atunci pentru orice ne N', ecuatiile f(x)=g(x) si (f(x))" =(g(x))" sunt echivalente
in DVA.
La rezolvarea ecuatiilor irationale vom tine cont de
eorema 3 | . _ 2
|,-7 Pentruorice ne N°, ecuatia %/ f(x) = g(x) este echivalenta cu sistemul {f ((x));(()g O
gx) =20,
iar ecuatia 24/ f'(x) = g(x) este echivalenti cu ecuatia f(x)=(g(x))*"".
M~> Exercitiu | Demonstrati teorema 3.

., Exercitiu Si se rezolve in R ecuatia v1—x* =x+1.

rezolvat Rezolvare: x=>-1;
= 5

> -
\/1—x2=x+1<:>{x+1_0’ l:x=—1,4:)|:§ L

o
2 _ 2
I-x"=(x+1) =0
Raspuns: S ={-1; 0}.
Mentionam ca ecuatiile f(x)=g(x) si f(x)=—g(x) au acelasi DVA. De aceea, rezol-
vand o ecuatie prin metoda ridicarii ambilor membri la o putere naturala para si convingandu-

ne ca solutia obtinutd x, apartine DVA, nu putem afirma ca x, este o solutie a ecuatiei
irationale. Dar daca x, ¢ DVA al ecuatiei initiale, atunci x, este o solutie strdind pentru ea.
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Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

[ O Retineti! |

f
1., Exercitiu
: rezolvat

g 7bservatie |

Solutii straine pot apdrea, de asemenea, In urma efectudrii unor substitutii.

Sa se rezolve in R ecuatia Vx+1+3x+1=3x-1 (D).

Rezolvare:

Ridicdm ambii membri ai ecuatiei (1) la cub si obtinem ecuatia:
YE+DEx+1) WUx+1+33x+1)=—(x+1) (2), echivalenti cu cea initiala.

Tinand cont de ecuatia (1), inlocuim expresia dintre paranteze cu ¥x—1 si obtinem

3\/ (x+D(x=1)(Bx+1) ==(x+1) (3). Ridicam la cub ambii membri ai ecuatiei (3) si obtinem
ecuatia (x+1)(3x+1)(x—1)+(x+1)’ =0, cu solutiile x, =—1, x, =0.

Prin verificare 1n ecuatia initiala, ne convingem ca —1 este o solutie, iar 0 nu este solutie a
acestei ecuatii.

Raspuns: S ={-1}.

Ridicand ambii membri ai ecuatiei (1) la cub, am obtinut ecuatia (2), echivalentd cu cea

data. Substitutia expresiei 3/x+1+3/3x+1 cu 3/x—1 a condus insi la aparitia unei solutii
straine.

Verificarea solutiilor este un lucru necesar la rezolvarea ecuatiilor irationale, in afara de
cazul in care toate ecuatiile obtinute in procesul rezolvarii sunt echivalente in DVA al
ecuatiei initiale.

[ O Retineti!

O metodi generald de rezolvare a ecuatiilor irationale constd in transformarea lor in

ecuatii (sisteme ce contin atat ecuatii, cat si inecuatii) fara radicali, echivalente cu ecuatia
irationald data. In urma aplicéarii acestei metode, verificarea nu este obligatorie.

Sa se rezolve in R ecuatia v/2x+3 = x.

1., Exercitiu
rezolvat

Rezolvare:
x=0;

> >
«/2x+3=x<:{x_0’ @{x_o’ |:x=—1,<:>x=3.

x+3=x T\ —2x—3=0" "
x=3

Raspuns: S =1{3}.

Uneori, aceastd metoda complica procesul de rezolvare, de aceea in astfel de cazuri se
folosesc alte metode (se aplica teorema 3 sau metodele descrise mai jos).

Dacé determinarea DVA sau a conditiei g(x) =0 este mai dificila decat Insasi rezolvarea
ecuatiei date, nu vom determina DVA si nu vom rezolva inecuatia g(x) =0, ci doar vom
verifica daca solutiile obtinute satisfac aceste conditii.

Uneori insd, odatd cu determinarea DVA se incheie rezolvarea ecuatiei date.

., Exercitiu
} rezolvat

Sé se rezolve in R ecuatia Vx+42-x=x-3.

Rezolvare:
x=0, >3

DVA: i2-x20, & {x < 2’ Acest sistem de inecuatii nu are solutii, deci ecuatia initiald
x=320 -

nu are solutii.
Raspuns: S =0.

Vom examina unele metode frecvent aplicate la rezolvarea ecuatiilor irationale.



1., Exercitiu
. rezolvat

g 7 bservatie
» %

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

1/ Metoda ridicarii ambilor membri ai ecuatiei la aceeasi putere naturala
Metoda aceasta se aplicd, de reguld, la rezolvarea ecuatiilor de tipul:

V7 () = g0 1 () £4/g(0) = h(x); 41 () £4/g(x) =4/h(x), ke N, k22.
Sa se rezolve in R ecuatia Vx+1+43x+1=8.
Rezolvare:

Aflam DVA: {

x+12>0, o re [__ oo
3x+120 3’ ]

Separam un radical si, prin ridicare la patrat in DVA, obtinem:

(Wx+1) =8—3x+1)’ & x+32=8/3x+1.

Ridicdm la patrat ambii membri ai ultimei ecuatii si obtinem ecuatia x> —128x + 960 = 0,
cusolutiile x, =8, x, =120.

Efectuam verificarea, deoarece transformarile n-au fost echivalente.

Valorile x,, x, € DVA. Deci, ambele valori pot fi solutii ale ecuatiei initiale. Prin verificare
in ecuatia initiald, ne convingem ca 8 este o solutie, iar 120 nu este solutie a ecuatiei initiale.

Raspuns: S ={8}.

2| Rezolvarea ecuatiilor de tipul f(x)%/g(x)=0, ke N’

g(x)=20;
Aceasta ecuatie este echivalentd in DVA cu sistemul [ f(x)=0,
Exemplu g(x)=0.
Sa se rezolve in R ecuatia (x* —4x+3)vV4—x> =0.
Rezolvare: 4o 220, c=2
(x* —4x+3W4-x* =0 |:x2 —4x+3=0,=|x=1, Raspuns: S =1{-2;1; 2}.
4—x*=0 x=2.

3! Metoda utilizirii necunoscutelor auxiliare

a) Utilizarea unei necunoscute auxiliare

Uneori, prin utilizarea unei necunoscute auxiliare, ecuatiile irationale se reduc la ecuatii fara
radicali.

Exemplu

Sa se rezolve in R ecuatia 3x* +15x +2+/x° +5x+1=2.

Rezolvare:
3x7 +15x+2Vx* +5x+1=23(x" +5x + 1)+ 24/x" +5x+1-5=0.
5

Fie vx’ +5x+1=¢20. Obtinem ecuatia 3> +2¢—5=0, cu solutiile ¢, =1, ¢, = -3

Deoarece ¢, =—§< 0, rezolvdm doar ecuatia +/x’+5x+1=1, care are solutiile
x, =0, x,=-5.
Asa cum transformarile efectuate sunt echivalente, verificarea nu este necesara.
Raspuns: S ={-5; 0}.

b) Utilizarea a doua necunoscute auxiliare

Pentru a rezolva unele ecuatii irationale, € mai convenabil de a utiliza doud necunoscute
auxiliare. Acest procedeu permite de a reduce ecuatia irationala la un sistem de ecuatii fara
radicali.

Aceasta metoda poate fi aplicata la rezolvarea ecuatiilor care contin doi radicali.

o

MODULUL ~
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Functii elementare

Z ) bservatie

. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

Exemplu
Sa se rezolve in R ecuatia Yx+dx+1=1.
Rezolvare:

DVA: x+120 & xe[—1, +o).

3
. VX =u . e e 1 « A
Fie > (*) Atunci ecuatia initiald se transformd in u+v=1.
x+1=w.
Pentru a obtine Incad o ecuatie cu necunoscutele u §i v, ridicam la puterea a treia si,
3
x=u’,

respectiv, la puterea a doua membrii ecuatiilor sistemului (*). Obtinem sistemul Lo )?
x+1=v",

de unde u® —v* =-1.
R

N =L Rezolvand sistemul, obtinem solutia
u+v=l.

Astfel, am obtinut sistemul de ecuatii {
{u =0, (Verificati!)
v=I. ,
Yx =0,
Vx+1=1.
Obtinem solutia x =0e DVA. Prin verificare, stabilim ca 0 este solutie a ecuatiei initiale.

Raspuns: S ={0}.

Deci, pentru a determina solutiile ecuatiei initiale, vom rezolva sistemul {

4| Rezolvarea ecuatiilor de tipul ***i/ f(x) = g(x), ke N’

Aceasta ecuatie (conform teoremei 3) este echivalentd cu ecuatia f(x) =(g(x))
orice ke N".

2k+1 , pentru

Exemplu

- A -3 3 2
Sa se rezolve in R ecuatia ¥Vx™ +x" +x—12 =x.
Rezolvare:

DVA: xe R. In DVA obtinem:
VX +x’+x-R=xo X +x+x-12=x = x> +x-12=0,
de unde x, =-4, x, =3.
Raspuns: S ={-4; 3}.

5! Metode speciale de rezolvare a ecuatiilor irationale
a) Metoda inmultirii ecuatiei cu conjugata expresiei ce reprezintid unul dintre mem-
brii ecuatiei
Exemplu
Si se rezolve in R ecuatia vx* —3x+3+vx> —3x+6=3 (5).
Rezolvare:
Inmultind ecuatia (5) cu expresia nenuld pe DVA: @(x) = Vx? =3x+3—4/x =3x+ 6,
obtinem x> —3x+3—x>+3x—6=3(x> =3x+3 —Vx’ —3x+6) &
o Ax* —3x+3 x> —3x+6=—1. (6)
Adunand ecuatiile (5) si (6), obtinem vx* —3x+3 =1.
Astfel, x* =3x+3=1& x*-3x+2=0, deunde x, =1, x, =2.
Substituind valorile 1, 2 1n ecuatia initiald, ne convingem cd ambele sunt solutii ale acesteia.
Raspuns: S ={1; 2}.

Aceasta metoda se aplicd, de regul, la rezolvarea ecuatiilor irationale de tipul

V() £ g (%) =h(x).



Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati ’

b) Metoda completdrii pdtratului (cubului etc.) sumei sau diferentei sub radical

-
Exemplu ;
Sa se rezolve in R ecuatia \/x+ 24x—1 +\/x—2\/x—1 =x-1. 8
Rezolvare: =

Vit 2dx—T+x—2Vx—1 =x—1e JWa-1+1) +,/a-1-1) =x-1
S Vx—1+1|+|Vx-1-1|=x-1eJr—1+1+|/x-1-1|=x-1.
Substituind /x—1= t, t>0, in ecuatia datd, obtinem ecuatia ¢ +1+|z—1| =¢>.
Rezolvand ultima ecuatie prin metodele cunoscute (tindnd cont de substitutia Jx-1= t,
t20), obtinem ¢ = 2, iar solutia ecuatiei initiale este x =35.
Raspuns: S ={5}.
Ip bservatie | Deseori ecuatia irationala poate fi rezolvata prin mai multe metode.
’ Experienta va va ajuta sa alegeti metoda cea mai eficientd pentru ecuatia data.

Exercitii si probleme propuse
Profilul real

1. Saserezolvein R ecuatia:

a) Vx+1=1; b) Vx—-1=-7; ) Vx+2=x;
d) VX' =3x+4-x=2; e) V17 +2x—3x" =x+1; ) Vx*+2x+10=2x—1.
2. Saserezolvein R ecuatia:
a) Vx=x+1; b) Vx+3=x-1; ) V5—x+x—6=x; d) V2x+5-+3x-5=2.

3. 8_& Lucratiin perechi! S se completeze cu un numar real, apoi s se rezolve ecuatia obtinutd:
a) JV1-2x = “x+1; b) 4/ ‘x+2=1-3x; c) 4/0,5x— =x+2.
N 2
4. \ Investigati! Sa se determine valoarea de adevir a propozitiei ¥x* =1 x3 =1, @

5. a) (@ 2022) Rezolvatiin R ecuatia v4—x =x—2. 8. Saserezolve in R ecuatia:

b) (€@ 2015) Rezolvatiin R ecuatia /2x+3 = x. a) (x' —DVx’ =7x+12=0; b) (2x° —x—I)Vx’—64=0.

6. Siserezolvein R ecuatia: 9. Utilizdnd o necunoscuta auxiliara, sa se rezolve in R
tia:
a) (1-x*)W2x—5=0; eouas
) ( ) a) X +4x +2x+8=12-2x; b) x—S\/;+6=O;
b) Bx* —x—2)/1-4x =0; 3 1
c) x2—2x>+1=0.
¢) (1-3x)Wx* =2x+1=0;

, \/27 10. Prin metoda inmultirii cu conjugata unei expresii, sa se
d) (" =5x+6)V2x" —x =3 =0; rezolve in R ecuatia:

a) Vx' —2x—4 +~/x* +3x—1=4;

b) VX’ +9 —vx* -7 =2.

e) corespunzatoare problemei de la inceputul secventei
3.4 51 sa se raspunda la intrebarea problemei.

7. Saserezolve in R ecuatia:

(8 - s }
a) Vsx—1-3x-2=+x-1; 11. 8 & Lucrati in perechi! Utilizdnd doud necunoscute
b) Vx+6 =vx+7 —2x-5; auxiliare, sa se rezolve in R ecuatia:

o) ¥x—-5=x+1; a) 2x—1+x+3=2 b ¥12—x +114+x=2;
d)V2-x=1-vx-1. o) ¥Vx+24+412—x =6.
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12.

13*
14.

15.
16”

17.

Aplicand o metoda cat mai eficientd, sa se rezolve in R ecuatia:

a) Vx+3+/x+4=Vx+2+J/x+7; b)w/zo;x+ Zojc—x:\/g;

O Vxr2vx—1—yx—2Jx-1=2 d) Vx+3-ar—1 +yx+8—6vx—1=1;

&) VO t1 +37+x+1=4; f) (x+4)(x+1)=3Jx" + 5542 =6.

. Sa serezolve in R ecuatia:  a) {/(x+1)2+{/(x—1)2:4-</x2—1; b) 4 - ! =3
x+dxi+x x—xiex X

Sa se compuna o ecuatie irationala care:
a) nu are solutii; b) are o unica solutie; ¢) are doua solutii.

Sa se compuna o ecuatie irationala ale carei solutii sunt numerele 4 si—1.

N

. ‘ Investigati! Sa se rezolve in R si sa se discute dupa parametrul a, a€ R, ecuatia:

a) 3\/(a+x)2+4-3\/(a—x)2=5~3\/a2—x2; b) Vx+a =a—+/x.
(@ 2012) Determinati valorile reale ale parametrului m, pentru care ecuatia \/ x> =2mx+m’ +m =+2m—x admite o
singura solutie reala.

3.5. Inecuatii irationale

Problema | Sa se rezolve in R inecuatia x—3«/;— 4<0.

Aceastd inecuatie este irationala.

Vom numi inecuatie irationald o inecuatie in care necunoscuta apare sub radical sau in

baza puterii cu exponent rational.
2 1
De exemplu, inecuatiile x* —x* —-22>0, «/;+\/x+1 <1, «/x—l >2, \/x+1 <=2 sunt

inecuatii irationale.
Inecuatiile irationale se rezolva aplicand procedee si metode similare celor folosite la
rezolvarea ecuatiilor irationale.

Z > bservatie | In procesul rezolvirii inecuatiilor irationale vom efectua transformari echivalente, luand

in considerare urmatoarele afirmatii:
1» Daca n este un numar natural impar, atunci inecuatiile f(x) < g(x) si
(f(x))" <(g(x))" sunt echivalente.
> Daca functiile f'si g sunt nenegative intr-o multime A, iar n este un numar natural,
atunci inecuatiile f(x)<g(x) si (f(x))" <(g(x))" sunt echivalente in multimea M.

1> Daca functiile f'si g sunt negative intr-o multime M, iar ne N* este un numar
natural par, atunci inecuatiile f(x)<g(x) si (f(x))" >(g(x))" sunt echivalente in
multimea M.

I, EXxercitiu Sa se rezolve in R inecuatia:

rezolvat a) Jx—1<3; b)) Jx-123 o) Jx-1>-3; d) Jx-1<-3.

Rezolvare: 150
-1 > >
a) vx—1 <3<:>{zcm)’2 .3 ®{§:1L<9<:>{§;}’0®1Sx<10' Raspuns: S=[1,10].
—-1>0, >
b) Vx—-123¢& * = =1, <& x210.  Raspuns: S =[10, +oo).
Wx-1)=3> " |x=10
x—-1)°2 >

) Vx—1>3ox-120< x>1. Raspuns: S=[l, +oo).
d) Vx-1<-385=3. Raspuns: S=0.



Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati
Expunem metodele principale de rezolvare a unor tipuri de inecuatii irationale.
1! Inecuatii irationale de tipul m < g(x) ()0
In baza proprietatilor radicalilor si ale inecuatiilor, W <glx)e f‘(x) > 0,,
f)<g’ ().

MODULUL ~ ]

2| Inecuatii irationale de tipul ./ f(x) > g(x)

Aplicand proprietatile radicalilor si ale inecuatiilor, obtinem:

{f‘((fc)) ; %- {g (x)< (()),
b 2 i
>0, 20,

oz,

g ) bservatie | Dinsistemul al doilea a fost exclusa inecuatia f(x) =0, deoarece ea rezultd din inecuatia

a doua a acestui sistem.

., Exercitiu
. rezolvat

Sa se rezolve in R inecuatia v3x+1> 2x.

bservatie

bservatie

|

|

Rezolvare:
{2x<0, .
3x+1>0; 1

Grrl>2 e 2i>0 & xe[ 3’0]’@xe[—%,1).
{3x;1 4 Lel0D

3
3| Inecuatii irationale de tipul \/m <g(x) 2(x) 20,
In baza proprietatilor radicalilor si ale inecuatiilor, W <gx)e 1 f(x)=0,
f)<g* ().
V() =g(x),
J/@) <g@.

Raspuns: S = |:—l, 1].

In unele cazuri este mai eficient sa folosim totalitatea mixta [
echivalentd cu inecuatia initiala.

4| Inecuatii irationale de tipul 4/ f(x) 2 g(x)
In baza proprietatilor radicalilor si ale inecuatiilor,

f(20,
linso [z
JI0zsme|[fmzo, o |00
>0 7
A {ﬂmZg%m.

VS (%) =g(x),

Uneori este mai eficient sa utilizam totalitatea mixta [ \/— echivalenta cu
f(x) > g(x),
inecuatia initiala.

5/ Inecuatii irationale de tipul g(x)%/ f(x) <0
In baza propriettilor radicalilor si ale inecuatiilor, g(x)%/f(x) <0< {g (x) <0,

1., Exercitiu
: rezolvat

J(x)>0
x—2<0, x<2,
(x-2Wx+5<0< = & -S5<x<2.

x+5>0 x>-5

Raspuns: S =(-5, 2).
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[ O Retineti!

2

Similar vom proceda in cazurile cand semnul ,,<” va fi inlocuit cu ,,>”, ,,=”,,,<”.
b b

La rezolvarea inecuatiilor irationale vom aplica aceleasi metode ca si la rezolvarea ecu-
atiilor irationale: ridicarea inecuatiei la o putere naturald, utilizarea necunoscutelor auxi-
liare, completarea patratului (cubului) sumei sau diferentei sub semnul radicalului etc.

Exemplu
Sa se rezolve in R inecuatia v2x+1—+x—-2 2>1.
Rezolvare:

DVA: x € [2, +0). Inecuatia initiala este echivalenta cu inecuatia v/2x+1>1++/x—2. Ambii

membri ai acestei inecuatii sunt nenegativi iIn DVA, deci ridicam la patrat i obtinem inecuatia
echivalentd 2vx—2 <x+2.

x2>2,

-2< 22
20x-2<x+2&4x+220, 241220

4x-2)<(x+2)°
Luand in considerare DVA, obtinem solutiile x & [2, +o°) ale inecuatiei initiale.
Raspuns: S =[2, +).

Exercitii si probleme propuse

Profilul real

x—220,
{ & xe[2,400).

Sa se rezolve in R inecuatia:

1. a) vx+12>2;
2. a)2x+3>1;

d) Vx? =3x+2>-5;
3. a) xd/x+1<0;

b) Vx+1<2; c) Vx+12>2-2; d) Vx+1<-2.
b) V1-x <2; c) Vx' =3x <-3;

¢) ?“;2 <1; f)x+2>-2.
— 44X

b) xvx+1<0; c) xWx+1>0; d) xv/x+120.

Sé se rezolve in R inecuatiile (4-9): 7. a) (x*—1) [4_+* >0: b) 2x? —x—DWx’ =1 <0.

4. a) J/2x+10>3x-5;
c) VX' =5x+6>x+

B) V' —4x <x=3; g, o) V3-200-x" ) Jxvl

4;  d) J(x—4)(x+1) <3(x+1); X 2—x

<2;

1 1
e) Vx’ —2x >x; D V1+x° <2+x. ©) ,/2+x<1—x'
o 2 2 [ . 1-x _ 2x+1 l
5. é;éLucm,tiinperechi! a)%zo; 9. a) X +yx" +11>31 b) v+l —x 212,
x =9 \/27 2
Dy — x =3x+523x+7—-x".
b) (x=Dvx-8 >0 ¢) (x* =3x)1-x<0. ©)

x*-16

6. a) Jx+3<24+x—4; b) ¥1+3x +31-3x >2;

c) (x—4Vx* -3 <X

10. (4@ 2021)Rezolvatiin R inecuatia v/1—x <+/2x+4.

11. Saserezolvein R inecuatia x — 3Jx—4<0 (propusa
-16; d) Vx+3+Vx—2<2x+4. la inceputul secventei 3.5).

IR .o n . . . -
12. 2 8 Lucratiin perechi! Sa se completeze cu un numdr real, apoi s se rezolve in R inecuatia obtinuta:

a) 4 x+42x;

b) 4 x> =3x—4<|  x+l )3 —x—=2>3-x+

13*. Sa se compuna o inecuatie irationala care in R:
a) are o unica solutie; b) are doua solutii;

¢) nu are nicio solut

ie; d) are ca multime a solutiilor un interval de tipul (a, b).
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BEX} Functia exponentiald. Ecuatii exponentiale.
Inecuatii exponentiale

MODULUL

4.1. Functia exponentiala

In timpul reactiei nucleare in lant, in locul fiecirui neutron liber,
peste / secunde apar alti v neutroni liberi. Marimile / si v depind de
substanta si mediul in care are loc reactia. S-a determinat cd numérul
K de neutroni liberi in momentul de timp ¢ se estimeaza prin formula
K=K, """, unde K, este numirul de neutroni liberi in momentul
t, =0, e—o constantd numitd numarul lui L. Euler (e = 2,7). Functia

deforma f: R—R, f(t)=e", ‘usz_

, care apare in aceste cal-
cule, este o functie exponentiala.

@ efinitie Se numeste functie exponentiala functia /: R >R, f(x)=a", aeR}, a#1. I

De exemplu, f,g: R—>R, f(x)=2", g(x)= (%) , sunt functii exponentiale.

g 7 bservatie | Cazul a=1 se exclude din examinare, deoarece obtinem functia constantd f'(x)=1, ale

carei proprietati sunt diferite de proprietatile functiei exponentiale.

Proprietatile principale ale functiei exponentiale:

1° D(f)=R.

2° E(f)=R..
Intr-adevar, din proprietatile puterii cu exponent real se stie ci a* >0 pentru orice x real,
deci E(f)<R.. Poate fi demonstrati si incluziunea inversa.

3° Din proprietatea 2° rezultd ca functia exponentiala nu are zerouri. Graficul ei intersec-
teazd axa Oy in punctul (0; 1), fiinded @’ =1 pentru orice a > 0.

4° In virtutea proprietatilor de comparare a puterilor cu aceeasi baza si cu orice exponent real
(modulul 3, § 2), rezultd ca functia exponentiala este strict crescatoare pe R daca a >1 si
strict descrescatoare pe R daca 0<a<l.

g > bservatie In baza monotoniei, se obtin urmatoarele echivalente:

a">a’ @a>p (a, BeR,a>1),
a">a’ sa<B (a, BeR,0<a<]l),
a"=a’ oa=8 (o, BeR, ac R, a#1),
care se folosesc la rezolvarea ecuatiilor si inecuatiilor exponentiale.

5° Functia exponentiald nu este nici para, nici impara, deoarece f(—x)=a" =ix si exista
x,, astfel incat f(—x,) =L f(x,). “

6° Functia exponentiald nu este periodica, deoarece este strict monotona pe R.

7° Functia exponentiald nu are extreme locale.

8° Functia exponentiala este inversabila.

9° Graficul functiei exponentiale f: R—>R, f(x)=a"
figura 7.11.

a>0, a#1, este reprezentat in

b

% Fig.7.11
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MODULUL

N

Exercitiu

| In figura 7.12 sunt reprezentate grafic functiile

;Y//?

Exercitii
rezolvate

fi i ROR, fi()=2", m:(g).

Utilizand aceste grafice, determinati proprietatile
functiilor f, si f,.

1. Sa se compare numerele 5% si 5023,
Rezolvare:

Asa cum functia f: R—>R’, f(x)=5", 2 -1 o 1 2 x
este strict crescatoare, iar ﬁ >4/2,5, rezultd ca 593 5 5925, Fig.7.12

2. Sa se compare cu 1:

1)* 2
) (g) . B2
Rezolvare:

55 x
a) (%) este valoarea functiei exponentiale f: R—R., f (x):(é) , in punctul

5
Xy = /5> 0. Deoarece baza acestei functii este mai mica decat 1, rezulta ca (E) <l

3
b) (\/5—1) ? este valoarea functiei exponentiale f: R—R’, f(x) :(«/5—1)”, in
punctul x, = —% <0.
3
Deoarece baza acestei functii este mai mica decat 1, obtinem ca (\/5 -1 ?>1.
Functia exponentiala se aplicd in deverse domenii. De exemplu:

— infizica: cresterea numarului de neutroni liberi in cadrul reactiei nucleare este exponentiala;
— in geografie: schimbarea presiunii atmosferice in raport cu altitudinea este exponentiald;

. — Insociologie: cresterea sau descresterea populatiei unei tari este, de reguld, exponentiala;

— in politica: cresterea sau descresterea adeptilor unui partid politic, de asemenea, este
exponentiala;
— in biologie: inmultirea bacteriilor se descrie prin functie exponentiala;
— in economie, in domeniul antreprenorial, In domeniul financiar-bancar etc.
Astfel, antreprenorii, businessmenii, specialistii care lucreaza in domeniile finantelor, stiintei
si chiar in domeniul politicilor, pentru a observa tendintele descendente sau ascendente pe
piete, vanzari, investitii, imprumuturi, rezultate ale sondajelor etc., aplica doua functii:

100
unde y este sumd rdmasd dupd decddere pe o perioada de timp, a — suma initiald, b% —

1) Functia de degradare (descrestere) exponentiala, definita prin formula y = a(l - L) ,

— factorul de descrestere.

modificarea procentuald, x — perioada de timp, 1—%

2) Functia de crestere exponentiald, definitd prin formula y=a(1+%) , unde y

reprezintd suma finala obtinuta intr-o perioada de timp, a — suma initiald, b % — modificarea

procentuald, x — perioada de timp, 1+% — factorul de crestere.
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| Problema | Numdrul actual de abonati ai unui site este de 2500. S se afle peste cate luni numarul de
membri va fi de 100000, daca rata lunara de crestere este de 20 %.

Rezolvare:
Avem a =2500, h% =20%, y=100000. Vom aplica functia de crestere exponentiald
pentru a afla numarul de luni.

X

Astfel, 100000=2500 [ 1+ %) sau 40=(1,2)".

Deci, rezolvarea problemei s-a redus la rezolvarea ecuatiei exponentiale (1,2)" =40.

Solutia acestei ecuatii este x, =log, ,40= % =20,5.
Raspuns: 20,5 luni.
4.2. Ecuatii exponentiale
| Problema | Sipresupunem ci, la 3 ianuarie 2024, un elev a depus la banca 1 leu. Peste cati ani acest

elev va deveni milionar, daca dobanda anuald compusa este de 10 %?

Rezolvare:

Peste 1 an, elevul va avea pe cont 1+0,1=1,1 (lei), peste 2 ani, 1,1+0,11=121=1,1" (lei)
s.a.m.d. Fie x numarul respectiv de ani. Obtinem ecuatia 1,1" =1000 000.

Aceasta ecuatie este 0 ecuatie exponentiala.

Vom numi ecuatie exponentiald o ecuatie in care careva exponent al puterii este o
expresie ce contine necunoscuta, baza puterii fiind o constanta pozitiva, diferita de 1.
.. 2x—1 23 2 X .. .
De exemplu, ecuatiile 2* =8, 5-3™ =5, 4 —4" =20 sunt ecuatii exponentiale.
La rezolvarea ecuatiilor exponentiale vom tine cont de

|7—eorema 4 || Daci a>0 si a#1, atunci ecuatiile @’ =a*™ si f(x)=g(x) sunt echivalente. I

M”> Exercitiu | Demonstrati teorema 4.

Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de ecuatii exponentiale.

1/ Ecuatii exponentiale de tipul a’®=b,a>0,a#1, a,bcR

1) Fie f(x) = x. Ecuatia a* =b se numeste ecuatie exponentiala fundamentala. Sunt
posibile urmatoarele cazuri particulare.

a) b<0. Ecuatia a* =) nu are solutii.

b) b>0si b=a",aeR. Atunci ¢" =bs=a" =ad" @ x=a.

Exemplu. 5° =255 =5 < x=2.

Raspuns: S ={2}.

¢) b>0 si b nu este exprimat ca putere a lui a. In acest caz, folosim identitatea loga-
ritmica fundamentald b = a'****. Aplicand teorema 4, obtinem:

a'=bsa =a"" < x=log,b.

Exemplu. 3" =12 3" =3"" & x=log,12.

Raspuns: S = {log3 12}.

2) Similar se procedeazi la rezolvarea ecuatiei exponentiale de tipul a’™ =b, a >0, a #1,

a,beR.
Exemplu. 577 =2 57" =52 & 2x—1=log, 2 & 2x =1log, 10 & x = log, J1o.

MODULUL ~ ]
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2| Ecuatiile exponentiale de tipul a’” =a*™, a>0, a#1, ac R, sunt echivalente
(conform teoremei 4) cu ecuatia f(x)= g(x).

Exemplu. 02" =02"" o X -l=xr-1lox’' —x* =0 x*(x—1)=0.
Raspuns: S ={0; 1}.

3! Ecuatii exponentiale rezolvabile prin metoda descompunerii in factori

Exemplu. Sa se rezolve in R ecuatia 12+ 6" —4" -2 =0.

Rezolvare:

DVA: xe R.

Grupand termenii, obtinem: 12* +6" -4 -2" =0 (12°+6")-(4"+2") =0
S 276" +6)-27+2)=0 6°2"+1)=2" 2" +1)=0 (2" +1)(6" -27)=0.
Deci, 6" =2"=0 sau 2°+1=0, de unde 6" =2" sau 2" =-1.

Solutia ecuatiei 6" =2" (sau 3" =1) este x =0, iar ecuatia a doua nu are solutii.

Raspuns: S ={0}.

4| Ecuatiile exponentiale de tipul f(a*)=0 se rezolva prin metoda utilizdrii
necunoscutei auxiliare a* =t, t >0, care reduce ecuatia initiald la una de tipul f(¢) =0.

Exemplu. Sa se rezolve in R ecuatia 9" —2-3" =3.

Rezolvare:

DVA: xeR. 9°-2-3"=3&(3")’-2-3"=3=0. Fie 3" =¢,¢>0. Obtinem ecuatia
t* —=2t-3=0, cu solutiile ¢z, =3,1, =—1. Din aceste valori, numai #, =3>0. Rezolvim
ecuatia 3" =3 si obtinem x=1.

Raspuns: S ={1}.

| O Retineti! Unele ecuatii exponentiale, in care apar puteri cu aceiasi exponenti, dar cu baze diferite,
pot fi rezolvate prin metoda utilizarii necunoscutei auxiliare dupa impartirea fiecarui membru
al ecuatiei la una din aceste puteri.

Astfel de ecuatii au forma m-a> +n-a*b* + p-b** =0, m,n, pe R", a, be R’

Exemplu. Sa se rezolve in R ecuatia 8° +18—2-27" =0.

Rezolvare:
DVA: xe R. impirtind ambii membri ai ecuatiei initiale la 8", obtinem ecuatia
2x 3x X
1+(%) -2 (%) =0. Efectuand substitutia (%) =t,t>0, obtinem:

20— -1=0 (t-1)(2’ +t+1)=0 < t=1. Atunci (%) =l x=0.
Raspuns: S =1{0}.

5! Ecuatii exponentiale rezolvabile prin metoda logaritmarii

Exemple

1. Sa se rezolve in R ecuatia 4™ =3",

Rezolvare:

DVA: xe R. Logaritmand in baza 10, obtinem ecuatia (2x —1)Ig4 =x1g3, echivalenta cu
lg4

cea 1nitiala. Solutia ecuatiei este x = ———=——.
’ ’ ’ lgl6—1g3

. g4
R P S= ="
aspuns: S {1g16—1g3}



1.

. a) Sa se traseze in acelasi sistem de coordonate graficele functiilor f/: R - R, f(x)=3", si e R—=>R, g(x)= (J .

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

2. S se rezolve in R ecuatia 3° =4°.

Rezolvare:

DVA: xe R. Logaritmand in baza 10, obtinem ecuatia 6*1g3=5"1g4.
Logaritmand din nou, obtinem x1g6+Iglg3=xIg5+1glgd & x= %

- o |1glgd—l1glg3
Raspuns: S—{—lg 6-1g5 [

6! Unele ecuatii exponentiale pot fi rezolvate aplicand proprietitile functiilor
determinate de membrii respectivi ai ecuatiei.

Exemplu. Sa se rezolve in R ecuatia 5" =—4x+1.

Rezolvare:

DVA: xe R. Prin probe, gasim solutia x =0. Deoarece functia f, definita prin formula
f(x)=5", este strict crescatoare pe R, iar functia g, definita prin formula g(x)=—4x+1,
este strict descrescatoare pe R, rezulta ca graficele acestor functii au un unic punct de
intersectie. Prin urmare, ecuatia are doar solutia x =0.

Raspuns: S ={0}.

Exercitii si probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

\
\ Investigati! Adevarat sau fals?
a) Functia /1 R—>R, f(x)=(L5)", este strict crescatoare pe R.

X

b) Functia /:R—>R, f(x)= (i) , este strict descrescatoare pe R. @

¢) Functia /- R—>R, f(x)=3"", este strict crescatoare pe R.
d) Functia /:R—>R, f(x)= (é) , este strict descrescatoare pe R.
)
3
b) Sa se determine proprietatile functiilor f'si g.
Fie punctele A(1;2), B(0; 1), C(-1; -2), D(-2;4), E(0;—1). Sa se determine care dintre aceste puncte apartin grafi-
cului functiei:

a) f[:R—>R, f(x)=2% b) g:R—>R, g(x)z(é)x.

305 . . o A . L .
- &8 Lucrafi in perechi! Sa se scrie unul dintre semnele > sau <, astfel incat propozitia obtinutd sa fie adevarata:

1,5 2
2) 2% (0 2F, b)(%) (%) A WA (XD RN (K SRS S S

\ Investigati! Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei.
a) Punctul A(1; 8) apartine graficului functiei f: R - R, f(x)=2".

2x
b) Punctul B(0; 1) apartine graficului functiei g: R —> R, g(x) = (\/lg) . @
¢) Punctul C(-1;9) apartine graficului functiei #: R - R, h(x)=3%"

Sa se completeze caseta astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:

»Dacd 3" =a, ae R, atunci 3*** zl:l”.

MODULUL ~ ]
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7.

8.

10.

11.

12.

13.

. Sa se traseze graficul si sa se determine proprietétile functiei f: R — R:

Sa se traseze graficul functiei:
a) f:R>R, f(x)=2""; b) f:R—>R, f(x)=2""; ¢) :R->R, f(x)=2".

N
8_6% Lucrati in perechi! Sa se traseze graficul functiei:
x+1 x—1 2x
2) /1R >R, f(x)=(%) : b) f1RSR, f(x)=(%) ; ¢) f1R>R, f(x)=(%) .
N\
éﬁ%% Lucrati in perechi! O bacterie se inmulteste prin diviziune celulara.
a) Sa se scrie functia ce corespunde acestei variatii.

b) Sa se afle cate bacterii vor fi la diviziunea a 6-a. e
¢) Dar cate bacterii vor fi la diviziunea a 50-a? =

Numarul actual al adeptilor unui partid politic este de 360000. Sa se afle careeste
scaderea procentuald anuala, daca peste 3 ani numarul de adepti va fi de 45000.

Un antreprenor a investit cu capitalizare in constructii 120000 u.m. pentru o
perioada de 3 ani.
Sa se afle ce suma va obtine el, daca rata anuala de crestere este de 8 %.

I
Sé se traseze in acelasi sistem de coordonate graficele functiilor f: R =R, f(x)=3", si g:tR—>R, g(x)= (g) -
Ce ati observat?

N

\ Investigati! Sa se determine care dintre numerele urmatoare este mai mare §i care este mai mic decat 1:

" 1 1 1 3 "
a)(z); b) (V2)%; ) 2°%; d) 7 o) (V3-17 f)(g)~

Profilul real

x

a) f(x)=4" b) /(x)=15"; o) f (x):(%); d) f(x)=47;
&) f(x)=3" N /(=3 -1 g f(1)=1-3"

. Sa se decida daca ae (0, 1) sau a >1, stiind ca:

a) a’’ >a; b) a <—a'?; ¢)a*’ <a’.

N}

. \ Investigati! Sa se compare numerele:

a) (V2) si (V2)"; b) (03)™" si (0.3)™".
Sa se determine valorile lui x pentru care functia f: R — R ia valori mai mici decat 1, daca:
a) f(x)=(5v5)"; b) f(x)=(0,5)"; ) f(x)=3""

(@ 2012) Fie functia /: R —>R, f(x)= ev Scrieti in casetd una dintre expresiile pard, impard sau nici pard, nici
impard, astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:

»Functia f este | |”.

Saserezolvein R ecuatiile:
a) 10" =1000; b) 4" =64; c) (%) =8; d) (0,2) =%; e) L,I* =1000000;

f) 7 =3/49; g) 377 =-81; h) 117 =121; ) 0,27 =0.
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Saserezolvein R ecuatiile (7-10):

7.

(0]

21

YT 1y
i 4T

9. a) 2" +3.2"2* =77,

10.

11.

12.

&_& Lucrati in perechi!
a) 9" +3" =272

3

=

(a]

2V (25 125 g
x+l . = [ — = —
12 1s o2 (2 -2

o) V4 16=14".

C) 3x+2 + 3 . 5x+4 — 3x+6 _ 5x+3.

b)@ﬂﬁ(;)=b

b) 4x+3 _47x +2.7x+1 =4x—1;

b) 16" —4-4" +3=0; €)2-2°+3-22 +1=0.

Investigati! Pentru care valori ale lui x functiile f, g: D >R, f(x)= (\/5 )", g(x)=(0,25)"", iau valori egale?

N

‘ Investigati! Pentru care valori ale lui x functia f: D — R ia valori mai mari decat 1, daca:

) f(x)=[\15] . b) f(0)=

Saserezolvein R ecuatia (13-21):

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

() (3) -

5] |64 ) T 65536

a) 5% +35-7° =355 + 7",

a) 81" =36-9"7 +3=0;

a) (2+43)"" +(2-3)"" =4

/@3\ .
&%C_lu Lucrati in grup!
a) 4" +10°—2-25" =0;

RN
&8 Lucratiin perechi!
a) 4\)&3\ +4\x+l\ :41.

a) 3" +4"=5";

a) 6(x+3)]0g62 .2)(2—2)( — 32;

2,

(25 x2-12 (27 3
oo (] (7)
b) 4x _3x+l,5 +22x71 — 3x+0,5.

b) 8" =2 —4=0.

b)(\/5+2\/3 ) +(\/5—2£ ) -10.

¢) 3-8/4-4.510+325 =0.

2 1 1
b) 10* +25* =4,25-50";

b) |5 —1|+|5" =5|=2.

b) 237 =7; 0) (g) =307+ 2x— 1.

x+3

b) 7(x—2)]0g73 ) 3x2+3x — 27, C) 3x . 7T = 1323

(4@ 2016) Rezolvatiin R ecuatia 47 =27 -8,

Sa serezolve in R ecuatia: (x* —x)-8

(@ 2014) Determinati valorile reale ale parametrului a pentru care ecuatia

reala.

S 1287 = (6 - x) -8V 41287,

G za)x=2) =0 are o singura solutie

Séa se rezolve in R si sé se discute dupa parametrul a, a€ R, ecuatia:

a) 625" —2.25M" 1 g =0;

b) 347 +27—-a=a-4"7 c)a-2"+27=5.

Sa se compuna o ecuatie exponentiala care:

a) nu are solutii;

b) are o unica solutie; ¢) are doua solutii.



MODULUL ‘

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

4.3. Inecuatii exponentiale

| Problema | Siserezolve in R inecuatia 2**? < 6* +2-3**2,

Aceastd inecuatie este o inecuatie exponentiala.

Vom numi inecuatie exponentiald o inecuatie in care careva exponent al puterii este o
expresie ce contine necunoscuta, baza puterii fiind o constanta pozitiva diferita de 1.

De exemplu, inecuatiile 3* <9, 9 —2-3" =8 <0 sunt inecuatii exponentiale.

Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de inecuatii exponentiale.

1/ Inecuatii exponentiale de tipul @’ <a**, a>0, a#1, aeR

Rezolvarea acestui tip de inecuatii exponentiale se bazeaza pe

|7_eorema 4 || Daca a>1, atunci inecuatia @’ < a*™ este echivalentd cu inecuatia f(x) < g(x).
F,

Dacd 0<a<]1, atunci inecuatia a’™ <a*™ este echivalentd cu inecuatia f(x) > g(x).

Demonstratia acestei teoreme are la baza proprietatea 4° (secventa 4.1) a functiei expo-
nentiale /: R—>R’, f(x)=a", a>0, a#l.

[ Exemple | 1. Si se rezolve in R inecuatia 2" < 4.

Rezolvare:
23x—1 <4<:>23X—1 <22 <:>3x—1<2<:>xe (_ooa 1)

Raspuns: S =(—oo, 1).
1 x+2 1 —2x
2. Sa se rezolve in R inecuatia (3) < (—) .

3
Rezolvare:
1 x+2 1 —2x 2
3 < 3 Sx+2>2x3x>-2< xe —§,+oo.

Raspuns: S = (—%, +oo )

In mod analog se rezolva inecuatiile de tipul: @’ >a*®”, /™ <a*™, @/ > a*™,
a>0,a#l, aeR.

Folosind aceleasi metode ca si la rezolvarea ecuatiilor exponentiale, rezolvarea inecuatiilor
exponentiale, de regula, se reduce la rezolvarea uneia dintre inecuatiile de tipul:
af(x) < ag(X), af(X) < ag(x)’ af(x) > ag(X), a.f(X) > ag(X)’ a> 0’ a# 1, aeR.

2| Inecuatiile exponentiale de tipul f(a*)>0 se rezolva prin metoda utilizarii
necunoscutei auxiliare a* =¢ > 0, care reduce inecuatia initial la ecuatia de tipul f(¢) > 0.

| Exemplu | S serezolve in R inecuatia 16" +2-4" >3,

Rezolvare:

DVA: xeR. 16" +2-4" >3 (4°) +2-4"-3>0.

Fie 4"=t>0. Obtinem inecuatia t*+2t—-3>0 cu multimea solutiilor
S, = (=0, =3)U (1, +o°). Adica, te (—e,-3)U (1, +). Tinadnd cont de conditia #>0,
obtinem 7€ (1,+0), sau ¢>1. Revenim la necunoscuta x si obtinem 4* >1, sau 4* >4°,
Deci x>0, sau S=(0,+oc0).

Raspuns: S=(0,+oo).

Similar se rezolva inecuatiile de tipul f(a*)>0, f(a*)<0, f(a*)<0.



Z > bservatie | Larezolvarea inecuatiilor exponentiale se aplicad metode similare celor aplicate la rezol-

varea ecuatiilor exponentiale.

Exercitii si probleme propuse

Profilul real
1. Saserezolve in R inecuatia:
x+4
x=3 1 1 2 +x x2—x+48
. L . 57> 2 >0;
a) 6" >36; b)(S) <125, c) ; d) ;
e) 03" <—4; ) 275 <0,01-(10"7); g) 277 =2 ¥ 5 5 5,
Sé se rezolve in R inecuatia (2-4):
2x+1 X
2. @) 25" —5'—20<0; b) (é) >(%) +10; ¢) 0,49 —5-0,7"" ~14>0.
3. A_& Lucrati in perechi!
a) 1000-0,3 > 27, b) (Ig4)* < (log, 10)*™;
c) 3—x+2 . 5—x+2 > 15 ) (2252x—l)3; d) 0’6):73 < 5 . 3637x.

4. a) 277 < 6" +2-3*"? (propusi la inceputul secventei 4.3);
1 1

b) O4x+5<04x+l 1; c) 277 =27 >15; d) 8" +18"-2-3"<0;
’ ’ 1352 %436 6.
¢) 221 Z5.25 $250; (2] <[2] <[(#2) . g) 64 —7-8"+6>0.
7 7 16
—2x-1
5. (4@ 2017) Rezolvati in R inecuatia (Z) < %

6. (€@ 2023) Rezolvatiin R inecuatia 0,25 <8-2".

Sa se rezolve in R inecuatia (7-8):

7. @) 1<37 7 <25; b) |37 =2|=[3"~1|2]3" +1| - 5; ¢) 6™1-2-18" —8.3%" > .
8. a) /9 —3"2 <3" —9; b) 475 46V > 9v

9. Sase compuna o inecuatie exponentiald care are multimea solutiilor intervalul (-3, 2].

10*. Sd se rezolve in R si sd se discute dupa parametrul a, g e R, inecuatia:

a)a2_2_4x+l_a_2x+l>0; b) a_ g I+a .
a' =1 1+2a™"

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati '

MODULUL
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. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

Functia logaritmica. Ecuatii logaritmice. Inecuatii logaritmice

5.1. Functia logaritmica

Se stie ca functia exponentiald pentru a€ R \ {1} poseda functie inversa. Inversa functiei
exponentiale este numita functie logaritmica. Altfel zis, este adevarata echivalenta:

yv=log, x=a’ =x,x>0,a>0,a#1.

@ efinitie

Se numeste functie logaritmici functia /2 R} >R, f(x)=log, x, acR., a#1. I

De exempluy, f;, f,: R, =R, f(x)=log,x, f,(x)=log 3 %> sunt functii logaritmice.

| O Retineti!

Majoritatea proprietditilor functiei logaritmice se obtin din proprietatile functiei

exponentiale cu aceeasi baza.

1° D(f)=R’, fiindca D(f) coincide cu codomeniul functiei exponentiale.

2° E(f)=R, care este domeniul de definitie al functiei exponentiale.

3° Functia logaritmica ia valoarea 0 numai in punctul x, =1, intrucat log, x=0 & x, =1.
Graficul ei nu intersecteaza axa Oy, fiindca 0 ¢ D(f).

4° Functia logaritmica este strict crescatoare (respectiv descrescatoare) pe R’, daca baza
ac€ (1, +e0) (respectiv ae (0, 1)).
Intr-adevar, pentru a >1 si x, > x,, aplicand identitatea logaritmica fundamentala, obti-
nem g% >g'*%",
Asa cum functia exponentiald este strict crescatoare (respectiv descrescétoare) pe R,
dacd a >1 (respectiv 0 <a<1), avem: log, x, >log, x, (respectiv log, x, <log, x,).

5° In baza monotoniei, daci @ >1, atunci functia logaritmica ia valori pozitive pentru
x€ (1, +o0) si valori negative pentru xe (0, 1).
Daca 0 < a <1, atunci functia logaritmica ia valori pozitive pentru x € (0, 1) si valori nega-
tive pentru x e (1, +e0).
Intr-adevar, daci a > 1, atunci in baza monotoniei, log, x >0 < log, x >log, 1 & x> 1.
In mod analog se demonstreaza celelalte propozitii.

6° Deoarece multimea R} nu este simetrica fatd de originea sistemului de coordonate,
functia logaritmica nu este nici para, nici impara.

7° Functia logaritmica nu este periodica, deoarece este strict monotond pe R .

8° Functia logaritmica nu are extreme locale.

9° Functia logaritmica este inversabila. Inversa ei este functia exponentiala cu aceeasi baza.

10° Graficul functiei logaritmice f: R] —» R, f (x)=log, x, a >0, a #1, este reprezentat
in figura 7.13.

a>1 y[ G,

0 s
‘IG\X 0/1 X

s Fig.7.13

g 7 bservatie | Aplicand monotonia functiei logaritmice, se obtin urmatoarele inegalitdti echivalente (pentru

a, B,aeR, a#l): log, a>log, B a>p, a>],
log,a>log, B a< B, 0<a<l,
log,ax=log, B a=,

@

care se folosesc la rezolvarea ecuatiilor si inecuatiilor logaritmice.



., Exercitiu

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

Fie functiile f: R5R., £,(1)=2" fi: RSR., fz(xf(%)"

rezolvat a) Sa se reprezinte graficele functiilor logaritmice:
g: RI=R, g, (0)=f"(x)=log,x, g,: R} =R, g,(x)=f;"(x) =log, (x).
b) Sa se reprezinte intr-un sistem de axe ortogonale graficele functiilor flz, frs 815 -
Rezolvare:
a) Construim tabelul de valori ale functiilor g, si g,:
X % % % 1 (2]4]8 Graficele functiilor g,, g, suntreprezentate in figura 7.14.

g (x)=log,x | -3

b) Graficele functiilor f,, f,, g,, g, sunt reprezentate in
figura 7.15.

gz(x)=10glx 3
2

20110 |-1]-=2]-3 Observam ca graficele functiilor f, si g,, f, si g, sunt

1., Exercitiu
rezolvat

simetrice fata de bisectoarea cadranelor I si III.

=Y

Fig.7.14 Fig.7.15

Logaritmul i functia logaritmica de asemenea se aplica in diverse domenii

v’ In chimie: la determinarea pH-ului solutiilor lichide.

v’ In seismologie: scara Richter pentru masurarea magnitudinii puterii
cutremurului.

v’ In fizicd: intensitatea sunetului la calcularea numarului de decibeli.

v' In astronomie: stralucirea unui corp ceresc; calcularea magnitudinii
aparente.

v’ In biologie: formula moleculei ADN; cochiliile melcilor si scoicilor de mare sunt
formate din portiuni de tipul graficelor unor functii logaritmice.

Sa se compare:
a) log 52 cu log, 7; b) log, 3 cu log, 5.
2

Rezolvare:
a) Vom transforma aceste expresii pentru a obtine logaritmi in aceeasi baza:

log ;; 2=2log, 2 =log, 4, log97=%10g37=10g3 V7.

Cum functia logaritmicd cu baza mai mare decat 1 este strict crescitoare si 4 > V7 ,

rezultd ca log, 4 > log, V7. Deci, log ;2> log, 7.

b) In baza proprietatii 5° a functiei logaritmice, log, 3<0,1ar log,5>0.
2

Prin urmare, log, 3<log, 5.
2

o

MODULUL ‘ )
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MODULUL

1.

2.

9.

Exercitii si probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

‘ Investigati! Adevarat sau fals?  a) Functia f: R, - R, f(x)=log,x, este strict crescitoare pe R .
b) Functia f/: R} - R, f(x)=log,x, este strict descrescatoare pe R; .
@ ¢) Functia /R, =R, f(x)=log ; x, este strict crescatoare pe R .
d) Functia f: R} - R, f(x)=log, x, este strict descrescatoare pe R;.
3
a) Sé se traseze in acelasi sistem de coordonate graficele functiilor /: R] ->R, f(x)=log, x, si g: R, =R, g(x)=log, x.
Ce ati observat? :
b) Sa se determine proprietatile functiilor f'si g.

\ Investigati! Fie punctele A(l; 0), B(5; 1), C(;; —1), D(5; —1), E(25;2). Sa se determine care dintre aceste
puncte apartin graficului functiei:

a) /:R, >R, f(x)=log,x, b) g: R, >R, g(x)=log, x.

Sa se scrie in caseta unul dintre semnele > sau <, astfel incat propf)zigia obtinuta sa fie adevarata:

a) log,7 log, 5; b) log ;2,5 log 5 1.2; ¢) log,, 10 log,, 5;

d) log, 0,2 log, 0,1; e) log 16 log - 20; f) 1g0,14 1g0,1.
5 5

Sa se determine valorile lui x pentru care logaritmul are sens:
a) log, (x* +4); b) log,(—x* +5x—6); c) lg(1—x%); d) log, (x-1); e) log,,, x*; ) In(2 —x).

., 2
2
& & Lucratiin perechi! Sa se traseze graficul functiei:
a) /R, >R, f(x)=1+1gx. b) Sa se determine proprietatile functiei f.

Se cunoaste ca pH-ul unei solutii se calculeaza conform formulei pH =—lg[H"]. Apa pura contine concentratia ionilor de
hidrogen egald cu H* =1-10"7 moli. Si se calculeze pH-ul apei pure.

Ecuatia pentru calcularea dobanzii compuse este S =S,e”, unde S, este suma de bani depusa in banca, S este suma
finala de bani din cont dupa ¢ ani, timp in care valoarea contului creste,  — rata anuald a dobanzii. O persoana a depus in
banca 3000 u. m. in plasament cu dobanda compusa cu rata anuald a dobanzii 5%. Sa se determine peste cati ani suma
initiala se va dubla.

Sé se scrie log, x in functie de log, x.

10. Sa se traseze graficui functiei: a) f:R] - R, f(x)=log, |x|; b) g: R, - R, g(x)=|log, x|.

1.

Profilul real

Sa se traseze graficul si sd se determine proprietatile functiei f/: R? > R:

a) f(x)=log;x; b) f(x)=log,, x; ) f(x)=lgx; d) f(x)=Inx.
Sa se compare cu 0, apoi cu 1:
a) log, 2; b) log,0,2; ¢c) log, 0.5; d) log 5 0,2.
3
Aplicand proprietatile functiilor studiate, sa se compare:
a) 1g8 cu 1g9; b) logm% cu log,, 0,41; c) 10g5% cu 1og5%.

[ A
B 8 Lucratiin perechi! Sa se determine intervalele de monotonie, paritatea, multimea valorilor, extremele locale ale
functiei definite prin formula f(x)=log, ; x—2.



Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

o A

a) TR->R., f

9. Pentru care valori

a) f(x) = logo,z x5

Sé se selecteze numerele mai mari decat 1: log, , 0,5; log, -101; log,,,120.
Sé se compare log -6 cu log, 5.
Pentru care valori ale lui x functiile f, g: D >R, f(x)=log ;(x-1), g(x)=log, x, iau valori egale.

Sa se arate ca functia f este inversabild si sd se determine inversa ei:

(x)=2"% b) f1(2,+) >R, f(x)=log,(x-2).
ale lui x functia f: D — R ia valori mai mari decat 1, daca:

b) f(x)=lg(x=3).

10. Sase determine intervalele de monotonie, paritatea, multimea valorilor, extremele locale ale functiei definite prin formula:
a) f(x)=lg|x* - 1; b) f(x)=|log (" +1)].

11. Sase determine

D(f) al functiei f: D—R: a) f(x)=log,(x+2); b) f(x)=1g|9—x"|+Vx* 1.

5.2. Ecuatii logaritmice

Z >bservatie ‘

Vom numi ecuatie logaritmica o ecuatie in care expresiile ce contin necunoscuta apar
in baza unor logaritmi si/sau sub simbolul acestora.

De exemplu, ecuatiile log,(3x—1)=2, log,,(x* —3x+2)=1 sunt ecuatii logaritmice.

Substituind suma log, f(x)+log, g(x) cu log, (f(x)- g(x)), dereguld, DVA al expresiei

log, f(x)+log, g(x) se modifica.

Intr-adevar, DVA al expresiei log, f(x)+log, g(x) este multimea solutiilor sistemului {g ((;C)) ; 8’
S(x)>0,
g(x)>0;

iar DVA al expresiei log, (f(x)- g(x)) este multimea solutiilor totalitatii sistemelor (<0
{ 2(x)<0.

In aceste cazuri se pot obtine solutii straine ecuatiei date. O situatie similara este si in cazul in

care expresia log, f(x)—log, g(x) se inlocuieste cu expresia log, %

Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de ecuatii logaritmice.

1/ Ecuatii logaritmice de tipul log, f(x)=5b, a>0, a#1,beR

Ecuatia log, x =b se numeste ecuatie logaritmica fundamentald.

a) Aplicand definitia logaritmului, obtinem solutia x =a”.
Exemplu. Pentru ecuatia log, x=2 obtinem x=3>=9. Rdaspuns: S=1{9}.

b) Ecuatia log, x =50 poate fi rezolvatd si in alt mod. Exprimam b ca logaritm in
baza a: b=log,a". Din log, x=log, a’ obtinem x=a".
Exemplu. Pentru ecuatia log, x=2 obtinem log, x=1log,16 & x=16. Raspuns: S ={16}.

¢) Ambele metode pot fi aplicate la rezolvarea ecuatiilor logaritmice de tipul log, f'(x) =,

a>0, a#l, beR. e 150 1
Exemplu. log,2x-1)=2< o ) Y25 e x=5.
Ze=1=3" ax=10

M”> Exercitiu | « Siserezolve in R ecuatia log,(2x —1) =2 prin metoda expusa in

secventa b) de mai sus.

MODULUL ~ ]
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Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

2| Ecuatii logaritmice de tipul log, f(x)=1og, g(x)

La rezolvarea ecuatiilor logaritmice de acest tip vom tine cont de

Daca a>0, a#1, atunci ecuatia log, f(x)=1log, g(x) este echivalentd cu unul

f@=gtx) {f(x) = ¢(x)

dintre sistemele { £(0)>0 g(x)>0.

Exemplu. Si se rezolve in R ecuatia log,(x* +1) =log,(x +3).

Rezolvare:

log, (x> +1) =log, (x+3) @{ x=—,

x=2.

21—
x2+1_x+3’<:>x2—x—2:0<:>
x"+1>0
Raspuns: S = {-1; 2}.

3! Ecuatii logaritmice rezolvabile prin metoda grupairii
Exemplu. S se rezolve in R ecuatia log,(x—1) =log,(x+2)* —log, 3x.
Rezolvare:
x—1>0,
DVA:{(x+2)* >0, < x>1. Grupand termenii in mod convenabil, in DVA obtinem
3x>0

log,(x—1)+log, 3x =log,(x+2)* & log,3x(x—1)=log,(x+2)’ & 2x* - 7x-4=0,
cu x, =4e DVA, x, :—%e DVA.
Raspuns: S = {4}.
4| Ecuatii logaritmice de tipul f(log,x)=0
Ecuatiile logaritmice de acest tip se rezolva prin metoda utilizarii necunoscutei auxiliare.

Prin substitutia log, x =¢, rezolvarea ecuatiei initiale se reduce la rezolvarea ecuatiilor de
tipul log, x =¢,, unde ¢, sunt solutiile ecuatiei f{(z)=0.

Exemplu. S se rezolve in R ecuatia log; (x+1)+log,(x+1)—12=0.

Rezolvare:

Efectuand substitutia log,(x +1) =1, obtinem ecuatia ¢* +¢—12=0, cusolutiile #, =3, t, =—4.
o [log,(x+D=3, . |¥=26

Rezolvam totalitatea de ecuatii |:10g3 (x+1)=—4 si obtinem . % .

Asa cum transformarile sunt echivalente, rezulta ca aceste numere sunt solutiile ecuatiei.

Raspuns: S = {—%; 26}.

51 Exista ecuatii logaritmice care nu se incadreaza in tipurile examinate.

a) Ecuatii cu logaritmi in baze diferite
Exemplu. Sa se rezolve in R ecuatia log, x +log, x =2.

Rezolvare: i i 2igig
Aplicim formula de schimbare a bazei: 1§_Z+1§_§ =2¢ x=10 "7 . (Verificati!)

Raspuns: S = {mzﬁlzg} }



Z )bservaﬁe |
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Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

b) Ecuatii care contin necunoscuta si in baza logaritmului, si sub simbolul acestuia

Exemplu. Sa se rezolve in R ecuatia log . 5+log,(x+1)=2.

Rezolvare:
x+1>0, x>-1, . _ 1
DVA: {x 12l © {x 20, Deci, xe (-1, 0)U(0, +o0). Deoarece log ., 5 Tog (x4 1)’
obtinem: 10g5(Tl)+log5(x+l) =2 log(x+) =1 x=4.

Raspuns: S = {4}.

6! Unele ecuatii cu necunoscuta sub simbolul logaritmului pot fi rezolvate aplicand

proprietatile functiilor care reprezintd membrii respectivi ai ecuatiei.

Exemplu. Sa se rezolve in R ecuatia log,(x+2)=13-3x.

Rezolvare:

DVA: xe (=2, +o). Prin probe, obtinem solutia x = 4. Asa cum functia f, definita prin

formula f(x)=1log,(x+2), este strict crescatoare pe DVA, iar functia g, definita prin for-
mula g(x)=13-3x, este strict descrescatoare pe DVA, rezulta ca graficele acestor functii
au cel mult un punct de intersectie. Deci, ecuatia are numai solutia x = 4.

Raspuns: S = {4}.

Metodele examinate pot fi clasificate astfel:
a) metoda potentierii, adica trecerea de la ecuatia log, f(x)=log, g(x) la ecuatia
S (x)=g(x);

b) metoda utilizirii necunoscutelor auxiliare;

c) metoda logaritmdrii, adica trecerea de la ecuatia f(x)=g(x) la ecuatia

log, f(x)=log, g(x).

Exemplu. Sa se rezolve in R ecuatia 2°' =35.

Rezolvare:

2" =5&1log, 2" " =log,5 & 3x—1=log,5 & 3x=1+log,5 & xz%log2 10.

Raspuns: S = {%logz 10}.

Exercitii si probleme propuse

Profilul real
Sa se rezolve in R ecuatia (1-4):
a) log, x=4; b) log, x=0; ¢) log,,, x=1;
d) log,, x=~1; e) loggﬁ x=-2.
a) log,, Bx—1)=-1; b) log, (x> —4)=2; ¢) log 5 (x* =3x) =6.
& & Lucrati in perechi!

a) log,(x+2)=log, x*;

a) 3(lg(x—-D—-2)=1g5-1g(x-1);

b) logo,l (xz —x-1)= IOgo,l ('x + 4);

b) log, x* —Igd=log, x+1g25.
2 2

¢) log - (Vx +1)=log . (2vx).

e
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Sa se rezolve in R ecuatia (5-6):

5. a) 1g(35—x")=3l1g(5-x); b) log; (x+2)—3log,(x+2)—4=0, c)12-1g* x=1gx.

6. a)log,(3x—11)+log,(x—27)=3+log,8; b) log, 2 +log, x =-2,5; c) logz 9x+log3%2=8;
d) 2log, x* —log} (—x)=4; e) log,(x+12)-log 2=1; f) 2log, 3+log,, 3+3log, 3=0;
g) 3= 5k 22025 h) log,(x* —x)* —2log, (x+2) =2.

7. (@ 2014) Rezolvatiin R ecuatia log (4x—3)=2.

2
8. (4@ 2023)Rezolvatiin R ecuatia log?(—x)— 2log{)2c7)— 6=0.
9. (@ 2024) Rezolvatiin R ecuatia log, (x—1)+log,(x—2) =1.

10. Saserezolve in R ecuatia log,(3* —8)=|2—x].

117, Sa se rezolve in R si sa se discute dupa parametrul a, ae R, ecuatia:
a) X" =a’x, a>0, x>0; b) a®* 0 =1, c) lg2x+1g(2—x)=Iglga.

5.3. Inecuatii logaritmice

| Exercitiu | Saserezolve in R inecuatia 0,5 <1.
Rezolvare:
DVA: x—1>0 ¢ x>1. Fiindcd inecuatia este de tipul a’*” <1, unde a=0,5<1, obti-
nem inecuatia echivalentd log, (x—1)>0. Aceasta este o inecuatie logaritmica.

Vom numi inecuatie logaritmicd o inecuatie in care expresiile care contin necunoscuta
apar 1n baza unor logaritmi si/sau sub simbolul acestora.

De exemplu, inecuatiile log, x <2, log,,(3x-1)20, Ig’ x—1gx—6<0,
log , (x—3)>log ., x suntinecuatii logaritmice.

Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de inecuatii logaritmice.

1/ Inecuatii logaritmice de tipul log, f(x)<b

a>1

. . . - . . O<acxl, ’
Aceasta inecuatie este echivalenta cu totalitatea de sisteme . 1f(x)>0,
’ f(x)>a 9 f(x)<ab

2| Inecuatii logaritmice de tipul log, f(x)>log, g(x), a>0,a#1,ae R

Rezolvarea acestui tip de inecuatii se bazeaza pe

|7—eorema 7 || Daci a>1, atunci inecuatia log, f(x)>log, g(x) (N
! este echivalenta cu sistemul {g (x) >0,
S (x)>g(x).
Daca 0<a <1, atunci inecuatia (1) este echivalentd cu sistemul {f (x)>0,
S (x) < g(x).
Exemplu. Sa se rezolve in R inecuatia log, (3x—1) > log, (5—x).
Rezolvare:
5-x>0, x<5, )
log,(3x—-1)>log,(5—x) & {3x—1 S5y {x 15 o xe (1,5;5).

Raspuns: S =(1,5; 5).
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Similar se rezolva inecuatiile logaritmice de tipul:
log, f(x)2log, g(x), log, f(x)<log, g(x), log, f(x)<log, g(x), 2
unde a>0, a#1, aeR.2

Rezolvarea inecuatiei logaritmice, de reguld, se reduce la rezolvarea uneia dintre inecuatiile
(1) sau (2).

3! Rezolvarea inecuatiilor de tipul log, f(x)tlog, f(x)<log h(x), a>0,a#1

Utilizand proprietatile logaritmilor si tinand cont de DVA al inecuatiei initiale, rezolvarea
acestor tipuri de inecuatii se reduce la rezolvarea inecuatiilor de tipul log, f(x)<b sau
log, f(x)<log, g(x).

Similar se rezolvd inecuatiile logaritmice de tipul log, f(x) = log, g(x) <log, A(x).

Similar, rezolvarea inecuatiilor de tipul log, f(x)=*log, g(x)>log, h(x) se reduce la
rezolvarea inecuatiilor de tipul log, f(x) > b sau log, f(x)>log, g(x).

4| Inecuatii logaritmice de tipul log, ..a<b, ac R, b,m,neR
O<mx+n<l,
(mx+n)’ <a;
mx+n>1,

Aceasta inecuatie este echivalenta cu totalitatea de sisteme
{(mx +n)" >a.

Exemplu.

O<x+3<1, -3<x<-2,
8> (x+3)%; X' +6x+9<8;

x+3>1, x>-=2,
{8<(x+3)2 {x2+6x+9>8
—3<x<-2,
{—3—2\/§<x<—3+2\/§; xe (=3, -2),
|:xe (=3+24/2, +o0).

log, ,.8<2 < log, 8<log, (x+3) &

x+3 x+3

x>=2,
x€ (=00, =3=22)U (=34 22, +o0)
Raspuns: S =(=3, =2)U(=3+2+/2, +).

5* Rezolvarea inecuatiilor logaritmice prin logaritmare

Exemplu. Si se rezolve in R, inecuatia x*** >100.

Rezolvare:

DVA: xe (0, +c0). Deoarece in DVA ambii membri ai inecuatiei iau valori pozitive,
logaritmam in baza 10 i obtinem: Igx*'** >1g100 < 21g’ x> 2.

Deci, 1g° x>1< (Igx—1)(Igx+1) > 0. Obtinem Igxe (—oo, —1) U (1, +oo).

1
Deci, lgx<—1,<:> O<x<m, Tinand cont de DVA, xe O,L U @10, +e0).
lex>1 " lysi0. 10

Réspuns: S = (o, %)U (10, +0).

[ O Retineti!

Daca expresia se logaritmeaza in baza a, a >1, atunci semnul (,,<”, ,,<”°, ,>", ,.2"”)

5 99— 9 99 5 99—

inecuatiei obtinute la logaritmare raméane acelasi ca si in inecuatia initiald; daca expresia
se logaritmeaza in baza a, 0 <a <1, atunci semnul inecuatiei obtinute la logaritmare se

schimba 1n opusul sau.
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Exercitii si probleme propuse

Profilul real
Sa se rezolve in R inecuatia (1-3): &
7395~
1. a) log,(1-x)<0; b) lg(x* +1)<1; 2. 2 & Lucratiin perechi! a)log,(x* +1)=log,(3x+1);
¢) In(3-2x)<0; d) log, (x* =7)>-2; b) log,(2—-x)<log,(5x-8); ¢) lg2x+1)>log, x.
3 3 3 i

@

3
e) log,, (x* =3x+2)>0; f) log ;(x* —=2x)22.

Sa se rezolve in R inecuatia (5-7):

a) log,(x—3)—log, 2x=1; b) 1g2x—4)+1g3x <lg(x+1).
4. (€@ 2019) Rezolvatiin R inecuatia log, (x —3)<1.

5. a) log, 8<1L; b) log, 2<2; c) log 27<3; d) log,, 3>2.
6. a) lg’(2x+3)—121g(2x+3)+20<0; b) 2log? 6x—5log, 6x+3>0;
5 3
1 1 2 2
; d) 1 -1 -1 -1)-5<0.
c) I+log, x + 1—log, x <2; ) log; (x—1) 085 (x-D
0% 2_ -

7. é%% Lucrati in grup! a) logm(lng_;]Z 0; b) w <20;

) In6—In(10—x7)
V) logz(x—l)—logz(x+1)+log%2SO, d) Tt <0.
e . log2 | x|
8. (@ 2011) Rezolvati in R inecuatia 2 + T+log, | x] >log, | x]|.

9. (@ 2012) Rezolvati in R inecuatia (2x” +11x—6)- W >0.

10. (@ 2015) Rezolvati in R inecuatia | x| log,(3—x) <0.

117, Rezolvatiin Rinecuatia:  a) log, |x+5|—log, | x—1|>log, x; b) 10g°2'27|);+1| >0.
3 (a+1) T

2
a

> (). Sa se determine toate valorile parametrului real @,

127, Fie inecuatia | log, dat4
a

2a
X+ 2(log2 a-i-l} x+log,

astfel incat inecuatia sa fie adevarata pentru orice valori reale ale lui x. (Olimpiada Republicand la Matematica, 2012)

Exercitii si probleme recapitulative

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Pentru functia f: R—>R: a) f(x)=(2-3)x+45; b) f()=(3-2x=T; ¢ f(x)=%x—%
1) sa se determine zeroul functiei f;
2) sa se determine intervalul in care f ia valori pozitive; 'l !‘
3) sd se reprezinte graficul G, . \ s
) od
\ X
2. éh—fb Lucrati in perechi! Olga a acumulat suma de 500 de lei. Ea a decis ca poate sa adauge lunar . "'”hnm_,)/,

la aceastd suma cate 80 de lei. —d
a) Sa se determine functia care descrie dependenta dintre suma acumulata si numarul de luni.
b) Peste cate luni ea va acumula suma de 1900 de lei, necesara pentru procurarea unui microcalculator?

3. Temperatura solului la suprafata pamantului este de 20°C, la adancimea de 2 km, temperatura este de 90°C, iar la
adancimea de 10 km —de 370°C.
a) Presupunénd ca dependenta dintre temperaturd si adancime este liniard, sa se determine aceasta functie.
b) Sa se afle temperatura solului la adancimea de 3,5 km.

®
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4. Arenda unui autoturism in SUA pentru o zi depinde de distanta parcursa si constituie (de exemplu): 41 $ pentru 100 de
mile; 51,8 $ pentru 160 de mile; 63,5 $ pentru 225 de mile.
a) Sa se arate ca dependenta dintre costul arendei si numarul de mile parcurse de autoturism este liniara si sa se determine
functia respectiva.
b) Ce suma trebuie achitata, daca autoturismul parcurge 200 de mile?

1
5. Sise determine domeniul de definitie al functiei f: D —>R: a) f(x)=(x—1)2+(x+3)’; b) f(x)=+x>-5x+6.

0%
6. 87& Lucrati in perechi! Sa se determine intervalele pe care functia f: D — R ia valori pozitive, daca:
D) f@=24x-6 b) f=37—5 o) f()=log,(x+2; ) f(¥)=3x-3.
7. Inaltimea / (de la podea) la care se afld o minge aruncati in sus se determina conform formulei /(f) =—> —0,5t +1,5,
unde ¢ este timpul (masurat in secunde), ¢ € [0; 1,5].
a) Sa se determine momentul de timp ¢ in care mingea se afld la indltimea maxima.
b) Peste cat timp mingea va cadea pe podea?
8. Intr-unrdu din America de Sud, nivelul apei s-a ridicat dupa ploaie. El a inceput sa scada cu 3 toli pe ord (1 tol = 2,54 cm)
si in momentul de fata este cu 3 picioare mai sus de nivelul normal (1 picior = 30 cm). Presupunénd ca nivelul apei scade
uniform, sa se scrie functia de gradul I ce descrie dependenta dintre nivelul apei (mai sus de cel normal) si timp. Peste

cate ore nivelul apei va reveni la cel normal?

N

9. ‘ Investigati! Utilizand proprietatile functiilor studiate, inclusiv graficele lor, sa se compare:
a) 1720 cu 3/722; b) ¥=91 cu —3/91,2; ¢) W2 -1)" cul;

2 2
d)37cudr’,; e) log, 7 cu log,3,1; f) log,, 7 cu log,, 7’

10. 828 Lucrati in grup! L] Proiect: Aplicatii ale functiei exponentiale in diverse domenii

1. Utilizand propriettile functiilor studiate, sa se compare:

Profilul real

2) V7 cu \E b L7 (V3) 0 [%) u (V2)°;

d) log079(2—\/§) cu log,, V2; e) log ;17 cu log, 5.

2. Saserezolvein R ecuatia: a) (v/3)" =—1; b) 157 =3"-5"; ¢) log (| x]+2)=-2;
d) log, 3x =log,, 21; e) Jx+2=0,5-43; 1) Tt =,
3. é{jﬁ% Lucratiin perechi! Sa se determine domeniul de definitie al functiei definite prin formula:
) f=Ix i b S V% o fm=(+D

Vit —5x-6 Jx-2)

4. Pentru circuitul reprezentat se stie ca: 5. Folosind datele din desen, sa se  y,
Rou=225Q, R =3Q, R, =4Q. determine functia respectiva de g5 ______
Si se determine R,. gradul Il f(x)=ax’ +bx+c. !
AN AN 3 fo-mmoe- ,
R, R, 1 i i
— — 2- i ; g
R VA B S T A

6. (@ 2024) Rezolvati in R inecuatia (3-9" —4-3" +1)4/1-x <0.

MODULUL ‘ )
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7. Un delfin sare din apa §i urmeaza traseul: y =—% x* +20.

a) La ce indltime maxima deasupra apei ajunge delfinul?
b) Care este distanta dintre punctele de iesire si de intrare in apa?

MODULUL

VA
8. Unmotociclist se deplaseaza pe un plan inclinat si, parcurgand L e I -
o parte a drumului prin aer, ajunge pe un alt plan inclinat. in 2 i ¢
baza datelor din desen, sa se determine functia de gradul II, a / 2 | [\
carei portiune de grafic reprezinta traiectoria ABC. . >
’ o 40 x

9*. Numdrul real pozitiv x satisface inegalitatea |log, x** — log 5 Jx [+|[1=x|—]|log, x||<(x—1)log,, X
9

; . (Olimpiada Republicand la Matematicd, 2010)

Sé se determine numérul log;,

RN ¢
10. 228 Lucrati in grup! Proiect: Aplicatii ale functiei exponentiale in economie

Test sumativ Il

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Se stie ci este adeviratd inegalitatea (+/5)" < (+/5)".
Scrieti in caseta unul dintre semnele <, > astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata. m D n

2. Fie perechea de numere 0,17 si 107, Aflati care dintre acestea este mai mare.

3. Determinati pentru care valori ale lui x are sens logaritmul: log,, (x* —5x —6).
1
1l
b) Indicati litera A, daca propozitia este adevarata, sau litera F, daca ea este falsa:

LFunctia f este strict crescatoare pe R”.

X

4. a) Trasati graficul functiei /: R - R, f(x) =(

c¢) Determinati proprietatile functiei f.

5. Daca vom aduna varstele tatalui si a fiicei, vom obtine 52 de ani. Peste 8 ani, valoarea raportului dintre varsta tatalui si
varsta fiicei va fi egald cu 3. Aflati cati ani are tatal si cati — fiica (initial).

Profilul real
1. Indicati litera A, daca propozitia este adevarata, sau litera F, daca ea este falsa:
,»log, |1—x| are sens pentru xe R”.
2. Fiefunctia /: R—>R, f(x)=5""
Scrieti in casetd unul dintre semnele €, ¢ astfel Incét propozitia obtinuta sa fie adevarata. A(3; 25) |:] G,.

3. Pe parcursul unei perioade de 10 Iuni ale unui an, veniturile (in mii lei) ale unei firme de vanzare a autoturismelor au variat

.. —x+2,0<x<2
conform legii: f(x) = {— 23" +20x-32, 2<x<10

a) Reprezentati graficul veniturilor firmei.

x—numarul de ordine al lunii.

b) Determinati:
1) in care dintre aceste 10 luni veniturile firmei au fost maxime; 2) perioadele in care firma a lucrat in pierdere;
3) perioadele de crestere a veniturilor; 4) perioadele de descrestere a veniturilor.

4. Rezolvatiin R ecuatia 4log;(—x)+2log, x> =—1.
5. Rezolvatiin R inecuatia gl _ g 3pm-lior L 995,

6. Rezolvatiin R ecuatia 36" —2-6" + a =0, unde a este parametru real.

®



mopuLuL @ Elemente de trigonometrie

Ochii inteleptului vad mai departe

a~

Proverb ‘rom anesc

*identificarea si
contexte;
*identificarea ec

© 0

O *masurarea unghiurilor folosind diverse unitati de masura;

O *utilizarea cercului trigonometric la rezolvarea unor exercitii §i probleme;

O *utilizarea 1n diverse contexte a proprietatilor functiilor trigonometrice si a functiilor trigonometrice inverse;
O

*aplicarea elementelor de trigonometrie in diverse domenii.

utilizarea identitatilor fundamentale ale trigonometriei si a formulelor trigonometrice in diverse

uatiilor si inecuatiilor trigonometrice si aplicarea diverselor metode de rezolvare a acestora;

X Functi

i trigonometrice

1.1. Sisteme de masura pentru unghiuri si arce.
Generalizarea notiunilor de unghi si arc

[ O Investigati! |

Stiati ca...

grecii antici au Invatat primii sd determine distanta
de la tdrm pana la corabia din mare? Observati desenul
si argumentati cum procedau acestia.

Concluzie: procedeul poate fi utilizat in situatii simi-
lare (dati exemple). Adica, elementele de trigonometrie,
masurile unghiurilor sunt aplicabile in diverse domenii,
inclusiv 1n viata cotidiana.

7' Masura in grade

Se stie ca fiecdrui arc circular ii corespunde un unghi la centru unic determinat. in
trigonometrie se folosesc doud unitati de masura a unghiurilor: gradul si radianul.

in sistemul de masurd in grade, unitatea de masurd a unghiului este gradul (1°), definit ca
masura unghiului egal cu a 90-a parte din unghiul drept. Submultiplii sai sunt minutul (1),
egal cu a 60-a parte din grad, si secunda (1”) — a 60-a parte din minut.

Deci, 1° =60, 1" =60".

Masura unghiului alungit (desfasurat) este de 180° (de 2 ori mai mare decat a unghiului
drept); masura unghiului complet (in jurul unui punct) este de 360°.

"2 Masura in radiani
Sistemul de masura in radiani a unghiurilor are la bazd urmatoarea afirmatie: raportul

dintre lungimea arcului circular, corespunzator unui unghi la centru, si lungimea razei cercului
este 0 marime constanta, care nu depinde de lungimea razei.



Elemente de trigonometrie
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Z ) efinitie Fie / lungimea arcului circular de raza ». Numarul ¢, egal cu raportul dintre lungimea

arcului circular si lungimea razei cercului, se numeste masura in radiani a arcului
(si a unghiului la centru, corespunzator acestui arc), adica

1
o= (1)

Daca in (1) consideram / = r, atunci o = 1 radian. Prin ur- B

mare, in acest sistem de masura, unitatea de masurd numita I=r
radian (notat rad) este masura unghiului la centru, corespunzator
arcului circular de lungimea razei cercului (fig. 8.1). /\

| Exemple

| 1. Masura in radiani () a unghiului complet este de 2 rad.

intr—adegér, asa cum lungimea cercului este 27, rezulta
¢ 0= ="-=27 rad, unde 7= 3,1416.

2. Masura in radiani a unghiului alungit este 7 rad, iar a Fig. 8.1
unghiului drept este % rad.

8 Trecerea de la o unitate de mdasurd la alta a unui unghi se realizeaza prin relatia

a5 @)

o T

unde a este masura in grade, iar o — masura in radiani a unghiului.

Din (2 1t5 ci _ a :g~ o
in (2) rezultd ca | o ’os ® rad, a pm 180

| Exemple

I 45° T

3

1

N <

1. hiul de 45° are i iani ma = ==
Unghiul de 45° are in radiani masura o 30°° =2

180°-1 _ 180°
3,1416

25 180° = 143°,
T

~57°17'44".

2. Unghiul de 1 radian are in grade masura a =

3. Unghiul de 2,5 radiani are In grade masura a =

/4/ Unghiuri si arce orientate

In geometrie, unghiul se considera ca reuniunea a dou semidrepte inchise care au
aceeasi origine, insd acest concept nu poate fi aplicat in unele domenii practice. De
exemplu, nu este suficient sa spunem: ,,Rasuceste piulita cu 30°” — trebuie sa indicam si
directia de rotatie. Deseori, este necesar sa rotim un ax, o cheie cu un unghi mai mare decat
360°. Pentru solutionarea acestor probleme, vom generaliza notiunile de unghi si arc,

examinand unghiuri si arce orientate.
In plan sunt doud sensuri pentru rotatia unei semidrepte in jurul originii sale: sensul opus
miscarii acelor de ceasornic, numit sens pozitiv, si sensul miscarii acelor de ceasornic, numit
sens negativ. Sensul de rotatie se aratd cu o sdgeata (fig. 8.2). Consideram ca unghiul
orientat AOM este generat de semidreapta [OA, care se roteste 1n jurul originii

M N A . . . . . e o
N sale. Intrucat orice unghi orientat AOM are una din laturi semiaxa pozitiva
G [Ox, consideram pentru viitor cad unghiul AOM este determinat de semidreapta
& [OM. In concordanti cu sensul rotatiei semidreptei [O4, vom numi unghiul

AOM (si arcul pe care il descrie punctul A) pezitiv sau negativ.

|
(75

ka—a

=y

Fie semidreapta [OM formeaza cu directia pozitiva a axei Ox unghiul de
miasurd o (0<a <2m). Dacd semidreapta [OA4 mai efectueazi n (ne N')
rotatii complete, atunci vom obtine un unghi de masura o + 27n sau o —27n,
dupa cum rotatiile se efectueazi in sens pozitiv sau negativ. In figura 8.2 sunt
indicate trei unghiuri formate de semidreapta [OK cu semidreapta [OA4: un
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unghi de masura 90° (sau % rad), al doilea — de masura 450° (sau 5771 rad), al treilea —

2
semidreptele [OK si [OA 1n situatia descrisa, poate fi determinata aplicand formula:

o T 2 - e . . .
de masura —270° | sau ——- rad). In general, masura oricarui unghi orientat, format de

a=90°+n-360° neZ (sau a:%+27r~n, ne Z).

Cerc trigonometric se numeste cercul de raza 1 cu centrul in originea sistemului de
coordonate.

Vom examina, de reguld, unghiuri determinate de semidreapta [OM si de semiaxa pozitiva
[Ox, unde punctul M apartine cercului trigonometric (fig. 8.2). Vom spune ca unghiul 4AOM
apartine cadranului I, II, III sau IV, dupa cum punctul M apartine cadranului I, I, III sau,
respectiv, 1V, iar punctul 4 apartine semidreptei [Ox.

In aceste conditii se obtine o corespondenta biunivoca dintre multimea unghiurilor orien-
tate (multimea arcelor) si multimea numerelor reale, avand stabilitd unitatea de masura —
gradul sau radianul. Tinnd cont de aceasta corespondentd, convenim ca prin ¢, 3 etc. sa
se noteze atat unghiul, cat si masura lui.

1.2. Functiile trigonometrice sinus, cosinus, tangenta, cotangenta, secanta, cosecanta

| Problema | S se determine inaltimea unui stilp de electricitate (perpendicular \\\?‘y
pe suprafata pamantului), folosind numai un instrument de masurat F\
lungimea segmentelor. g

A\

Rezolvare:

Fie 4B inaltimea stalpului, d — o dreapta perpendiculara pe AB ce
trece prin punctul 4 (fig. 8.3). In punctul 4, (4, # 4) amplasam vertical
(paralel cu AB) o bara rectilinie [4,B,], a carei lungime este cunoscuta.
Vizual, determindm punctul O pe dreapta d, astfel incat punctele O, B,, oo s
B sa fie coliniare. Triunghiurile dreptunghice OA4,B, si OAB sunt asemenea (Argumentatl')

AB _ 04 A B, N .
d de unde AB=-——1-0A. Fiindci | 1 telor OA,, 4,B,,
e aceea —— 4B OA e unde o0 iindca lungimile segmentelor OA4,, 4,B,
OA pot fi determmate prin masurdri, vom calcula lungimea segmentului 4B.
B In baza faptului ci in triunghiurile dreptunghice (asemenea) O4,B,,
OAB (fig. 8.3) rapoartele de tipul ‘éj % au valoare constanta,
1
By au fost definite notiunile sinus, cosinus, tangentd, cotangentd pentru
o | | d  marimile unghiurilor ascutite. Anume:
© A 4 sinazﬁ cosoczg t azﬁ ct a=%
Fig.8.3 OB’ 0B’ %~ 04> “**T 4B’ ’a
Definirea functiilor trigonometrice pentru masura unghiului M,
arbitrar are ca suport urmatoarea N Y2
O\ M
| Olema || Fie M,(x;y,), M(x,; y,) puncte intr-un sistem cartezian de N »i
coordonate xOy si y, - y, # 0. Dacd semidreptele [OM |, [OM, . .
coincid (M, # O, M, # O), atunci Lo
X% X % N Vi goeg Y» oo O X
vy, om, " om, o, om, & HY .
Fig. 8.4

MODULUL ~
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[D efinitii

¥

Fie cercul trigonometric si unghiul ¢ format de semidreapta [OM cu semiaxa pozitiva
[Ox (punctul M(x, y) apartine cercului trigonometric) (fig. 8.5).

M(x; ) ! + Sinusul unghiului & este ordonata punctului M (adica sina = y).
E * Cosinusul unghiului e este abscisa punctului M (adicd coso = x).
| o : . :

: N * Tangenta unghiului & este raportul dintre ordonata §i abscisa

-1 0 B JA(1;0) x . . sinoe _ y T

punctului M (adicad tgor = ==, 0#*—+7k, ke Z).
cosa  x 2
» Cotangenta unghiului & este raportul dintre abscisa si ordonata
-1
. . _cosa _ X
Fig. 8.5 punctului M (adica ctgo = sno a#nk, ke Z).

Z >bservatie |

Au fost definite, de fapt, functii numerice pe submultimi ale multimii numerelor reale,
deoarece masura 1n radiani a oricarui unghi este un numar real.

@ efinitii

g >bservatie |

[ O Retineti!

., Exercitiu

Se numeste functie:
* sinus — functia f: R—>R, f(x)=sinx;
» cosinus — functia f: R—>R, f(x)=cosx;

* tangenta — functia f- R\{%+kﬂ?| ke Z} ->R, f(x)=tgx;
+ cotangenta — functia f: R\ {k7Z| keZ} >R, f(x)=ctgx.

In unele cazuri se mai folosesc si functiile:

y o T _ N
secanta — functia f.IR\{2+k7r|keZ}—>lR, f(x)—secx—cosx,

cosecanta — functia f: R\ {kn| ke Z} >R, f(x)=cosecx= sirllx'

Functiile sinus, cosinus, tangentd, cotangenta, secanta §i cosecantd se noteaza sin, cos,
tg, ctg, sec si, respectiv, cosec §i se numesc functii trigonometrice.

Sa se calculeze valorile functiilor trigonometrice sin, cos, tg, ctg pentru unghiurile de

rezolvat s 3T T
masurt 0, =—, —=.
4 3
Rezolvare:
4 Unghiurile 0, 3771, —% sunt determinate respectiv de semidreptele
CL----1 C Mi(x: ) [04, [OC, [OD (fig. 8.6). Asa cum unghiurile neorientate COC, si DOD, au
1AW V1
v masurile de % si, respectiv, % radiani, din triunghiurile OC,C, OD,D obtinem
i .
-1 ONDy  PJA(1;0) x
1: ) 0C, =CC, :%, DD, :g, OD, :l, ceea ce permite sd determinam
: . V2 2 1.3
: Cl-—— | D|=;—|.
~ D coordonatele punctelor respective: A(1, 0), > b (2, > ]
Fig. 8.6 Astfel, aplicand definitiile functiilor trigonometrice, obtinem:

sin3—ﬂ:£, cos3—n=—£, tg3—7r: Ctg3_7r=_1;
4 2 4 2 4 4

] I e O e e

sin0=0, cos0O=1, tg0=0, iar ctg0 nu exista.
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In mod analog se obtin valorile functiilor trigonometrice pentru unele unghiuri frecvent

folosite (tabelul 1).

Tabelul 1
.. /4 T T T 2 3r S T T T T
obda) 01 T 1 Z 13|32 |3 |2 || " | 6| 3| 3|2
o (grade) | 0° 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | —30° | —45° | —60° | —90°
o sinax | O 1 ﬁ ﬁ 1 ﬁ V2 1 0 _1 ﬁ _ ﬁ -1
= 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(@]
S cosar| 1 ﬁ ﬂ 1 0 _1 _Q _ﬁ -1 ﬁ ﬂ 1 0
— 2 2 2 2 2 2 2 2 2
5 \/5 nu \/g \/5 nu
g tgo 0 3 1 \/g exista —\/5 -1 3 0 3 -1 _\/g existi
o
E nu \/g \/g nu \/5
>| 8% exisa V3 : 3 0 - 3 1| -V3 existd | V31| 3 0

1.3. Proprietatile fundamentale ale functiilor trigonometrice

I. Functia f: R->R, f(x) =sin x

1° Domeniul de definitie. D(sin) = R, fiindca pentru fiecare & € R se determind in mod
unic ordonata punctului M de pe cercul trigonometric, unde [OM formeaza unghiul de méasura
« cu semiaxa pozitiva [Ox (fig. 8.7).

2° Domeniul valorilor. E(sin) = [-1, 1]. Incluziunea [-1, 1] 2 E(sin) este evidenta,
fiindca pentru orice ¢ € R avem |sino|=]y,, | <1.

Incluziunea inversa [-1, 1] < E(sin) se obtine folosind cercul trigonometric. Pentru orice
a € [-1, 1] examinam pe axa Oy punctul K(0, a) (fig. 8.7). Dreapta paralela cu axa Ox ce
trece prin punctul K va intersecta cercul trigonometric cel putin intr-un punct, M. Din constructie
rezulta cad pentru orice unghi & determinat de semidreapta [OM avem sina = a, adicd a este

Y o valoare a functiei sinus. Se obtine E(sin) = [-1, 1].
3° Zerourile functiei sinus sunt solutiile ecuatiei sinoe =0, adicd y = 0. Se
stie ca punctele au ordonata zero, daci ele apartin axei Ox. In figura 8.7, acestea
-1 o p\1 x sunt punctele 4 si B. Unghiurile determinate de semidreapta [O4 au masura
B ) iy T 0+2m k, ke Z, iar cele determinate de semidreapta [OB au masura 7 + 27 - m,
| me Z. Reuniunea acestor doud multimi numerice este multimea {nk| ke l}.
KO a)p-----~ M Astfel, zerourile functiei sinus sunt numerele xe {7dc| ke Z}.
-1 Coordonatele punctului de intersectie a graficului functiei sinus cu axa Oy
Fig. 87 sunt determinate de egalitatea sin0 = 0, adica sunt (0; 0).

4° Periodicitatea. Din definitia functiei sinus rezultd ca sin(+27)=sin(—2r) =sina,
deoarece unghiurile ¢, & =27 sunt determinate de aceeasi semidreaptd. Aceasta Inseamna
canumarul 7' =27 este perioada a functiei sinus. S& aratam ca T =27 este perioadd princi-
pald a functiei sinus (perioada pozitiva minima). Presupunand ca exista o perioadd mai mica 7},
T, >0, obtinem sinx =sin(x+7;), Vxe R. in particular, pentru x =0 avem 0 = sin0 = sin7.
Intrucat numarul 7, | este un zerou al functiei sinus, el are forma 7, =k, k€ Z. Unica valoare
pozitivd de forma kr, k€ Z, mai mica decat 2x, este 7, = . Dacad 7 ar fi perioada, am
obtine sinx =sin(x+ ), Vxe R. Aceasta relatie nu este insd adevarata pentru orice x€ R.

o
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2 2 2
perioada. Astfel, perioada principald a functiei sinus este 27.

De exemplu, pentru x=Z avem sinZ=1 si sin(£+n’)=—l. Rezultd cd & nu este

| O Retineti! In baza proprietitilor functiilor periodice, conchidem ci este suficient si studiem

a)

‘ proprietatile, variatia functiei sinus pe orice interval de lungime 2.

5° Semnul functiei sinus coincide cu semnul ordonatei punctului respectiv al
cercului trigonometric. Daca ae (2nk, w +2nk), ke Z, adica unghiul o e din
cadranul I sau II, atunci functia sinus ia valori pozitive (fig. 8.8 a). Daca
o€ (2rk —r, 27k), ke Z, adica unghiul oce din cadranul 11T sau IV, atunci functia

sinus ia valori negative (fig. 8.8 a).
6° Paritatea. Daca semidreapta [OM determina un unghi ¢, iar semidreapta
[OM’ determind unghiul —c(fig. 8.8 b), atunci punctele M, M’, ce apartin cercului
trigonometric, sunt simetrice fata de axa Ox. In acest caz, se obtine
sin(-x) =y, =—y,, =—sinq,
pentru orice o€ R. Prin urmare, functia sinus este o functie impara.

7° Monotonia. In §2 se va demonstra ca functia sinus este strict crescatoare

lQ
SN

S T

T
2

x  pe fiecare din intervalele [
la 1, si strict descrescatoare pe fiecare din intervalele [% + 27k, 37” + 2717k], kelZ,

+ 271k, %+27rk:|, ke Z, cu valori de la —1 pana

cu valori de la 1 pana la —1.
Fig. 8.8 8° Extremele. In baza monotoniei functiei sinus, punctele KL 2nk, ke Z, sunt puncte

de maxim local ale acesteia, adicd x_, = Ty 2nk, ke, si y,, . =f (% + 21k ): 1, iar punc-

2
tele 37”+27rk, ke Z, sunt punctele ei de minim local, adica x,_ :377[+27rk, keZ, si

v =f(37”+2nk):—1.

9° Graficul functiei sinus pe [0, 27] se construieste mai usor daca se foloseste cercul
trigonometric. Pentru a obtine, geometric, valorile aproximative ale functiei sinus (fig.
8.9), se va tine cont ca 2w = 6,28.

f(x)=sinx

Fig. 8.9

Pe intervalele [27, 47], [-27, 0], ... graficul functiei sinus se obtine 1n baza periodicitatii
functiei sinus, repetand comportarea acesteia pe [0, 27].

II. Functia f: R > R, f(x) = cos x
Proprietatile functiei cosinus se obtin in mod analog cu proprietatile functiei sinus.

1° D(cos) = R.

2° E(cos) =[-1, 1].

3° Zerourile functiei cosinus sunt numerele xe {% + 71'k| ke Z}, iar graficul ei intersec-
teaza axa Oy 1n punctul (0; 1).
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4° Functia cosinus este periodica, cu perioada principald 2.
5° Semnele valorilor functiei cosinus coincid cu semnele absciselor punctelor cercului
trigonometric: valorile functiei cosinus sunt pozitive, daca unghiul o e din cadranul IV sau |

(oe (—%+ 2k, %+ 2rtk ), ke Z), si negative, daca unghiul o e din cadranul II sau III

(ae (%+27rk, 37”+2nk), ke ).

6° Functia cosinus este pard, deoarece dacd semidreptele [OM si [OM’ determina,
respectiv unghiurile orsi —0, atunci punctele M, M” ale cercului trigonometric sunt simetrice
fata de axa Ox si au aceeasi abscisa. Deci, cos(—a)=cosa, o€ R.

7° Functia cosinus este strict crescatoare pe fiecare din intervalele [ + 27k, 2w +27k], ke Z
(cadranele 111, IV), cu valori de la —1 la 1, si strict descrescatoare pe fiecare din intervalele
[27k, w +27k], k€ Z (cadranele 1, II), cu valori de la 1 pana la —1.

8° Pentru functia cosinus, punctele 27k, ke Z, sunt puncte de maxim local, adica
X, =21k, ke Z, si y, . = f(2nk)=1, iar punctele & + 27k, ke Z, sunt puncte de minim
local, adica x,, =7 +2nk, ke Z, si y,,, = f(w+2mk)=-1.

9° O portiune a graficului functiei cosinus este reprezentatd in figura 8.10.

YA
f(x)=cosx

/\/\

Fig. 8.10

IIL. Functia f: D > R, f(x)=tgx

1° D(tg) = IR\{ + 7k | ke z}

2° E(tg) =R. Pentru orice a€ R, existd un unghi ¢, astfel incat tgar = a, deoarece
MP _AB _a T
a4_ R_ .
tgo = 0P OoA-1-% (xe[ J(ﬁg 8.11). Similar, pentru a€ R_ si Oce( 5 O]

Ordonata punctului de intersectie a semidreptei [OM cu tangenta AB la cercul trigono-
metric in punctul 4A(1; 0) este tgo, de aceea dreapta AB se numeste dreapta (axa)

()
\

Fig.8.11

[ —

=V

tangentelor. Deci, tgo=a=y,.
3° Zerourile functiei tangenta coincid cu zerourile functiei sinus: xe {kn| ke Z}.

4° Functia tangenta este periodica. Se poate ardta ca perioada principald a functiei
tangenta este 7.

5° Functia tangenta ia valori pozitive 1n cadranele I, I1I, unde functiile sinus si cosinus
iau valori de acelasi semn, si valori negative — in cadranele II, IV, unde functiile sinus si
cosinus iau valori de semne opuse.

6° Functia tangenta este impard, deoarece pentru orice o€ D(tg) obtinem:

sin(—¢t) _ —sino
g(-) cos(—x) coso g

o
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) 7° Functia tangenta este strict crescatoare pe fiecare din intervalele

(—%Hrk, %wk), keZ (fig. 8.12).
8° Functia tangenta nu are extreme.
_3n L/ |z 3 ’
2 —7 2 2 9° O portiune a graficului functiei tangenta este reprezentatd in
-5 © & o figura 8.12.
Fig.8.12 IV. Functia f: D > R, f(x) =ctg x "
1° D(ctg) =R\ {rk| ke Z}. 4 B(a; 1)
2° E(ctg) = R (fig. 8.13). Abscisa punctului B(a, 1) este ﬂ) 7777777777 -
ctgor, adica a=ctgo, de aceea dreapta 4B (dreapta tan- a .
genta la cerc in punctul 4(0; 1)) se numeste dreapta (axa) Q_/l X
cotangentelor. Deci, ctga=a=x,.
3° Zerourile functiei cotangentd sunt numerele Fig 8.13
xedl+ 7tk| ke ;.
YA 2
4° Perioada principald a functiei cotangenta este 7.
5° Functia cotangenta ia valori pozitive in cadranele I, 111 si negative — in cadranele I, IV.
L 6° Functia cotangenta este impara:
- ctg(—x) =—ctgx, xe D(ctg).
T _aN\0O| m x . y . . .
2 2 7° Functia cotangenta este strict descrescatoare pe fiecare din intervalele (7k, 7 + k),
ke Z (fig. 8.14).
8° Functia cotangentd nu are extreme.
9° O portiune a graficului functiei cotangenta este reprezentata in figura 8.14.
Fig.8.14 Urmatoarele exemple se rezolva aplicand proprietatile functiilor trigonometrice.
1. o EXercitii 1. Sa se determine semnul produsului a = cosz—ﬂsinz—ﬂtglcosﬂctgs—”.
’ 5 3 74 3 3
rezolvate .
. Rezolvare:
< < o 2 V3 . . . 27
Constatdm ca unghiurile de =5 rad, v rad apartin cadranului I, unghiul de 3 rad —
cadranului II, unghiul de 47” rad — cadranului III, unghiul de STE rad — cadranului IV.
Deoarece cosz?n >0, sinzTﬂ >0, tg% >0, 0054771 <0, cthTn <0, rezulta ca valoarea ex-

presiei a este un numar pozitiv.

c0s10°—cos9°

2. Sa se determine semnul valorii expresiei 75?2

Rezolvare:

Asacum 0°<9°<10°<180°, iar functia cosinus pe [0°, 180°] este strict descrescatoare,
rezultd: cos9°> cos10° Deci, cos10°—co0s9°< 0, adica numaratorul este negativ. Valoarea
expresiei de la numitor este pozitiva, deoarece sin2 < 1. Prin urmare, valoarea expresiei
initiale este un numar negativ.
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Fie o€ R, M(cosa; siner) punctul respectiv pe cercul trigonometric. Coordonatele originii
fiind (0;0), pentru lungimea segmentului OM (raza cercului trigonometric) se obtine:

MODULUL

1= \/(cosa —-0)* +(sina—0)* = \/cosza +sin’a.

Astfel, am obtinut identitatea fundamentald a trigonometriei:

sin‘a+cos’a =1, aeR. 3)

Inmultind expresiile din definitiile functiilor tangent si cotangenta, obtinem:

o sau ctga:tg%, oc;t%k, keZ. 4)

tgor-ctgor=1 sau tgo = tl
c

Impartind ambii membri ai identitatii (3) la sin>c, apoi la cos>e, obtinem:

——, a#7mk, ke Z; 1+tg’a = 12 ,
sSin" o Ccos &

l+ctg’a =

a¢%+7rk, ke Z. (5)

Exercitii si probleme propuse

Profilul real
Sa se exprime in radiani masura unghiului:
a) 45°, 20°, 110°; b) 60°, —78°, 270°; ¢) —120°, -31°, 180°; d) 150°, —218°, —90°.
Sé se exprime 1n grade masura unghiului:

T omo 3w, T3 5 2t mom. T _m 3
V3T g 5 0T T VTR 2
Sa se calculeze valoarea expresiei:

a) sin 90° + cos 270° —sin* 45°; b) tgm —cos’ %+ctg%;
2 T s . _4sin 3T T 2 T
c) Stg ) 20tg6+s1n277:, d) —4sin > +O,5tg6 +ctg ok

N

\ Investigati! Este posibil ca sinusul si cosinusul unuia si aceluiagi unghi sa fie egale respectiv cu:

NE) 7 . 24 . 2 .1
- b i—=; ¢)0,3s10,9; d) —=si —?
5 $ ) 0,35 )ﬁ $ 5

a) 1 i_ __
2 ° 25 ¥ 725
\ Investigati! Este posibil ca tangenta si cotangenta unuia si aceluiasi unghi sa fie egale respectiv cu:

2 . 3 3.7 NERPNE) :
= = _ = _ L. NI “NI. _ D)
a)3§1 5 b) 7 5133 c) 5y S 3 d)\/g 2$1\/§+2.
Sé se aduca la forma cea mai simpla expresia:
a) cos’a —cos'a +sin‘a +tgo - cosa; b) sino —sin’a —coso + cos’ar; 9) 4 —+ 4 —-5;
I+tg’a 1+ctg’a
d) (tgor +ctgo)(1—sinor)(1+sine); e) (1—cos” x)(1+tg’x); f) sin* x +cos” x —cos* x.

Sa se calculeze:

a) 3cos0°— ZSin% + 6tgm; b) sin270° + %ctg90° —2co0s0°
¢) tg60°cos60° —4sin 90°cos45°; d) cos60° +%tg 30°-sin 30°.
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8. Sase calculeze valoarea expresiei:

—cos T T . —cte L T T T
a) E =cos 1 +cos 3 +cos 5 +COST; b) E=ctg 3 +ctg 4 +ctg 3 +ctg >
9. Sase determine sinc, cosa, tgo, ctgo, daca:
a) coso :% sioe (O, g), b) ctga=1,5 si a apartine cadranului III;
c) sinaz% §i0£€(72r,77:); d) tgor =2 §iae(0,§).

10. Sa se afle lungimea ipotenuzei si masurile unghiurilor unui triunghi dreptunghic care are catetele de:
a)4 cm si 4\/5 cm; b) 1 cmsi \/5 cm.

N . . . . C AL w14t
11. éjﬁ% Lucratiin perechi! Sa se afle masurile unghiurilor rombului cu latura de 2 cm si indltimea de V2 em.

12. Care este distanta dintre doi oameni de Tnaltimea 1,7 m,
daca unul 1l vede pe celalalt sub un unghi de 1°?

13. Sa se exprime 1n radiani unghiurile unui triunghi isoscel care are un unghi de 30°.

14. O roata are 90 de dinti. Sa se exprime in radiani unghiul de rotatie al rotii daca ea se roteste cu:
a)30dedinti; b)40dedinti; ¢)60dedinti;  d) 100 de dinti.

15. Sase determine domeniul de definitie al functiei /: D —R:

a) f(x):ctg%; b) f(x):tg%x; ¢) f(x)=tgx-ctgx.

16. Sa se determine semnul produsului cos110° sinSTncos(—IOC’) ctg (— 5;[)

17. Fiefunctia f:D—R, f(x)=sinxcosx tg%. Sa se calculeze:

0 (-5} w5 ) o (-5 ) o /(%)

N

18. \ Investigati! Folosind monotonia functiilor trigonometrice, sa se determine semnul valorii expresiei:

. .

a) . 18100°-1g160° p) [E111°~tgl05°, o sinl-sing
sin(—10°) —sin(-20°)’ sin15°—cos10°”’ 5T :

. tg 3 —tg2

19. \ Investigati! Sa se determine paritatea functiei definite prin formula:

a) f(x)=sinx+cosx; b) f(x)=sin’x+2; ¢) f(x)=sin2x+sin’x.

20. Sa se afle multimea valorilor functiei definite prin formula:

* — . * — 1 . * — 4 . — 1 —
a*) f(x)=3cosux; b*) f(x) pr ¢ f(x) oSt d) f(x)=2sinx-3.
21*. Sase reprezinte grafic functia definita prin formula:
a) f(x)=cos[72r—x); b) f(x)=3sin2x; c) f(x)=]|cosx]; d) f(x)=%|sinx|.

@
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Transformari ale expresiilor trigonometrice

2.1. Formule pentru functiile trigonometrice ale sumei si diferentei de unghiuri
a)Fie a2 f, o, f[0,2r), m(LAOM,)=j,

Cleos(opy:sin(a=p) Y4y McosBs sinh) 1/ yon )=, unde A(L; 0), M, (cosez; sinax),
M, (cos B; sin B) suntpuncte de pe cercul trigonometric (fig. 8.15).
P Sa calculdam cos(a — ). Fie C un punct pe cercul trigonomet-
ric, astfel incat / ,, . =1,,, -/, . Aceasta inseamnd ca
m(£LAOC) =0 — .

Asa cum arcele AM,C si M,CM, au aceeasi masura, rezulta
ca si coardele ce le subintind sunt congruente, adica AC = M, M,.
Tinand seama de coordonatele punctelor A(1; 0), M, (cos f3; sin ),
C(cos(a— B); sin(cc— B)), M, (cosc; sinex) si aplicand for-
mula distantei dintre doua puncte, obtinem:

1 o B \au;0)
X

M, (cosa; sine) -1

Fig.8.15 AC? = (cos(o— B) —1)* +(sin(ar — B) = 0)* =
=cos’ (ot — ) —2cos(cx— B)+1+sin’(a— B) =2 —2cos(ax— B); (1)
M, M, =(coso —cos B)* + (sina —sin B)* = cos’a —2cosacos B +cos’ B +sin’ o —
—2sinorsin B +sin’ =2 —2(cosoccos B +sinasin ). ()
Din (1) si (2) obtinem: cos(c — ) = cosoccos B +sinosin . 3)

b) Fie B>a, a, Be[0, 2r). Deoarece functia cosinus este para, rezulta ca

cos(ox — ) = cos( — ). Aplicand formula (3), obtinem:
cos(a— ) =cos(f —a)=cos B cosa +sin Bsino = cosa cos B +sinasin .

Se stie cd orice numere reale o*, * (care sunt masurile unor unghiuri in radiani) pot fi
scrise sub forma " =o +2km, B* = +2nn, k, ne Z, unde o, P[0, 2r). Astfel, pentru
orice numere reale ¢, 3, tindnd cont de periodicitatea functiilor sinus, cosinus, obtinem
formula:

cos(a — B) =cosocos B +sinasin B, pentru orice o, B e R. 4)

Deoarece cos(ax+ ) =cos[a—(—f)]=cosaxcos(—f3)+sinasin(—f3), luand in consi-
derare paritatea functiilor trigonometrice respective, obtinem:

cos(a + ) =cosacos B —sinasin B, pentru orice o, B € R. (5)
1., Exercitii 1. cos(%—t)zcos%cost+sin%sint=sint.
. rezolvate

2. Substituind 1n formula din exemplul 1 ¢ cu % —t, obtinem

inl Z—¢ 1= T _(Z_;)|=
sm(z—t)—cos(z (2 t)) Cost.

Vom deduce formula pentru sin(c — 3), aplicand formula (5) si cele din exercitiile rezolvate
1si2:
. T T
sin(o— ) = COS[E—(OC - [3)] = COS[(Z—O(J+ ﬁ] =
= cos(z—aJcosﬂ - s1n(3 —a)sm[i’ =sina cos f —cosasin .

Astfel, am obtinut formula:

sin(or — B) =sino cos B — cosasin B, pentru orice o, € R. (6)

MODULUL ~ ]
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Inlocuind in (6) B cu —B si aplicand proprietatile functiilor trigonometrice, obtinem
(Demonstrati!) urmatoarea formula:

sin(a + B) =sinacos B + cosarsin B, pentru orice o, f € R. (7)
1., Exercitiu Si se calculeze sin~.,
rezolvat 12

Rezolvare:
sinZ—g = sin(%+%)= sin%cos%+ cos%sin% = 73 . %+
Utilizand formulele (4)—(7), se deduc formulele:

tgo + tgf tga —tgf3
tg(a+ B)=———">2C, tg(o— ) =—=2>—2 8
pentru orice o, f € R, astfel incat exista tangentele respective

si 1+tgortgB #0.

'ﬁ=%(\/g+\5)-

2> Exercitiu | Deduceti formulele (8), aplicand formulele (4)~(7).

2.2. Formulele de reducere

Se stie ca orice unghi B masurat in radiani poate fi scris sub forma f :%k+(x,

keZ, 0<o< T Atunci, 1n baza formulelor din secventa 2.1, calculul valorilor functiilor
trigonometrice pentru un unghi arbitrar 8 poate fi redus la calculul valorilor lor pentru un
unghi ascutit o.

| Exemple | 1. sin(a+7)=sinacosm +cososinm =—1-sino = —sino.

2. Sll’l(3+a)= SIHECOSOC‘FCOS?SID(X:COSOC;

2

2 2 P
3 tg(7—ﬂ+0¢):tg(3n+£+a):tg(£+a): (2 ): cos =-tga
2 2 2 cos(§+(x) —sina

g ) bservatie | Functia sin (respectiv, functia tg) se numeste cofunctie a functiei cos (respectiv, a functiei

ctg), si invers.

T T . .
COS(—+O€): COS—COS(X —SIn——S1Io = —sIno.

| O Retineti! Pentru facilitarea calculului valorilor functiilor trigonometrice, pot fi aplicate doud reguli,
numite reguli de reducere:
1) valoarea absoluta a oricarei functii trigonometrice de unghiul :%k to, kel,

este egala cu valoarea absoluta a functiei trigonometrice de acelasi nume de unghiul o
pentru k£ numar par si este egald cu valoarea absoluta a cofunctiei trigonometrice
corespunzdtoare de unghiul ¢ pentru &£ numar impar;

2) semnul rezultatului coincide cu semnul valorii functiei trigonometrice initiale, tindnd cont

de cadranul in care se afla unghiul %k T o siconsiderand ca e [0, %:I (indiferent de

masura unghiului ).

I, Exercitiu Sa se calculeze sin1020°.
rezolvat Rezolvare:

sin1020°=sin(90°-11+30°) :—cos30°=—g, deoarece k£ = 11 este numar impar si

1020° apartine cadranului IV, unde valoarea functiei sinus este numar negativ.
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2.3. Formule pentru functii trigonometrice ale multiplilor unui unghi
Considerand 8 =« in formulele (5) si (7), obtinem:

cos2a = cos o —sin’a, sin2a = 2sinocosa, )

numite formule ale cosinusului i sinusului unghiului dublu.
Considerand B = in prima dintre formulele (8) si tga,, tg2 o definite, obtinem urmatoarea
formula pentru tangenta de unghi dublu:

tg20 = —218% ,ai(znzl)”, a;s(z”;’l)”, nel (10)

Pentru functiile trigonometrice de unghi triplu avem formulele:

sin3a =3sino —4sin’a, cos3a =4cos’a —3cosa. (11)

Exercitiu__ | Deduceti formulele (10) si (11).

| O Retineti! Vom deduce doud formule, numite formule de micsorare a exponentului puterii
Sfunctiilor trigonometrice:

cos2a = cos o —sin’o

cos2a =2cos’a—1 cos2o =1-2sin’a
| | (12)

> 1+4cos2a . 5 1l—cos2a

cos’a = ———— sin‘or = ——=—

Aplicand formulele (12), putem micsora puterile cu exponent par ale functiilor tri-
gonometrice, reducandu-le la cele de gradul I.

T
a TS 11 x 1 (5_5
3

Exempl R N DA S
| xemplu | cos” 57 3 2+2cos12 2+200s

4
+l(cos£cos£+ sinzsinl): 1 +l(l £+£ : %}:%jL

1
2721773 T3 4 T2 2

2.4*, Formulele de transformare a sumelor in produse (optional)

Avem sina+sinB:sin(M+ﬂ)+si( ZB o ﬁ)—sm zﬁcosﬂ+

2 2 2 2
a+tf . a-pf . a+tf a-f o+ ﬁ -B .o+ o-p
08 == SiN——"=+5in ——-=c0s —>"——C0s 2 =2sin 57 COs—5 .
: . .o+ -
Deci, s1no¢+sm[3=2sma2ﬂcosTB,pentmorice o, BeR.
Similar, sina—sin f = 2cos#sin#
cosoc+cosﬁ=2cosa-|2_ﬂcosa;ﬂ (13)
cosa—cosﬂ:—2sina-'z_ﬁsina;ﬂ,

pentru orice o, B € R.

l/
\\

Exercitiu | Deduceti formulele (13).

MODULUL ~ )
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;Y//?;

Exercitiu
rezolvat

5 5 Co L /4 3
Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia sin (x + Z}l— cos (T - x).

Rezolvare:

. T RV . 1 T . T (7T )\
sm(x+z)+cos(7—x)— sm(x+4)+cos(2+4 x)— sm(x+4) s1n(4 )C)—

=sin| x+Z |+sin| x—Z |=2sinxcos X = 2Qsinx =+/2sinx.
4 4 4 2
Formulele (13) au o aplicatie importantd la demonstrarea monotoniei functiilor trigo-

nometrice (a se vedea §1).
Fie ) <o <o, SE' Pentru diferenta 4 =sinc, —sin¢, se obtine

.o, - o +o
A=2sin——-"cos—

o o, +o
=.D
. Deoarece
2 2

2, 7O K 2 1
G(O, 2:|, > €

Prin urmare, sino, >sina, si functia sinus pe intervalul indicat este strict crescatoare.
In mod analog poate fi demonstrata monotonia functiilor cosinus, tangenta, cotangenta
(expusd in §1). (Demonstrati!)

T rezulta ca
2727

o, —

. Q, o, +a,
sin—=—-=1>0, cos——=2>0, 4>0.

2.5. Formulele substitutiei universale

Avem sina:ZSin%cos% (14) si sin2%+0052%:1 (15).

Impartind membrul drept al egalitatii (14) la expresia sin’ % +cos’ %, fiind egala cu 1,

tgo =

2tg%

1—tg2%

2sin % cos%
obtinem sinox =——=——=— (16).
sin® % + cos® &
2 2
Impartind in membrul drept al egalitatii (16) numaratorul si numitorul la cos” 5> obtlnem
2tg%
sin = , 0#(2n+r, ne Z. 17)
2 —_—
1+tg >
Similar, din cosco = cos’ (; sin’ = ( 18), impartind membrul drept al acestei egalitati la
cos’ g sin’ %
expresia sin’ ?+ cosZ i fiind egala cu 1, obtinem: cosax = ——=—= (19).
cos’ % +sin” &
2 2
Impartind in membrul drept al egalitatii (19) numaratorul si numitorul la cos” %, obtinem:
1-tg’ %
coso = , 0#2n+r, ne Z. (20)
1+tg 2
2
Din (17) si (20) obtinem (Deduceti!):
1-1g? &
, 0#(2n+ 1, aiw,ne Z.| 21) |ctgo= 2 a#m, azn+hrnel.| (22)

Formulele (17), (20), (21) si (22) se numesc formulele substitutiei universale, care

permit exprimarea sino, cosc, tgo, ctgor prin tg%.
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Exercitii si probleme propuse
Profilul real

MODULUL

CRLE Lucrati in perechi! Sa se calculeze:

a) cos(ox — fB), cos(ax + B), sin(ex — B), sin(a+ B), sin2a, cos2ec, tg2e, stiind ca
_4 T sisinf=> )
cosoc—s, ae(O, 2), si s1nﬁ—4,[3€(0, 2),

b) tg(a+ B), tg(or— B), tg2a, tg2f, stiind ca cosa:E, ae(O, n), si cos B :%, Be (0, g)

17 2
2. Sasecalculeze: a) sin50°c0s40°+ cos50°sin40°%; b) cos %T cos % +sin % sin % ;
¢) sin110°cos 70° —cos110°sin(—70°); d) cos T cosE —sinZsin L

N

7 10 7710
3. \ Investigati! Sa se determine daca existd un unghi ¢, astfel incat:

a) sina=%, cosoc=g; b) sina:@ cosazﬁ' c) tga=g, ctgor =1,25;  d) tga=\E—2, ctga=«/§+2.

41’ 41
| B,

4. (@ 2012) Calculati valoarea expresiei: 8. Utilizand formulele de micsorare a exponentului puterii,
—cos? —sin? sd se aduca la forma cea mai simpla expresia:
\/1 08 x+\/1 sin x,dacéxe E’ﬂ. - , _2P p
sin x cosXx a) sin“a - cos o b) sin“a —cos2¢;
2
5. (@ 2022) Fie expresia E(x)=(cosx+1)’ +(cosx—1)*. ©) cos’ot +cos 20r.
Aritati ¢ valoarea expresiei 2+/3 - E(15°) esteunnumar | 9. Saseafle sinacoser, dacd siner +cosor=0,6, e R.
natural. 10. Saseafle tg’a+ctg’er, daca

6. (@ 2016) Calculati valoarea expresiei:

4 p ne Z}.
E(o)=—tgo +-—=sin(2x),
5 12 9 . . <
ﬂ 11. Saseafle sine, cosa, tga si ctga, daca:
sioe (—ﬂ', 3 )

@g%:u; mg%:m@

tgo+ctgar =2,5, ae R\ {n;z

daca coso = —%
7. 8_& Lucratiin perechi! Sa se aduca la forma ceamai | 12, Szseafle sin2c, cos2e, tger si ctg2er, dacd tga=7.

simpld expresia: 13. Sa se demonstreze identitatea:

a) cos’or +2sin’o —1; b) 2sino cos o ctge; x
2 2 2 s .o a) cos| ——o |=sin| =+ |;
¢) sin" 20 +cos 2a +ctg20; d) tg o(sin“a —1);
sino 1—coso cos2o +sin2o +1 T T
+— ; . b) ctg| —+o |=tg| ——a |
©) 1—-cosa sinor D coso ) g(4 ) g(4 )

14. Sise demonstreze ci:  a) sin’o(l+ ctga) —sina = cosa —cos o (1 + tgor), dacd oe R\ {7;”

b) \/1+cosa_\/1—cosazi, daca o e O,E;
1—cosa l+cosa tga 2

ne Z};

0) sino +2sin20 +sin3a _ 1 ’ dacéa¢£+@, nel

n coso+2cos2a +cos3a  ctg2o 4 2

15. Sa se arate ca daca in AABC: 16. Sa se afle indltimea trapezului dreptunghic
a) cosB+cosC =sinB+sinC, atunci triunghiul este dreptunghic; circumscris unui cerc, dacd masura un-
b) sinB+cosB=sinC+cosC, atunci triunghiul este dreptunghic ghiului ascutit al trapezului este a, iar pe-
sau isoscel: nm\o.\etrul lui este P.
9) singcosg = singcosg, atunci triunghiul este isoscel; 17. \ Investigayi! Utilizand internetul, sa

- . . se aducd exemple din diverse domenii de
d) cosA+cosB—cos(4A+ B)= é, atunci triunghiul este echilateral. ) P . .
2 aplicare a elementelor de trigonometrie.
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BEEN Ecuatii trigonometrice

3.1. Functii trigonometrice inverse

Vom examina functiile trigonometrice numai pe domeniile unde ele sunt inversabile. Anume,
vom examina functiile:

1 [_%,%]ﬁ[ 11, fi(x)=sinx; f: [0, w]—>[-L 1], f,(x)=cosx;

1 (_5 3)-)IR fi(x)=tgx; f,:(0,7)>R, f,(x)=ctgx.

Inversele lor se noteaza respectiv cu arcsin, arccos, arctg, arcctg si se citesc ,,arcsinus”,

=9

»arccosinus”, ,,arctangentd”, ,,arccotangenta”.

Asadar, In baza definitiei functiei inverse, obtinem:

arcsinx=y <siny=ux, xe[-1,1], ye[—%,%]; @)
arccosx=y < cosy=ux, xe[-1, 1], ye[0, 7]; 2)
arctgx=y < tgy=x, xe R, ye( 7; 7;) 3)
arcctgx=y < ctgy=x, xeR, ye (0, 7). 4)

Z lefinitie Functiile  arcsin: [—1, 1]—>|:—3 E:I g,(x) =arcsinx;

Exemple |

Tabelul 2

Tabelul 3

arccos: [—1, 1]—>[0 ], g,(x)=arccosx;
arctg: R —>| - 2 2 , g,(x)=arctgx;

arcctg: R — (0, ), g,(x)=arcctgx,
se numesc functii trigonometrice inverse.

1 _ T Y3 w_ 1.

1. arcsin— 7= 6 fiindca ge[ 5 2] si sin— c=7
1) 2n 2r . 2r 1
2. arccos( 2) 3 deoarece TE [0, ] st cosT— ok

Pentru determinarea valorilor functiilor trigonometrice inverse se pot folosi tabelele de
valori ale functiilor sinus, cosinus, tangenta, cotangenta (tabelul 1, secventa 1.2) pe intervalele
respective, schimband rolurile valorilor argumentelor si valorilor functiilor (tabelele 2 si 3):

X -1 _ﬁ _ﬂ _l 0 l ﬁ ﬁ 1
2 2 2 2 2
arcsinx | — % _Z T _T 0 z z z T
2 3 4 6 6 4 3 2
arccos x T 5_72- 3_7T 2_72' z z i i 0
6 4 3 2 3 4 6
x —B —1 B 0 W3 1 3
3 3
T T V4 T
t T T _ 0 z
arctg x 3 1 ) c
z
3

ENG RN N

NENIIE]

arcctg x = = il

N
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Se poate demonstra ca:

arcsin(—x) = —arcsinx, xe R; arctg(—x) =—arctgx, xe R;

arccos(—x) =m —arccosx, xe R;  arcctg(—x)=m —arcctgx, xe R.

Din definitia functiilor trigonometrice inverse si din relatiile (1)—~(4) rezulta relatiile
(identitatile) (5)—(9):

sin(arcsinx) =x, xe[—1,1]; arcsin(sinx)=x, x€ [—%, %— . (5)
cos(arccosx) =x, xe[—1,1]; arccos(cosx)=x, xe[0, x]. ) (6)
tg(arctgx)=x, xe R; arctg(tgx)=x, xe (—%, % . (7)
ctg(arcctgx)=x, xe R; arcctg(ctgx)=x, xe (0, 7). (8)
sin(arccosx) = ﬂ, xe[-1,1];

cos(arcsinx) = m ,xe[-1L1]; 9)
arcsin x +arccos x = %, xe[-1,1].

1., Exercitiu Sa se afle domeniile de definitie ale functiilor f, #:D — R, f(x)=arccos(2x—1),

rezolvat h(x) = arctg x—=3

2x-2"

Rezolvare:

In baza definitiei functiei arccosinus, avem —1<2x—1<1, de unde 0<x<1. Astfel,
D(f) = [0, 1]. Argumentul functiei arctangentd poate lua orice valoare reald, deci este

suficient ca numitorul raportului 2x _32 sa nu ia valoarea 0. Astfel, D(h) = (-, [)U(1, +oo).

M2> Exercitiu | Trasati graficele functiilor trigonometrice inverse, stiind ci ele sunt
simetrice graficelor functiilor trigonometrice respective ((1), (2), (3),
(4)), fata de bisectoarea cadranelor I si IIl. (/ndicatie. Vezi p. 193.)

3.2. Ecuatii trigonometrice D,

[ Problema | Se stie ca aria suprafetei laterale a unei piramide triunghiulare k
regulate este de 2 ori mai mare decat aria bazei. Sa se afle
masura ZCDB al triunghiului isoscel CDB (fig. 8.16).

B
Rezolvare: A o
Fie AB=a, m(ZCDE)=q, unde DELBC. L
,_a \/g S a ... C
Avem .o/, = 7§ oty =9 -DE. Asacum CE =7 din triun- Fig. 8.16

ghiul CED (m(£E)=90°) obtinem: % =ctgar, DE=CE - ctgo =

a3
4

-ctgor.

e
2

(SRS

a
= & ctgo =

: 5

Astfel, problema s-a redus la rezolvarea ecuatiei ctgor =3 care este o ecuatie

Deoarece .o/, =2.c/,, obtinem 3a-—ctgax=2-

trigonometricd.
Rezolvand aceasta ecuatie (in continuare vom studia metoda ei de rezolvare) si luand in

considerare ca LCDE este ascutit, obtinem m(£LCDE) = alrccth3 = % =60°.
Deci, m(£LCDB)=2-m(£LCDE)=120°. Rdspuns: 120°.

MODULUL ~ ]
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numesc ecuatii trigonometrice.

Z )efinitie Ecuatiile care contin necunoscuta numai la argumentul functiilor trigonometrice se I

/1/ Ecuatii trigonometrice fundamentale

numesc ecuatii trigonometrice fundamentale.

Z > efinitie Ecuatiile trigonometrice de tipul sinx = a, cosx = a, tgx = a, ctgx = a, unde a€ R, se I

Sa determinam formulele de calcul al solutiilor ecuatiilor trigonometrice fundamentale.
Sunt posibile doud modalitati de ilustrare a solutiilor acestor ecuatii:

1) folosind cercul trigonometric;

2)utilizand graficele functiilor trigonometrice.

1/ Ecuatia sinx =a

‘ DVA: xe R. Vom ilustra rezolvarea ecuatiei date folosind cercul

- trigonometric. Fie cercul trigonometric si dreapta y = a (fig. 8.17).
y=a,a

B0 1) y=aa=1 Solutiile ecuatiei sinx = ¢ sunt masurile unghiurilor (in radiani

w/

sau 1n grade) formate de semiaxa pozitiva [Ox cu semidreptele

4 yea\l<a<l ([OM,, [OM,) corespunzdtoare punctelor pe cerc care au ordo-

: M, nata a. Deci, daca | a|> 1, ecuatia sinx = @ nu are solutii.
TSR arcsin A,(1; 0) Daca a = 1, atunci unicul punct care are ordonata 1 (punctul de
4,(—1; 0) 0] x intersectie a cercului cu dreapta y = 1) este B,(0; 1). Prin urmare, o
solutie particulard a ecuatiei sinx =1 este x, = % Luénd 1n calcul
periodicitatea functiei sinus, obtinem toate solutiile ecuatiei sinx = 1:
y=a,a=-1 _ Z
5.0. 1) x=3 +2mn, ne Z. (10)
y=a,a<-1 .. . ..

. Similar, pentru a =1 (punctul B (0; 1)) obtinem toate solutiile

Fig.8.17 ecuatiei sin x =—1:
x:—%+27m,ne v4 (11)

Dacd a = 0, atunci pe cerc exista punctele 4 (1; 0) si 4,(—1; 0) cu ordonata 0. Astfel,
solutii particulare ale ecuatiei sinx=0 sunt x =0 si x,=7.

Tinand seama de periodicitatea functiei sinus, obtinem toate solutiile ecuatiei sinx = O:
x=0+4+2mn, ne Z, x=m+2m, ne Z, sau reuniunea lor:

x=nmn,ne 2. (12)

Daca ae (-1,0)U(0, 1), atunci dreapta y = a intersecteazd cercul trigonometric
(fig. 8.17) in doud puncte, M, si M,, cu ordonata a. Aceste puncte sunt simetrice fatd de axa
ordonatelor. Deci, solutii particulare ale ecuatiei sinx =a sunt x, = arcsina, x, =7 —arcsina.
In baza periodicititii functiei sinus, obtinem formulele de calcul al tuturor solutiilor ecuatiei
sinx = a pentru a€ (-1, 0)U (0, 1):

[ x =arcsina + 27n, ne Z,
| x=m —arcsina +27mn, ne Z.

Aceste formule pot fi unite intr-una singura:

x=(=1)" arcsina + 7k, ke Z (13)

Observam ca din (13), pentru a = 1, a =—1, a = 0, obtinem respectiv solutiile (10)—(12).
Prinurmare, (13) este formula de calcul al tuturor solutiilor ecuatiei trigonometrice fundamen-
tale sinx=a, ae[-11].
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Astfel, multimea solutiilor ecuatiei sinx = a, a e [—1, 1], este:

S ={(-1)" arcsina + k| k € Z}.

., Exercitiu
rezolvat

7

Sa se rezolve in R ecuatia sinx =
Rezolvare:

Aplicand formula (13), obtinem:
x=(=1)" arcsin73 +7k, ke Z, sau x=(-1)" % +nk, ke Z.

Raspuns: S =1{(-1)" §+nk|ke Z).

| O Retineti! Ecuatia sinx = a, unde ae[-1, 1], are in multimea R o infinitate de solutii. Acest fapt
poate fi ilustrat prin abscisele punctelor de intersectie a graficelor functiilor f(x)=sinx
si g(x) =a (fig. 8.18). v
TN T g(x)=a
2/} T oV, N\ 2n/; N7,
/ arcsina 77— ardsin a 27 + arcsina ALY
N Fig.8.18 fx)=sinx
Atentie! La rezolvarea ecuatiilor (respectiv, inecuatiilor) trigonometrice se va avea in vedere
cd arcsinae [—%, %:l si arcsin(—a) =—arcsina.
YA

~ D, N 2| Ecuatia cosx = a
Y : DVA: xe R. Fie cercul trigonometric si dreapta x = a (fig. 8.19).
< Solutiile ecuatiei cosx = a sunt masurile unghiurilor formate de
. semiaxa pozitivd [Ox cu semidreptele ([ON,, [ON,) corespunza-

G toare punctelor pe cerc care au abscisa a. Astfel, dacd |a|>1,

- 0 ecuatia cosx =a nu are solutii.

i Utilizand figura 8.19 si tindnd cont de periodicitatea functiei co-

:ﬁ sinus, obtinem formula de calcul a tuturor solutiilor ecuatiei funda-

! 5 mentale cosx=a, ae[-1,1]:

1 x =xarccosa+2mn, ne Z.
Fig. 8.19

Deci, multimea solutiilor ecuatiei cos x = a, a€[—1, 1], este:

S= {iarccosa+27rk|ke VAS

(14)

M2> Exercitiu | Deduceti formula (14).

Atentie! La rezolvarea ecuatiilor (respectiv, inecuatiilor) trigonometrice se va tine cont de
faptul ca arccosae [0, 7] si arccos(—a)=rm —arccosa.

., Exercitiu
. rezolvat

< . . 1
Sa se rezolve in R ecuatia cosx = —3

Rezolvare:

Conform formulei (14) si a proprietatii arccosinusului (indicata mai sus), obtinem solutiile:

x ==arccos (—%)+ 2nk, ke Z < x =i(7‘€ —arccos%)+ 2rtk, ke Z,

de unde x==% 727—% +2mk, ke Z. Prin urmare, x:izTn+27rk, ke Z.

Raspuns: S z{izTﬂ+27rk| ke Z}.

MODULUL ~ )
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| O Retineti! Ecuatia cosx =a, unde a€[-1, 1], are in multimea R o infinitate de solutii. Acest fapt
poate fi ilustrat prin abscisele punctelor de intersectie a graficelor functiilor f(x)=cosx
si g(x)=a (fig. 8.20).

Y f(x) = cosx

A
1
st 3 T T 3 il
2/ an No % "5 o Na x5 am NG
/_ N/ N 7 ' AVE
\/arccosa 1 arccosN/ g)=a
Fig. 8.20

3! Ecuatia tgx =a

r DVA: xelR\{%+kﬂ|keZ}.

P . ..
Asa cum E(tg)=R, rezultd ca ecuatia tg x = a are solutii pentru

a>0 orice a€ R.

@X o 4,(1;0) Vom ilustra rezolvarea ecuatiei tgx =a folosind cercul trigonometric
4, [0 X si axa tangentelor 4, T (fig. 8.21). Pentru orice numdr a, pe dreapta (axa)
tangentelor este un unic punct 7(1, a), a carui ordonatd este a. Dreapta
P, OT intersecteazd cercul trigonometric in doud puncte (P si P)). Deci,
existd doud unghiuri ¢ si © + « ale caror tangenta este @, unde
oe —%, %) si o =arctg a.

Atunci, o solutie particulard a ecuatiei tgx = a este x, =arctga. Similar rezolvarii
ecuatiilor sinx=a, cosx=a, utilizand figura 8.21 si tinand cont de periodicitatea functiei tan-
genta, obtinem formula de calcul a tuturor solutiilor ecuatiei fundamentale tgx=a, aeR:
x=arctga+nn, ne Z.

Fig.8.21

Pentru a = 0 obtinem formula de calcul al tuturor solutiilor ecuatiei tgx = 0:
x=nn,ne Z.
Prin urmare, multimea solutiilor ecuatiei tgx=a, a€ R, este:

S={arctga+nn|ne Z. (15)

1., Exercitiu Sa se rezolve in R ecuatia tgx = —3.
rezolvat

Rezolvare:

Conform formulei (15), x =arctg (—\/§)+n7r, ne Z < x=-arctg \/§+n7z, neZ, de

b4
unde x=—=+nm, ne Z.

Raspuns: S={—%+nﬂ|ne Z}.

YA
| O Retineti! Ecuatia tgx =a, a € R, are in multimea / / / o) =a
R\ {% +km|ke Z} o infinitate de so- / i % /
lutii. Acest fapt este ilustrat prin abscisele _37| /7 _% plarctg a T 3 X
punctelor de intersectie a graficelor func- 2 2
tiilor f(x) = tgx si g(x) = a (fig. 8.22).

Fig.8.22
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Atentie! La rezolvarea ecuatiilor (inecuatiilor) trigonometrice se va lua In considerare ca

arctgae (— %, %) si arctg(—a)=—arctga.

4| Ecuatia ctgx = a

Ya DVA: xe R\ {7rk| ke Z}. Deoarece E(ctg)=R, rezultd ca ecuatia
40 @20 ctgx=a are solutii pentru orice a€ R.
/T Vom ilustra rezolvarea ecuatiei ctgx =a folosind cercul trigonometric
si dreapta (axa) cotangentelor 4,7 (fig. 8.23).
& Similar ecuatiei tgx = a, pentru ecuatia fundamentald ctgx =a, ae R,
X .. .
¢ o . avem formula de calcul a tuturor solutiilor ei:
0 . x=arcctga +7mn, ne Z.
Pentru a =0 obtinem formula de calcul a tuturor solutiilor ecuatiei ctgx =0:
P x= % +7mn, ne 2.
A, Deci, multimea solutiilor ecuatiei ctgx =a, a€ R, este:
Fig.8.23 S = {arcctga+mn|ne Z}. (16)
M2> Exercitiu | Deduceti formula (16).
| O Retineti! Ecuatia ctgx=a, a€ R, are o infinitate de solutii in multimea R\ {ﬂk| ke Z}. Acest

fapt poate fi ilustrat prin abscisele punctelor de intersectie a graficului functiei f(x) = ctgx
cu dreapta g(x) = a (fig. 8.22).

Atentie! La rezolvarea ecuatiilor (inecuatiilor) trigonometrice se va tine cont de faptul ca
arcctgae (0, m) si arcctg(—a)=m —arcctga.

rezolvat

1., Exercitiu

Sa se rezolve in R ecuatia ctgx = 3.
Rezolvare:

Conform formulei (16), x= arcctg(—\/g) +mn, ne S x=r— arcctg\/g +7mn, ne Z.
. S
Prin urmare, x = 5 +7mn, ne Z.

Raspuns: Sz{%t+7m| ne Z}.

- / Ecuatii trigonometrice de tipul f(sinx) = 0, f(cosx) = 0, f(tgx) = 0, f(ctgx) =0

Ecuatiile in care necunoscuta este argument numai al unei functii trigonometrice se rezolva,
de regula, prin metoda utilizdrii necunoscutei auxiliare, care reduce ecuatia initiald la o
ecuatie care nu contine functii trigonometrice.

., Exercitiu
. rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia cos’x+2sinx+2=0.

Rezolvare:

DVA: xe R. Asa cum cos’x =1—sin’x, obtinem ecuatia echivalenti sin’x —2sinx—3=0.
Fie sinx=¢, unde |#| <1. Atunci, din ultima ecuatie obtinem ecuatia algebrica de gradul II
* =2t-3=0, cu solutiile 7, = —1, ¢, = 3. Valoarea ¢, = 3 nu satisface conditia |7|<I.

Revenind la necunoscuta x, obtinem ecuatia sinx =—1, de unde x = - +2kr, ke Z.

Raspuns: S = {—%+2kn| ke Z}.

®
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-2 Ecuatii trigonometrice omogene

Z ) efinitie Ecuatiile trigonometrice de forma

a,sin"x+a, sin""'xcosx+...+a,sinxcos" "' x+a, cos"x =0 (17)
se numesc ecuatii trigonometrice omogene de gradul n, ne N*, in sinx si cosx.

Ecuatiile de forma (17) se rezolva prin impartirea ambilor membri la cos”x pentru a, # 0
(la sin"x pentru a, #0), dacd cosx (respectiv, sinx) nu este factor comun.

Obtinem ecuatia echivalent a,tg"x+a, tg" ' x+...+a,tgx +a, =0, care, prin substitutia
tg x = t, se reduce la ecuatia algebrica a,t" +a, "' +..+at+a,=0.

Intr-adevar, daca a, #0 (respectiv, a, #0), atunci nu existd un unghi ¢ pentru care
cos@ =0 (respectiv, sin@ =0), deoarece, daca ar exista un astfel de unghi, atunci, inlocuind
in aceastd ecuatie x cu ¢, am obtine a,sin"¢ =0 (respectiv, a,cos"® =0) sau sing =0
(respectiv, cos¢ = 0). Nu exista insa un unghi pentru care functia sinus si functia cosinus sa
ia simultan valoarea 0. Asadar, prin Tmpartirea ambilor membri ai ecuatiei (17) la cos”"x
(respectiv, la sin"x) obtinem o ecuatie echivalenta cu cea data.

. Exercitiu
: rezolvat

Si se rezolve in R ecuatia cos’x —sinxcosx +4sin’x = 2.

Rezolvare:

DVA: xe R. Substituind in ecuatia datd 2=2-1=2(cos’x+sin’x), obtinem ecuatia
omogeni cos’x +sinxcosx —2sin’x = 0. Impartind ultima ecuatie la sin’x, obtinem ecuatia
echivalentd tg’x+tgx—2=0.

Fie tgx=t. Atunci obtinem ecuatia algebrica 1* +7—2=0, cu solutiile ¢, =-2, ¢, =1.
Revenind la necunoscuta x, obtinem totalitatea de ecuatii trigonometrice tgx =-2; tgx=1,

cu multimile de solutii S, = {—arctg2 + k7r| kelZ} si S, = {% + n7t| ne Z}.

Raspuns: S = {—arctg2+k7r| ke Z} U{%+n7r|ne Z}

Atentie! Daca la rezolvarea ecuatiilor trigonometrice (mai ales a celor omogene) e posibila
aplicarea metodei descompunerii in factori, atunci mai intai aplicim aceasta metoda, apoi
folosim alte metode pentru rezolvarea ecuatiilor obtinute. In caz contrar, putem pierde solutii
chiar la prima etapa de rezolvare.

1., Exercitiu
rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia omogena cos’x —3sinxcosx =0.

Rezolvare:

In membrul stang, cosx este factor comun.
Rezolvand aceasta ecuatie prin metoda descompunerii in factori, obtinem ecuatia
cosx =0,

cosx(cosx—3sinx) =0, echivalenta cu totalitatea .
cosx —3sinx=0.

Prima ecuatie are multimea solutiilor S, = {% +km | ke Z}, iar ecuatia a doua— multimea

solutiilor S, = {arctg% + nn| ne Z}.

Raspuns: S = {%+k7r| ke Z}U{arctg%+nn| ne Z}.

g 7 bservatie | Dacd am fi Impartit ambii membri ai ecuatiei la cos’x, am fi pierdut solutiile ecuatiei

©

initiale de forma x = % +kr, ke Z (solutiile ecuatiei cosx=0).
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G e e . . *
4/ Ecuatii trigonometrice de forma asinx+bcosx=c, a,beR

Vom examina cateva metode de rezolvare a ecuatiilor de acest tip.

1/ Metoda omogenizarii

Pornind de la faptul ca sinx = s1n(2 5 ) 2sin 5 cos~ > iar cosx :005(2 : % ): cos’ g —sin’ %

. . X X . . . A . -
si 1=sin’ 3 +cos’ 3 din asinx+bcosx=c obtinem, in caz general, o ecuatie omogena:

_ 2 X inXcosX — in2 X _
(b—c)cos 2+2asm2cos2 (b+c)sin 7 0. (18)

[ O Retineti!

Ecuatia de forma asinx+bcosx=c are solutii dacd si numai dacd a’+b*>2>¢’

(deoarece ecuatia de gradul II are solutii dacd si numai daca A=0). Pentru b=—c
obtinem ecuatia trigonometrica fundamentald de tipul tg# = a, iar pentru b = ¢ vom aplica
metoda descompunerii in factori. Pentru ¢ =0 obtinem o ecuatie trigonometrica omogena
de gradul I.

Sa se rezolve in R ecuatia 2sinx+3cosx =1.

Rezolvare:

DVA: xe R. Omogenizim aceasti ecuatie (ea are solutii, deoarece 2° +3° >1%) si obtinem:

. X X 2 X .2 X 2 X -2 X
4sin=cos=+3cos"=—3sin"=—cos"  =—sin" =0
2 2 2 2 2 2

& 2sin’ g— 2 sin%cos% —cos’x = 0. Impartind ambii membri ai ultimei ecuatii la cos % £0,

obtinem ecuatia echivalenta 2tg” % - 2tg§ —1=0. Fie tg% =¢. Substituind, obtinem ecuatia

1-3 1+J§

algebrica 2t* —2t—1=0, cu solutiile ¢, = > t, = . Revenind la necunoscuta x,
obtinem totalitatea de ecuatii tg% 1 _2\/5 tg ; I+ \/_ , respectiv cu multimile de solutii:

S, ={Zarctg#+2kﬂ?|ke Z}, S, {Zarctgl \/_+2n7r|ne Z}
Raspuns: S = {Zarctg1 2\/_+2k7r|ke Z} {Zarctg1 \/_+2n7r|ne Z}.

2| Metoda unghiului auxiliar
impartind ambii membri ai ecuatiei asin x +bcosx=c (19)laa, a € R, obtinem ecuatia

echivalenta sinx + écosx =< (20).
a a

Fie gztga, unde azarctgge —%, . Unghiul o se numeste unghi auxiliar.

T
b 2
Substituind i tgor in ecuatia (20), obtinem:

. c . sino ¢, sinxcosa+sin@cosx _ ¢
sinx+tgo -cosx =— & sinx + cosx=—& =—¢
a o a cosa a
sin(x + &)
& ———F= <:>sm(x+oc)——cosa
coso

Rezolvand aceasta ecuatie fundamentald, obtinem solutiile ecuatiei (19).

MODULUL ~
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Exercitiu
rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia V3sinx +cosx=4/3.
Rezolvare:
DVA: xe R. Impirtind ambii membri ai ecuatiei initiale la NG) , obtinem ecuatia:

sinx+%cosx:1. (*)

Avem b_ tgo = L Prin urmare, o = Zel-Z,% | Substituind = tgl in ecuatia
a 6 ﬁ 6

NE) 2°2
V3

sin—
(*), obtinem sinx+ 6 . cosx =1 sinx-cos’ +sin’ - cosx =cos™ < sin| x+ % |= Y2
cos® 6 6 6 6 2

6
Deci, x=(— 1)‘5—%+kﬂ,ke Z

Réspuns: S = {( 1)"” ”+kn|ke Z}

In unele cazuri se introduce unghiul auxiliar tinand cont de faptul ca ecuatia

. . - . . C .
asinx+bcosx=c este echivalentd cu ecuatia sin(x+@)=————, unde ¢ se obtine
2 2
b va +

Ty

_ a

in cazul ecuatiei \/gsinx+cosx:\/§ avem: a=\/§, b=1, deci Va’+b* =2.

B 3

Impartim ambii membri ai ecuatiei la 2, obtinem: = sinx +=cosx= — sau

2
cos%sinx + sin%cosx = %

Deci, qoz% si sin(%+x) ﬁ , deunde x=(— 1)"” ﬂ+k7t ke Z.

rezolvand sistemul

Raspuns: S = {( 1)”r ”+lm|ke Z}

3! Metoda reducerii la un sistem de ecuatii algebrice
Avand ecuatia asinx+bcosx=c, a,be R’, si stiind ci sin’x+cos’x =1 pentru orice
xe R, efectuam substitutiile sin x =u, cosx =v. Astfel, ecuatia initiala se reduce la sistemul

2 2
w v =l, Rezolvénd acest sistem si revenind la substitutiile facute,

de ecuatii algebrice {
au+bv=c.

obtinem solutiile ecuatiei initiale.

Exercitiu
rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia sin3x+ cos3x=1.

Rezolvare:

Fie sin3x =u, cos3x =v. Stiind ca sin” 3x + cos” 3x =1, ecuatia se reduce la sistemul de
w+vi=1  J(d-v) +V’ =1, J1- 2v+v? +v =1, &
&
u+v=1 u=l-v u=1l-v

0, v=0,
1-v; u=1,

V;
L1

=0, v=lI,

1-v u=0.

ecuatii algebrice: {

= <
n

,_n

<3{2\1(1—1/):0,,{:> {
u=1-v
o
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Revenind la substitutiile facute, obtinem:

V3 T 2
){sin3x:1, 3X=3+27Tk,k€ Z,c} x:€+?k,ke Z,
cos3x =0 3x=%+7m,neZ x=%+%,ne Z.
Tk
) sin3x=0, 3x=nrk, ke Z, - x:T,keZ,
cos3x=1 3x=2mn, ne”Z _2mn
X—T,HEZ
Raspuns: S = {2Tm| ne Z}U{%+%| ke Z}.

/?/ Rezolvarea ecuatiilor trigonometrice cu selectarea solutiilor

Uneori se cere nu humai rezolvarea ecuatiei trigonometrice respective, dar si selectarea
solutiilor care satisfac anumite conditii speciale: apartin unui interval numeric, sunt solutii ale
altor ecuatii sau inecuatii etc. Vom explica procedeul de selectare a solutiilor printr-un exemplu.

1., Exercitiu Sé se rezolve in R ecuatia 5(sinx +cosx)—4sinxcosx =5 si sa se determine solutiile ei
% rezolvat

care apartin intervalului [—n , %]

Rezolvare:

1’ -1
2

initiald se reduce la ecuatia algebrica de gradul II 2¢> —5¢+3 =0, cusolutiile 7, =1, ¢, =1,5

DVA: x€ R. Fie sinx+cosx=¢. Atunci, sinxcosx =

(Argumentati!) si ecuatia

(Verificati!). Revenind la necunoscuta x, obtinem totalitatea de ecuatii: sinx+cosx =1;
sinx +cosx =1,5. Ecuatia a doua nu are solutii in R. (Verificati!)

Pentru a rezolva prima ecuatie, aplicim metoda unghiului auxiliar si obtinem ecuatia
sin(x + %)z %, cu solutiile:

V2 =@

x=(=-1)" arcsinT—Z+kﬂ:, ke Z, sau x=[(-1)" —1]%+k7t, kel.

. .. . . T o < .
Pentru a determina solutiile care apartin intervalului [— T, E] , examinam doua cazuri:

1) Fie k=2n, ne Z. Avem x=[(=1)*" —1]%+2n71', ne Z, sau x=2mn, ne Z.
Vi . T
Asa cum xe€ [—7[, 5], rezultd cd —7 < 27n SE’ nel.

Deci, _%SHS%’ ne Z. Conchidem ca n=0.

Atunci, x =27 -0 sau x =0. Deci, numai o solutie apartine intervalului l:—ﬂ, %:I

2) Fie k=2n+1, ne Z. Atunci, x=[(-1)"""' —1]%+(2n +D)r, ne Z, sau

x:—%+7r+27m, ne Z. Adica, x:%+27m, nel.

Deoarece xe [—ﬂ, %], rezulta ca —nS%+2n‘n SE, neZ, sau —1Sl+2nSl, nel.

2 2 2
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Deci, —% <n<0,ne Z. Conchidem ca n=0.

2
Reuniunea multimilor solutiilor obtinute in ambele cazuri formeaza multimea solutiilor ecu-
atiei initiale, ce apartin intervalului indicat.

Raspuns: S = {0, —E}.

Atunci, x = % +2-0-m sau x = % Deci, numai o solutie apartine intervalului [— T, E].

2

Z > bservatie | In acest exercitiu am aritat cum se aplici metoda utilizirii necunoscutei auxiliare la

rezolvarea unor ecuatii de tipul f(sinxZcosx, sinxcosx)=0.

Atat functiile trigonometrice, cat si ecuatiile trigonometrice se aplica in diverse domenii.

De exemplu:

e Transformarea de rotatie este descrisa de o relatie 1n care apar functiile trigonometrice.

e Inmedicina, ecuatia functionarii inimii se descrie printr-o ecuatie trigonometrici complexa.

e Savantii biologi sustin ca drumul parcurs de pesti Tn apa are o traiectorie sinusoidala (sau
cosinusoidald), iar in timp ce Tnoata corpul lor ia forma graficului tangentei (sau cotan-
gentei).

e In geografie, la calcularea distantei dintre diverse puncte (accesibile sau inaccesibile) se
utilizeaza teorema cosinusurilor.

e In arhitecturd, pentru calcularea inaltimilor se foloseste unghiul de elevatie, care se
determina din relatii cu functii trigonometrice.

e In arta decorativa intilnim diverse curbe, care au descriere trigonometrica.

e In fizici, pendulul realizeaza oscilatii periodice avand descriere trigonometrici etc.

Exercitii si probleme propuse

Profilul real
Sa se rezolve in R ecuatia (1-3):
1. a) sin2x:\/§; b) sinxz—g; c) sin(3x+%)zl; d) sin(%—%):%.
T\_1. __\3, 35, T 3L

2. a) cos(Zx—?)—l, b) cosx = 7 c) cosSx = 3 d) 005(4 3x)—2.
3. a) tgxz—%; b) tg2x=25; 9) tg(%—h):l; d) tg(’é—g)zﬁ.
Sa se rezolve in R ecuatia (4-8):

25x _ 1. i x_7F =1L 2 T\_3
4. a) cos > =7 b) sin (x 4)—2, c) tg (3x+6)—3,

d) l—cosz(3x—2)=cos%; e) sinx —cosx =+/2sin6x; f) \/E(sinx+cosx):20053x.

5. a) 2sin’x—sinx—1=0;  b) cos’x—5cosx+6=0; ¢) tg’x—Ttgx+12=0; d) 2cos’ Sx+sinSx+1=0.
6. a) sin§+cos%=0; b) 4sinx—3cosx =0; ¢) sin’x—3cos’x=sin2x;  d) 4sin’x+sin2x=3.
7. a) cosx+sinx = 1 b) sin2x—\/§c052x=\/§; ¢) Ssinx+cosx =5; d) cosx—sinx=+/2sin3x.

®

f;
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(3 . .
8. &_R& Lucrafiin perechi!

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16".

a) cos2x =sinx—cCosx; b) sin2x=1—\5(cosx—sinx);

¢) 2sin’x+5sinxcosx+5cos’x =1; d) sin*2x—cos2x=1;

e) sin’x+cos’x=1; ") sinxsin3xcos5x =1;

2) tgx+ctgx=«/§(sinx+cosx); h) tg(x—§)+tgx+tg(x+7g)=0;
i) sin%—cos§= ZSinSTX; j)%zl—sin4x.

N

\ Investigati! Sa se afle solutiile reale ale ecuatiei trigonometrice care apartin intervalului indicat:

. . 3 . .3 X T T .
a) 1—sin2x+sinx—cosx =0, —TSxSrc; b) 2s1n5xsm§x=cos§, Xe [_Z’ Z]’ ))Q W“@
) sin’x—3sinx+2=0, xe [—%, n]; d) 2cos’x—7cosx+2=0, xe (0, ). %@@@
< “)7"7'4 -

Umbra unui stalp vertical de 7 m are lungimea de 4 m. Sa se afle o din figura aldturata.

Un patrulater inscris intr-un cerc are laturile de lungime ¢ =10 cm, b=4 cm, ¢ =2 cm,
d=8 cm (in aceastd ordine). Sa se afle masura unghiului format de laturile @ si b.

Valoarea raportului dintre aria laterala si aria bazei unei piramide triunghiulare regu-
late este egald cu 2. Si se afle masura unghiului format de muchia laterala si x

inaltimea piramidei.
(013N
é?ﬁ Lucratiin perechi! Diagonalele fetelor laterale ale unui paralelipiped dreptunghic formeaza cu laturile respec-

tive ale bazei unghiurile orsi . Sa se afle masura unghiului format de diagonala paralelipipedului si diagonala respectiva
abazei.

Se stie ca doua laturi ale unui triunghi au lungimile / si m, iar bisectoarea unghiului format de aceste laturi are lungi-
mea b. Sa se afle masura acestui unghi.

Sa se compuna si sa se rezolve o ecuatie trigonometrica:

a) omogena; b) de forma asinx+bcosx=c, a,be R; c) care se reduce la o ecuatie algebrica.
Sa se rezolve in R, unde a este un parametru real, ecuatia:

a) asin’x+sinx—1=0; b) (a+1)sin’x—2sinx+a—-1=0;

¢) a+Dtg’2x—tg2x—a=0; d) J3cosx—sinx=3a—1.

Inecuatii trigonometrice

4.1. Notiunea de inecuatie trigonometrica

@ efinitie Inecuatiile care contin necunoscuta numai la argumentul functiilor trigonometrice se I

numesc inecuatii trigonometrice.

Inecuatiile trigonometrice pot fi rezolvate aplicand atat proprietatile functiilor trigono-
metrice (periodicitatea, monotonia, identitatile respective etc.), cat si metodele generale de
rezolvare a inecuatiilor (inclusiv metoda intervalelor). Deoarece la rezolvarea inecuatiilor
trigonometrice verificarea solutiilor este deseori dificild, vom avea grija ca transformarile
efectuate sa fie transformari echivalente.

Rezolvarea inecuatiilor trigonometrice se reduce, de regula, la rezolvarea inecuatiilor
trigonometrice fundamentale sau la rezolvarea sistemelor (totalitdtilor) de inecuatii
trigonometrice fundamentale.
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4.2. Inecuatii trigonometrice fundamentale

Z ) efinitie Inecuatiile de tipul sinz > a, sint <a, sint >a, sint<a, cost>a, cost<a, cost >a,
cost<a, tgt>a, tgt<a, tgt2a, tgt<a, ctgt>a, ctgt<a, ctgt=a, ctgt<a
(a€e R) se numesc inecuatii trigonometrice fundamentale.

Inecuatiile trigonometrice fundamentale (similar ecuatiilor trigonometrice fundamentale)
pot firezolvate:

1) folosind cercul trigonometric;

2) folosind graficele functiilor trigonometrice.

Vom ilustra rezolvarea inecuatiilor trigonometrice fundamentale pe cercul trigonometric.

NG

1., Exercitiu Sa se rezolve in R inecuatia sinz >——.

2
rezolvat Rezolvare:
DVA: te R. Rezolvam, mai intdi, inecuatia pe intervalul [0, 2] de
YA
1 lungime 2 7. Fie cercul trigonometric si dreapta y :ﬁ (fig. 8.24). Toate
N ~ \/§ 2
P /- -\P 1 Y= punctele cercului trigonometric corespunzatoare valorilor lui ¢ (1, <t <t,),
M
; care satisfac inecuatia initiala, au ordonata mai mare decat 73 Multimea
2
h . acestor puncte formeaza arcul P,P,, subintins de unghiul AOP,. Extremitatii
-1 (0] 1 x
B, 1i corespunde valoarea ¢, = arcsin%z%, iar extremitdtii P, — va-
loarea t, =7 — arcsing =7 —% = 2% Deci, punctul cercului va apartine
-1 arcului AP, daca % <t< 2Tﬂ Rezulta ca toate solutiile inecuatiei initiale,
Fig.8.24 .. . .
8 care apartin intervalului [0, 27] de lungime 27, sunt %< t <2T7[.
Deoarece functia sinus este o functie periodica cu perioada principald 27, toate celelalte
solutii ale inecuatiei initiale se obtin prin adunarea numerelor de forma 27k, ke Z, la cele
deja determinate. Astfel, solutiile inecuatiei initiale sunt: % +2mk <t < ZTn + 21k, ke Z.
Raspuns: S =U (E + 27k, 2, 27rk).
kez 3 3
YA all Inecuatia fundamentald sinz >a @)
1|N . . ..
1) Pentru @ 21 inecuatia (1) nu are solutii.
P h p 2) Pentru a <—1 solutia inecuatiei este orice € R.
2 1
v=a 3)Fie —1<a<l, a=arcsina. Atunci, in baza periodicitatii functiei sinus,
b obtinem solutiile inecuatiei (1) (fig. 8.25):
-1 [9) I x arcsina + 27k <t <m —arcsina + 2nk, ke Z.
Asadar, multimea solutiilor inecuatiei (1) este:
S = U (arcsina + 27k, m —arcsina + 27k).
kez
-1
Fig. 8.25
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a2l Inecuatia fundamentald sinz <a 2)

1) Pentru ¢ >1 inecuatia (2) are solutia orice t€ R.

2) Pentru a < -1 inecuatia (2) nu are solutii.

3) Rezolvarea inecuatiei (2) pentru —1<a <1 se reduce la rezolvarea inecuatiei sint > a,
efectuand substitutia ¢ =—z.

In acest caz, solutiile inecuatiei (2) sunt: — 7 —arcsina + 27k <t <arcsina + 27k, ke Z.
Multimea solutiilor inecuatiei (2) este:

S = U (-r —arcsina + 27k, arcsina + 27k).
keZ

a3l Inecuatia fundamentala sint >a 3)

1) Pentru a <—1 inecuatia (3) are solutia orice € R.
2) Pentru a >1 inecuatia (3) nu are solutii.
3) Pentru —1< a<1 solutiile inecuatiei (3) sunt:

' arcsina+ 27k <t <m-—arcsina+2mk, ke Z, iar

1
S = UJarcsina + 2k, 7 —arcsina + 27k].
keZ
M P y=a

a4l Inecuatia fundamentala sinz<a 4)

/ 1 x 1)Pentru a>1 inecuatia (4) are solutia orice t€ R.

2 2) Pentru a <—1 inecuatia (4) nu are solutii.
3) Pentru —1<a<1 solutiile inecuatiei (4) sunt (fig. 8.26):
—m —arcsina +2mk <t <arcsina+2nk, k€ Z, iar

Fig.

N
S = U[-m —arcsina + 27k, arcsina + 27k].
8.26 kez

| O Retineti! La rezolvarea inecuatiilor trigonometrice fundamentale se cautd mai Intai solutiile pe un

interval de lungime 27 (pentru sinus si cosinus) sau de lungime 7 (pentru tangenta
si cotangentd). Raspunsul se va scrie tindndu-se cont de periodicitatea functiei respective.

b1l Inecuatia fundamentald cost >a (5)

v . N . . 1
;v/,?, Exercitiu Sa se rezolve in R inecuatia cos? > 5

rezolv
ezolvat Rezolvare:
y DVA: te R. Rezolvam inecuatia pe intervalul [-7z, 7] de lungimea 2.
1 P Fie cercul trigonometric si dreapta x :% (fig. 8.27). Toate punctele cer-
2
cului trigonometric pentru orice valoare a lui ¢ care satisface inecuatia initiala
au abscisa mai mare decat %
L M _\N_ Multimea acestor puncte formeaza arcul A, P,, subintins de unghiul LOP,.
-1 ON/ ¢ 1 X
' Avem P, 1. —arccosl P 1, arccosl
"2’ 27 2 2 )
Prin urmare, pe intervalul [—r, 7] punctul va apartine arcului P P,, daca
P, 1 1 T Vi3 . e ..
S —arccos <t< arccos o, sau —=-< t< 3 Rezulta ca solutiile inecuatiei
Fig.8.27 initiale, care apartin intervalului [-7, 7] de lungimea 27, sunt -3 <t< 3

o
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determinate. Deci, solutiile inecuatiei initiale sunt: —

—_

Deoarece functia cosinus este o functie periodica cu perioada principald 27, toate celelalte
solutii ale inecuatiei se obtin prin adunarea numerelor de forma 27k, ke Z, la cele deja

3 3

keZ 3

Raspuns: S=U (— LU 21k, %+ 21k )

T oomk<t<Z v onk, keZ

Revenim la inecuatia cos? > a. Se poate demonstra ca:

1) pentru @ >1 inecuatia (5) nu are solutii;

XxX=a

-1

Fig. 8.28

Nl Mm|®E

>

A
=

—arccosa + 2wk <t < arccosa + 27k, ke Z.
Prin urmare, multimea solutiilor inecuatiei (5) este:

2) pentru a <—1 inecuatia (5) are solutia orice e R;
3) pentru —1<a <1 solutiile inecuatiei (5) sunt (fig. 8.28):

kel

S = U (—arccosa + 2mk, arccosa + 27k).

b2! Inecuatia fundamentala cosz<a  (6)

1) Pentru a >1 inecuatia (6) are solutia orice 7€ R.
2) Pentru a < -1 inecuatia (6) nu are solutii.
3) Pentru —1< a <1 solutiile inecuatiei (6) sunt:

arccos a + 2mk < t < 2w —arccos a + 2k, k € Z, multimea solutiilor fiind:

S = U(arccosa + 2k, 2m —arccosa + 27k).
kez

b3! Inecuatia fundamentald cosz =a @)

1) Pentru a <—1 inecuatia (7) are solutia orice t€ R.
2) Pentru @ >1 inecuatia (7) nu are solutii.

3) Pentru —1< a<1 solutiile inecuatiei (7) sunt: —arccosa + 27k < ¢ <arccosa + 27k,

k € Z, iar multimea solutiilor este:

S = U[—arccosa + 27k, arccosa + 27k].
keZ

b4! Inecuatia fundamentala cost <a ®)

1) Pentru a >1 inecuatia (8) are solutia orice z€ R.

2) Pentru a <—1 inecuatia (8) nu are solutii.

Fig. 8.29

X 3) Pentru — 1< a <1 solutiile inecuatiei (8) sunt (fig. 8.29):

arccos a+ 2mk <t < 2w —arccos a+ 27k, ke Z, iar

kel

S = Ularccos a+ 2mk, 2 —arccos a+ 27k].

NG

1., Exercitiu
rezolvat

Sa se rezolve in R inecuatia tgz > B

Rezolvare:

DVA: te R\{%+kﬂ|ke z}.

Fiindca perioada principala a functiei tangenta este 7 si arctga e (— % ,

solutiile inecuatiei care apartin intervalului (— 5 5) de lungimea 7.

c1l Inecuatia fundamentala tgt>a, ac R (9)

% ), vom determina



_r
2
Fig. 8.30
y
B
z N
2 P
t, tgt =a
t, X
o A(1;0)
D
_r
2
Fig.8.31
Yy
AL N,
Py
~_arcctga
T t A(1;0)
o X
Fig.8.32

Elemente de trigonometrie

Fie cercul trigonometric si axa tangentelor AT (fig. 8.30). Daca valoarea
lui ¢ este solutie a inecuatiei initiale, atunci ordonata punctului 7, care este

V3

egala cu tgt, trebuie sa fie mai mare decat ——. Multimea tuturor acestor
< . . [ T
puncte 7 formeaza semidreapta (N7. Toate punctele semicercului (— 55 ) )

care corespund semidreptei (N7, formeaza arcul AP,. Atunci, ¢, <t<t,

(atragem atentia ca punctele P, si P, nu apartin acestui arc).

V3 T

. .. T
Prin urmare, arcth <t< %, adica 6 <t< bR

Tinand cont de periodicitatea functiei tangentd, obtinem solutiile inecuatiei
initiale: %+ﬂk<t<%+7tk, keZ.

Raspuns: S=U (

£+7rk, £+7rk).
keZ

6 2

Analizand figura 8.31, observam ca punctul P, divizeaza arcul DAB in
doud parti: arcul BB si arcul DAP,. Pe arcul BB (punctele P, si B se
exclud) are loc inegalitatea tgs > a. Astfel, solutiile inecuatiei (9) sunt:

arctga+7rk<t<%+7rk, ke Z, iar

keZ

S=U (arctga+7rk, %Hrk).

c2| Inecuatia fundamentala tgr<a, ae R (10)
Pe arcul DAP, (fig. 8.31, punctele D si P, se exclud) are loc inegalitatea
tgt < a. Prin urmare, solutiile inecuatiei (10) sunt:

—%+7rk<t<arctga+7rk, ke Z, iar

S= U(—£+7tk, arctga+7rk). (11)
wz\ 2

¢3! Inecuatia fundamentala tgz>a, ac R, are solutiile:
arctga +mk <t <%+7tk, ke Z, iar

kel

s=U [arctga+7rk, %Hrk). (12)

c4l Inecuatia fundamentald tgz <a, ac R, are solutiile:

—%+7tk<t$arctga+7rk, ke Z, iar

S=U (—%Hrk, arctga+7tk]. (13)

keZ

M”> Exercitiu | Deduceti formulele (11)(13).

d1l Inecuatia fundamentald ctgtz >a, ac R, (fig. 8.32) are solutiile:
7k <t <arcctga+mk, ke Z, iar

S = U (nk, arcctga + k). (14)
keZ

o
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d2| Inecuatia fundamentala ctgz <a, ac R, are solutiile:
arcctga+mk <t<m+mk, ke Z, iar

S = U (arcctga + mk, 7+ k). (15)

kezZ

d3! Inecuatia fundamentald ctgt >a, ac R, are solutiile:
mk <t <arcctga +nk, ke Z, iar

S = U (nk, arcctga + mk]. (16)
kel

d4! Inecuatia fundamentald ctgz <a, ac R, are solutiile:
arcctga+nk <t<m+nk, ke Z, iar

S = Ularcctga + k, 0 + mk). (17)

kezZ

M°2> Exercitiu | Deduceti formulele (14)(17).

Exercitii si probleme propuse
Profilul real

Sa se rezolve in R inecuatia (1-2):

1. a) sinx<g; b) sinng; c) sinx<—§; d) sinx<-2; e) cosx<%;
f) cosng; g) cosx<—@; h) cosx <4, i) tgx>\/§; ) tgx<—§;
k) tgx>-2; ) tgx<1; m) ctgx <1, n) ctng—\/g; 0) ctgx>§;
p) ctgx>-3; q) 2cos’x+cosx <0; 1) sin’x—5sinx>0;  s) tg’x+2tgx—3>0.

. (x 7w 2 V2
LTl N2 <N&. _1-

2. a) s1n(2 6)_ 7 b) cos3x < 3 c) ctgSx>—1;

d) tg 3x-L <—\/§; e) cos T _ox >-—1; f) ctg X7 <o,
3 4 3 4

. éﬁ~ G% Lucrati in perechi! Sa se rezolve in R inecuatia.
a) sinx—cosx<\/§; b) \/gsin2x+0052x21; ¢) sinSx+cosSx>—1;
d) sin2xcosx +sin xcos2x < —@; e*) cos2x +|cosx|> 0; £*) sin’x —cos’x < 3sinx —2.

N
4. \ Investigati! Sa se determine solutiile ecuatiei 2cos2x —4cosx—1=0 pentru care |sinx| = %
)

C e ax . .. L . . A 1
5. \ Investigati! Sa se determine solutiile ecuatiei sin’x +sin*2x =sin’3x, astfel incat cosx > -7

6. Sa se compuna o inecuatie trigonometrica ce se rezolva prin metoda substitutiei.

7*. Sa se arate ¢ sin(cosx) < cos(sinx), pentru orice xe R.

8. Sdserezolvein R inecuatia |sinx|<|cosx]|.

®
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ngmm - . . -l
Exercitii si probleme recapitulative 3
)
Profilul real 8
A -
1. Sa se calculeze valoarea expresiei:
. 3w o 2 o. o T .2 T
a) sin———cos180°+cos” 15% b) ctg90°-sin— +sin” —.
2 17 6
2. Siase afle cos2o, daca se stie ca:
a) cosax =0,6; b) sinax =—0,4.

3. Sase afle valoarea expresiei:
3cos(=57°
a) #
sin(—33°)
4. O scararezemata de un perete vertical formeaza cu acesta un unghi de 15°. Sa se afle lungimea scarii, daca distanta de
la baza scarii pana la perete este de 1,2 m.

b) cos((x —7;)— sin(rr — ox).

5. Pendulul de lungimea 20 cm al unui ceasornic oscileaza si unghiul format de doua pozitii extreme este de 60°. Sa se
determine inaltimea la care ajunge capatul lui in raport cu pozitia pendulului in conditia de echilibru stabil.

6. Sa se ordoneze crescator valorile: sin%r, cos%, tg%, ctg%[.

7. é{s}\ Lucrati in perechi! Fie:
a) coso = % si 0° <o <90°. Sa se afle cos(90°+ o). b) sinax=0,28 si O0<ax < % Sa se afle sin2c.
o) tea =g 5i 0<ar<Z. Siseafle sina. d) tgor =3, tg(cr+ B) =1. Saseafle tgf.

e) ctga=%, tg(or + B)=3. Sase afle ctgf.

8. Sasecalculeze:

a) arccos(— ;} b) arctg(— g ); c) arcctg(—\/g ).

N

9. ‘ Investigati! Un calator s-a apropiat de malul unui rau. Pe malul celalalt, langa apa, creste un copac.

a) Cum poate determina calatorul latimea raului cu ajutorul raportorului?
b) Cum poate proceda el daca nu ar avea raportor?

10. Oroata are 72 de zimti. Sa se exprime in grade unghiul de rotatie pentru cazul de rotire
arotii cu: 1 zimt, 30 de zimti, 144 de zimti, 300 de zimti.

11. Sase compare cu 1 valoarea expresiei \/;, daca a =cosl 10°sin57”c0510°.

12. Sase determine, utilizand proprietatile functiilor trigonometrice, semnul valorii expresiei:

T
y S0+t y T
c0s10°+ cos160° ’ o Sl—ct 5

g 6 g

13. Sa se studieze paritatea functiei f: D —R:

a) f(x)=(sinx+cosx)’; b) f(x)=sin3x—tgx.
14. Sestie ca tgo +ctga =m. Sa se afle:

a) tg’a +ctg’oy; b) tg’a +ctg’o.
15. Investigati! Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:

a) sin(287°—a)cosor +cos(287° — o) sinox < 0. b) cos(149° + ) cosox +sin(149° + or)sino > 0.

(/]
©
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18cos” x +12sin x +114/3 cos x _
N —x*

17. Sase calculeze, fara a aplica calculatorul de buzunar, sinl17°+ cos253°+ ctg315°.

0.

16. (€@ 2024) Rezolvati in R ecuatia

RN . s . . o
18. 8§ Lucrati in perechi! Sa se rezolve in R, prin 6 metode, ecuatia sin x + cosx =1.

19. Sa se afle solutiile ecuatiei log, sinx—2log, cosx =1, ce apartin intervalului [-350°, 2°].
3 3

20. Razacercului inscris Intr-un triunghi isoscel este de 4 ori mai mica decat raza cercului circumscris acestui triunghi. Sa se
afle masurile unghiurilor triunghiului.

21. Unghiul alaturat bazei unui triunghi isoscel are masura o. B
a) Sa se determine raportul m dintre aria triunghiului §i suma patratelor lungimilor laturilor acestuia.

b) Sa se demonstreze identitatea m = L ;.
2 tgoo+3ctgo

c¢) Sa se afle «, astfel incat m = é

d) Sa se determine valorile lui o pentru care m ia cea mai mare valoare. o

e) Sa se afle multimea de valori ale raportului m.

22*. Saserezolve in R ecuatia:
a) |sinx —3cosx|=3sinx+cosx—3; b) log, (2sinxsin2x)+log, (5cosx +4sin2x) =0.
3

23*. Saserezolve in R ecuatia:

a) V5 sin2x —+/1+8sinxcosx =0; b) V10 cosx —/4cosx —cos2x =0.

8 . . S . o .
24, 828 Lucrati in grup! Proiect. Aplicatii ale elementelor de trigonometrie in constructii

Test sumativ

Profilul real

1. Indicati litera care corespunde variantei corecte.
Unghiul o =272° este un unghi din cadranul
AL B II. C IIL D IV.

2. Determinati valoarea de adevar a propozitiei:
,,Daca sinx+cosx =a, atunci sin’x+cos’x=1,5a> —0,54>"". @
Argumentati.

3. Fie sinax =0,6, 90° <o <180°. Calculati sin2a, cos2a, tg2a, ctg2a.

4. Determinati solutiile ecuatiei 2ctg2x —ctgx =sin2x +3sinx care satisfac conditia cos2x > 0.

5. Fiefunctia f/: D >R, f(x)=4—tg2x. Determinati valorile luix, 0<x < %, pentru care functia f este definita.
6. Lungimile laturilor unui paralelogram sunt de 5 cm si de 3 cm, iar inaltimea construitd pe latura mai mare este de 2 cm.

Calculati masura unghiului ascutit format de diagonalele paralelogramului.

®
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Patrulatere. Poligoane.

mopuLuL GF
Recapitulare si completari

| | [ | |
I | |
Geometria este cea mai bund §i mai simpla dintre toate logicile

'\,f“wws/

cea mai potrivita sa dea inflexibilitate judecatii i ratiunii
| ‘ - Denis Diderot

Obiective

O identificarea si aplicarea patrulaterelor, poligoanelor in contexte diverse;

O utilizarea proprietatilor studiate ale patrulaterelor si poligoanelor in situatii reale si/sau modelate;

O identificarea si aplicarea sectiunii de aur in diverse domenii.

m Paralelogramul si proprietatile lui. Trapezul

1.1. Paralelogramul

[ O Ne amintim |

| Z > bservatie | Aicisiin continuare vom examina patrulatere (poligoane)

convexe, adica patrulatere (poligoane) situate in acelasi
semiplan inchis determinat de dreapta suport a oricarei

laturi a patrulaterului.
@ efinitie || Patrulaterul cu laturile opuse paralele se numeste paralelogram. I
-
L eoremai1 | | Un patrulater este paralelogram daca si numai daca laturile opuse sunt congruente. I
.-q_
|7 eorema 2 | Un patrulater este paralelogram daca si numai daca douad laturi opuse sunt paralele si
£ congruente.
-
L eorema 3 | | Un patrulater este paralelogram daca si numai daca unghiurile opuse sunt congruente. I
.-*
?|7 eorema 4 | | Un patrulater este paralelogram daca si numai daca diagonalele lui au acelasi mijloc. I

72> Exercitiu « Demonstrati teoremele 1-4.

i

eorema 5 | (teorema paralelelor echidistante)

Fie dreptele neparalele a si d. Daca pe dreapta a sunt construite segmente congruente
AA,, A,4,, ..., A, A, siprinextremitatile lor sunt construite drepte paralele cu dreap-
ta d, atunci aceste drepte taie pe orice altd dreapta b (b)fd) segmente congruente

BB,, B,B,, .., BB, (fig. 9.1).

g
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Demonstratie:

Construim prin punctele B,,,, i=1, ..., n—1, semidrepte paralele
cu dreapta a si notam punctele de intersectie cu dreptele 4 B, prin
C. Se constata ca patrulaterele 4.4, B, C, sunt paralelograme, de
unde obtinem relatiile [C,B,,,]1=[4,4,,,], ca laturi opuse ale paralelo-
gramului. Aplicand criteriul de congruentda ULU, se poate demon-
stra cd AB/C\B,=AB,C,B,=..=ABCB,  =..=AB_C B,

i+
deunderezultaca [B B,]=[B,B,]1=...=[B,B,,,1=...=[B,_B,]. p

i

// Paralelograme particulare

Dreptunghiul este paralelogramul cu un unghi drept. Din teorema 3 rezulta ca toate un-
ghiurile dreptunghiului sunt drepte.

==
T|7 eorema 6 | | Un paralelogram este dreptunghi daca si numai daca diagonalele lui sunt congruente. I
3

Rombul este paralelogramul cu doua laturi consecutive congruente. Prin urmare, toate
laturile rombului sunt congruente.

|7-eorema 7 | Un paralelogram este romb daca si numai daca diagonalele lui sunt perpendiculare
£ sau sunt continute de bisectoarele unghiurilor lui.

M2> Exercitiu | « Demonstrati teoremele 6, 7.

Patratul este rombul cu un unghi drept sau dreptunghiul cu doud laturi consecutive
congruente.

1.2. Sectiunea de aur

In pictura si arhitecturd, un dreptunghi de lungime L si litime / se numeste dreptunghi
< L _L+1
de aur daca T

[ _L

Aceasta egalitate poate fi scrisa astfel: 1+f =7
x>0, C1+45

L_
7o xz—x—1=O<:>x_ 2

Notand ]

x, x>0, obtinem: x=l+1<:{
X

e < 1+
Acest numar irational se noteaza ¢ =

2
Deci, ¢ =1,61803...
Se spune ca punctul Ce[AB] imparte segmentul AB In raportul de ,,aur” sau sectiunea

si se mai numeste numdr de aur.

- AB _ AC
—— == . 9.2). L
de aur daca 1C-CB (fig. 9.2) p - ) 5
Fig.9.2
B F C Dacdanotim AC =L, CB =1 egalitatea de mai sus se scrie Lal_ %, adica

/ aceeasi egalitate ca in cazul dreptunghiului de aur.

/ Fie ABCD este dreptunghi de aur si AD=L, AB=1, L>[ (fig. 9.3).
/ Fie AEFB este patratul cu latura AE = AB =1, iar M este mijlocul segmentu-
A D lui AE. Atunci din triunghiul dreptunghic FEM obtinem:

2
Fig.9.3 FM =+ME* + FE* =1/lz+l2 =1§.
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Fig. 9.4

2> Exercitiu

" Gioconda (sau Mona Lisa). Autorul a folosit ,,sectiunea de aur
. unul dintre cele mai renumite tablouri din lume.

Deoarece A—D = 1+ ﬁ

AB 2

si AD= AM + MD, obtinem

/
—+MD
AM + MD _1++/5 2+ _14+4/5 1, MD 1 45 A5
1B = & ] = @2+ / —2+2(:>MD—12—MF.

Astfel, dreptunghiul de aur ABCD se descompune intr-un patrat AEFB si un nou
dreptunghi EFCD, care, surprinzator, este, de asemenea, dreptunghi de aur. Demonstrati
acest lucru!

Din rationamentele de mai sus rezulta si procedeul de construire a unui dreptunghi
de aur, pornind de la patratul dat AEFB: marcam cu M mijlocul laturii AE si cu ajutorul
compasului centrat in M gasim punctul D de intersectie al semidreptei [4E cu cercul
de centru M si razd MF. Avand trei varfuri, 4, B si D, se determina usor si cel de-al
patrulea varf C al dreptunghiului de aur ABCD.

Triunghiul isoscel cu unghiurile 36°, 72°, 72° se numeste triunghi de aur, deoarece
raportul laturii laterale catre baza este raportul de aur (fig. 9.4).

Utilizand desenul (fig. 9.4) si aplicand asemanarea triunghiurilor D

sau teorema bisectoarei unghiului interior al triunghiului, deduceti m

acest rezultat. E C
A

Observam ca AADB este isoscel, cu unghiurile de 36°, 72°,
72°, si utilizand rezultatul obtinut la exercitiul de mai sus, se de-
duce ca diagonala pentei/g_onului regulat si latura lui sunt in sectiunea

AD 1++/5
de aur: BA=P=3

Fiind definita de Euclid cu mai mult de doud mii de ani in urma, sectiunea de aur apare
intr-o varietate de locuri surprinzétoare: cochiliile molustelor, aranjamentul semintelor de
floarea soarelui, forma galaxiilor, cristalele unor substante, pictura, arhitectura, muzica.

»dectiunea de aur” se poate identifica si in creatia celebra a lui Leonardo da Vinci,
”” in mod intentionat, creand

B
(fig. 9.5). Fig. 9.5

Sectiunea de aur a fost cunoscuta din timpuri stravechi de catre egipteni si greci, dar a

. fost divulgata abia in secolul al III-lea 1.e.n. de catre Euclid.

Sectiunea de aur (numita uneori si raportul de aur, proportia de aur, numdrul de
aur) (in limba latina sectio aurea), notata cu litera greaca ,,® ” (phi majuscul) sau cu ,,@
(phi minuscul), care se citesc ,,fi”, este primul numar irational descoperit si definit in istorie.
Acesta este aproximativ egal cu 1,618033.

Euclid 1-a calificat pe ,, ® ” ca pe o simpla Impartire a unui segment in ceea ce el a numit
»medie” si ,,extrema ratie”.

Raportul de aur/numarul de aur poate fi definit in diferite moduri. Cel mai important
concept matematic asociat cu numarul de aur este girul lui Fibonacci 1, 1,2, 3,5, 8, 13,
21, 34, ... impartind orice numdr (incepand cu al patrulea) la predecesorul siu, se obtine
aproximativ numarul de aur. Veti studia sirul lui Fibonacci 1n clasa a XI-a.

Sirul lui Fibonacci si sectiunea de aur au aplicatii in diverse domenii.

Leonardo da Vinci a folosit sectiunea de aur (fiind numitd proportia divina) si in
capodopera Cina cea de taind.

Raportul de aur ar putea fi prezent si in muzica. Se presupune ca Bach si Beethoven au
tinut cont de el in compozitiile lor.

MODULUL ~ ]
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1.3. Trapezul

1. o Problema

Trapezul este patrulaterul cu doua laturi opuse paralele si celelalte doua laturi
neparalele. Laturile paralele se numesc baze (baza mare si baza mica).

Trapezul cu laturile neparalele congruente se numeste trapez isoscel.

Segmentul care uneste mijloacele laturilor neparalele ale unui trapez se numeste
linie mijlocie a trapezului. Linia mijlocie este paraleld cu bazele si lungimea ei este
egald cu semisuma lungimilor lor.

Baza micd a unui trapez isoscel este congruentd cu latura neparaleld, iar diagonala
trapezului este perpendiculard pe latura lui neparaleld. Sa se afle masurile unghiurilor
interioare ale trapezului.

Rezolvare:
Fie ABCD un trapez isoscel cu [AB]=[BC|=[CD] si ACLCD (fig. 9.6).

Pentru ca BC || AD, iar AC este secantd, rezulta ca m(£LBCA) =m(LCAD) =«.
Deoarece [AB]=[BC], rezultd ca AABC este isoscel cu m(£LBAC)=c. Asa
cum unghiurile alaturate bazei trapezului isoscel sunt congruente, obtinem:

. rezolvata
B
O
o 2
L
Fig. 9.6

D m(£LCDA)=m(£BAD)=2¢. In triunghiul dreptunghic ACD avem 3o =90°,
adica o =30°.

Atunci, m(£CDA) = m(£BAD)=2-30°=60°, m(LABC)=m(LBCD)=c+90°=120°.

Raspuns: 120°, 120°, 60°, 60°.

1.4. Patrulatere inscrise si circumscrise

7 eorema 8 |
4

B
Amintim ca unghiul cu varful situat pe un cerc si ale carui laturi
intersecteaza cercul se numeste unghi inscris in cerc (fig. 9.7).
Masura unghiului Inscris intr-un cerc este egala cu jumatatea y
masurii arcului cuprins intre laturile lui: C

_1
m(£4BC)=5m(-AC) (fig. 9.7). Fie07

[D efinitii

e Patrulaterul se numeste inscris in cerc daca varfurile lui sunt situate pe cerc.

e Patrulaterul se numeste inscriptibil daca el poate fi inscris intr-un cerc.

e Patrulaterul se numeste circumscris unui cerc daca laturile lui sunt tangente la cerc.
e Patrulaterul se numeste circumscriptibil daci el poate fi circumscris unui cerc.

7 eorema 9 |
g

unghiurilor opuse sa fie egala cu 180° (fig. 9.8 a)).

|7_eorema 10 |
Fd

Pentru ca un patrulater sa fie inscriptibil, este necesar si suficient ca unghiul format de
o diagonala si o latura sa fie congruent cu unghiul format de latura opusa si cealalta
diagonala (fig. 9.8 b)).

|7_eorema 11 |
7

Pentru ca un patrulater sa fie inscriptibil, este necesar si suficient ca un unghi interior

Pentru ca un patrulater sa fie inscriptibil, este necesar si suficient ca suma masurilor I
sa fie congruent cu unghiul exterior de la varful opus acestuia (fig. 9.8 ¢)). I
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7 eorema 12 |[ Un patrulater poate fi circumscris unui cerc daca si numai
I

3. Unul dintre unghiurile unui paralelogram are masura de 50°. Sa se afle masurile celorlalte unghiuri.

daca sumele lungimilor laturilor opuse sunt egale:
AB+CD = AD + BC (fig. 9.9).

M”> Exercitiu | « Demonstrati teoremele 8—12.

Probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

Diagonalele unui patrulater au lungimi de 16 cm si 28 cm. Sa se afle perimetrul patrulaterului cu varfurile in mijlocurile
laturilor patrulaterului dat.

Bisectoarea unghiului C al paralelogramului ABCD intersecteaza latura AD in punctul E. S& se determine lungimea
segmentului AF, daca 4B=18 cm si 4D =30 cm.

Diagonala unui paralelogram formeaza cu laturile paralelogramului unghiuri de 30° si 40°. y ¢

Sa se determine masurile unghiurilor paralelogramului.

(@ 2018) in desenul aliturat este reprezentat trapezul isoscel ABCD, in care BC || AD,

diagonala BD este bisectoare a unghiului 4BC si m(£A4BD) =55°. Scrieti in casetd masura N

in grade a unghiului BAD. y D
m(£BAD)=[ ] B M c

(@ 2017) In desenul alaturat este reprezentat paralelogramul ABCD,

in care m(£BAD)=70°, iar AM, M € (BC), este bisectoare a unghiu-

lui BAD. Scrieti in casetd masura in grade a unghiului BMA. b

m(zBMAY =[], 4

Fie dreptunghiul de aur ABCD, care este descompus in patratul ABB, 4, | 8. Sa se obtind o portiune de spirala loga-

si un nou dreptunghi de aur 4,B,CD. ritmica pornind de la triunghiul de aur
Descompuneti acest dreptunghi de aur in patratul 4,B,CB, si un nou ABC, care se descompune intr-un tri-
dreptunghi de aur A4, 4,B,D. Continuati acest proces de descompunere a unghi isoscel ACD siun nou triunghi de
fiecarui nou dreptunghi de aur obtinut la etapa anterioara cat mai mult aur BCD. Continuati procesul de des-
posibil (vezi figura). Uniti punctele 4 si B,, B, si B,, B,si B, s.a.m.d. compunere a noului triunghi de aur
prin arcele de cerc —AB,, -B,B,, —B,B,, -B,B,, ... siobtineti o portiune obtinut la etapa anterioard cat mai mult
de spirala, numita spirala logaritmica (vezi figura). posibil (vezi figura). 4
B
B i C
B, /4
A) - : B,
B
4 AS
A D

MODULUL ~ ]
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9.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Bisectoarea unghiului A al paralelogramului ABCD intersecteaza latura BC in punctul £. Sa se arate ca triunghiul ABE

Diferenta masurilor unghiurilor opuse ale unui trapez isoscel este egald cu 30°. S& se determine masurile unghiurilor
trapezului.

(@ 2021) Diagonalele unui romb sunt de 12 cm si 16 cm. Determinati lungimea indltimii rombului.

(@ 2011) O placa de faianta are forma unui romb cu unghiul obtuz de masura egala
cu 150° si inaltimea de 24 cm. Vor fi oare sificiente 100 astfel de placi pentru a acoperi
toatd suprafata podelei unei bucatarii cu dimensiunile de 3 m X 4 m?

N
‘ Investigati! a) Ombilicul imparte indltimea corpului uman dupa sectiunea de aur.
b) Indltimea unui om mijlociu stand n picioare si avand un brat ridicat este impartita de stern dupa sectiunea de aur.

Intr-un triunghi isoscel bisectoarea unghiului de la bazi este congruenti cu baza. Aratati ci acest triunghi este
triunghi de aur.

Considerand ca baza piramidei lui Keops este un patrat cu latura de aproximativ
230,35 m, iar inaltimea ei este egala cu aproximativ 146,73 m, sa se verifice daca
inaltimea fetei laterale si latura bazei piramidei sunt in proportie de aur.

Punctele M si N sunt situate in acelasi semiplan limitat de dreapta d. Distanta de la punctul M la dreapta d este de
12 cm, iar distanta de la punctul N la dreapta d este de 28 cm. Sa se determine distanta de la mijlocul segmentului MN
la dreapta d.

&8 Lucrati in perechi! Piciorul indltimii construite din varful unghiului obtuz al unui trapez isoscel imparte baza
mare in segmente de 8 cm si 32 cm. Sa se afle lungimile bazelor trapezului.

Lungimile bazelor unui trapez se raporta ca 3 : 2, iar lungimea liniei mijlocii a trapezului este de 70 cm. Sa se afle lungimile
bazelor trapezului.

Profilul real

este isoscel.

Sa se demonstreze ca lungimea medianei corespunzatoare ipotenuzei unui triunghi dreptunghic este egala cu jumatate
din lungimea ipotenuzei. B C
B C

(@ 2014) in desenul alaturat, 4BCD este un paralelogram in care
AC este bisectoare a unghiului BAD si AB =4 cm. Scrieti in caseta
perimetrul paralelogramului ABCD. 4 D

Ppep = :' cm.

(@ 2013) In desenul alaturat, ABCD este dreptunghi, m(£4BD) =10°. Folosind datele din desen, ?
scrieti in casetd masura in grade a unghiului AOD.

m(£40D)=[___]. 4D

Sa se afle diagonala si latura laterald a unui trapez isoscel cu bazele de 20 cm si 12 cm, daca se stie c¢a centrul cercului
circumscris trapezului este situat pe baza mare.

[

6. Sase afle raza cercului circumscris trapezului isoscel cu bazele de 21 cm §i 9 cm, iar indltimea de 8 cm.

7. Intr-un trapez isoscel a carui laturi laterala are lungimea de 17 cm este inscris un cerc cu diametrul de 15 cm. Sa se afle

bazele trapezului.

@
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8. Intr-un romb cu un unghi de 60° este inscris un cerc cu raza de 2 dm. Si se afle laturile rombului.

MODULUL

£ . . _ . . o -
9. 8 & Lucrati in perechi! Intr-un cerc cu raza R este inscris un patrat. Dintr-un varf al acestui patrat sunt duse doua

coarde ce subintind arce de masura 120°. Sa se afle lungimea segmentului diagonalei patratului cuprins intre aceste
coarde.

10. Sase arate ca punctele de intersectie a bisectoarelor celor patru unghiuri interioare ale unui paralelogram sunt varfurile
unui dreptunghi.

11. Latura BC a patrulaterului ABCD este diametrul cercului circumscris acestui patrulater. Se stie ca BC =8 cm,
BD =442 cm si m(£DCA): m(LACB)=2:1. Si se afle lungimea laturii AB.

12. Centrul cercului inscris intr-un trapez dreptunghic este situat la distantele 3410 m si 9410 mde extremitatile unei laturi
laterale. Sa se afle lungimile laturilor trapezului.

13. Bazele unui trapez au lungimile de 6 cm si 24 cm. Sa se afle razele cercurilor Inscris si circumscris trapezului.

N

14. \ Investigati! Lungimile bazelor unui trapez isoscel sunt a si b (a > b). Sa se arate ca piciorul indltimii trapezului

construite din varful unghiului obtuz imparte baza mare in doua segmente cu lungimile %(a +b) si %(a -b).

15. Lungimile diagonalelor unui patrulater sunt d, si d,. Sa se afle perimetrul patrulaterului cu varfurile in mijlocurile
laturilor patrulaterului dat.

16. Piciorul indltimii construite din varful unghiului obtuz al unui trapez isoscel imparte baza trapezului in doud segmente.
Sa se afle raportul lungimilor acestor segmente, dacé lungimile bazelor sunt de 40 cm §i 56 cm.

Poligoane. Poligoane regulate

2.1. Notiunea de poligon

@ efinitie Se numeste linie frantd 4 A4, 4,...4, reuniunea segmentelor [4,4,], ..., [4, ,4,], unde
punctele A4, 4,,, 4., nusunt coliniare pentru toti i€ {1, 2, 3, ..., n — 2} (fig. 9.10).

19 “Ti+2

| O Ne amintim | Punctele 4,, 4,, 4, ..., A, se numesc vérfuri sau extremititi ale 4,
liniei frante, iar segmentele [4,4,], [4,4,],....,[4,,4,] se numesc 4,
laturi ale liniei frante. Laturile liniei frinte se numesc laturi adiacente, 4 A
daca ele au un varf comun, si — neadiacente, in caz contrar. A,
AS
Linia franta se numeste linie franta simpla daca Fig.9.10

oricare doua laturi neadiacente ale el nu au niciun
punct comun (fig. 9.10).

Daca varfurile 4,, 4, , si A, aleliniei frante 4,4, 4,...A, suntnecoliniare,
atunci reuniunea acestei linii frinte cu segmentul [4,4,] se numeste linie
frantd inchisa si se noteaza, de asemenea, A4 A4,4,...A,. De exemplu, in
Fig.9.11 figura 9.11 este reprezentata linia franta inchisd A4 4,...4,4,.
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MODULUL

O linie franta inchisa simpla determina in plan trei multimi disjuncte: linia franta, interiorul
liniei frante, exteriorul liniei frante. Orice segment (£, E,) determinat de un punct din
interiorul liniei frante si un punct din exteriorul ei intersecteaza linia franta (fig. 9.11).

o=e
AW

Un poligon se numeste poligon convex daca el este situat in acelasi semiplan inchis
determinat de dreapta suport a oricirei laturi a poligonului (fig. 9.12 a), b)). In caz contrar,
poligonul se numeste neconvex (fig. 9.12 c), d)).

Fig.9.12

O linie franta inchisa simpla se numeste poligon. Varfurile si laturile
liniei frante se numesc vdrfuri si, respectiv, laturi ale poligonului.

Reuniunea poligonului si a interiorului sdu se numeste suprafatd poligonald.

Se numeste unghi interior al poligonului convex unghiul format de semidreptele suport
ale doua laturi adiacente. Unghiul adiacent suplimentar unui unghi interior al poligonului se
numeste unghi exterior al poligonului convex. Segmentele determinate de varfurile care nu
sunt extremitati ale aceleiasi laturi se numesc diagonale ale poligonului.

Numarul de laturi ale poligonului este egal cu numarul de unghiuri (varfuri), de aceea
poligoanele se numesc dupa numarul de unghiuri sau numarul de laturi. De exemplu: triunghi,
patrulater, pentagon, hexagon etc.

2.2. Poligoane regulate

[ O Ne amintim |

Z ) efinitie Un poligon convex se numeste poligon regulat daca el are toate laturile congruente
si toate unghiurile congruente.
Cele mai simple poligoane regulate sunt triunghiul echilateral si 4,,
patratul.

Din fiecare varf al poligonului convex cu # laturi pot fi construite
n — 3 diagonale care Impart poligonul in # — 2 triunghiuri (fig. 9.13). ™
Asa cum suma masurilor unghiurilor interioare ale unui triunghi
este egald cu 180°, rezultd ca suma S, a masurilor unghiurilor 4 A,
interioare ale unui poligon convex cu »n laturi este egald cu Fig.9.13
180°(n—2), adicd S, =180°(n—2).

Prin urmare, masura B, a unghiului interior al unui poligon regulat cu n laturi se
calculeaza folosind formula:

C180°(n—2)

n

n
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@ efinitii « Poligonul convex se numeste inscris in cerc daca varfurile lui sunt situate pe cerc.
¢ Poligonul convex se numeste inscriptibil daca el poate fi inscris intr-un cerc.

« Poligonul convex se numeste circumscris unui cerc daca laturile lui sunt tangente la
cerc.

« Poligonul convex se numeste circumscriptibil dacé el poate fi circumscris unui
cerc.

- —
T|7 eorema 34 || Daca 44,4,..4, este poligon regulat, atunci el este:
2

1) inscriptibil (fig. 9.14 a)),
2) circumscriptibil (fig. 9.14 b)).

Demonstratie:

1) Considerdam cercul circumscris triunghiului 4,4, 4,. Fie punctul O centrul acestui
cerc. Vom arita cd varful A4, este situat pe acest cerc. Intr-adevir, deoarece triunghiurile
isoscele OA4,4, si OA,4, sunt congruente (criteriul LLL), rezultd ca

m(£1)=m(L2)=m(L3)=m(L4)=m(L5) = %

Prin urmare, AOA,A, = AOA, 4, (criteriul LUL), adicd OA4, = 04, = 04, = O4,, ceea
ce demonstreazi ci A, este situat pe acelasi cerc cu punctele 4, 4,, 4,. in mod analog se
demonstreaza ca cercul € (0, O4,) trece si prin celelalte varfuri ale poligonului 4,4, 4,...4,.

2) In partea intai (1) a demonstratiei am aratat ci laturile poligonului regulat 4,4, 4,...4,
sunt coarde congruente ale cercului @ (O, O4,). Prin urmare, ele se afla la aceeasi distanta
de centrul O al cercului, adica sunt tangente cercului de centru O siraza OB, unde OB1A4, A4,
(fig. 9.14 b)).

Fig.9.14

Deci, poligonul 4,4, 4,...4, este circumscris cercului €(O, OB). p

Corolar. Centrul cercului inscris in poligonul regulat coincide cu centrul cercului
circumscris acestui poligon (fig. 9.15).

Centrul comun al acestor cercuri se numeste centru (centru de rotatie, centru
de simetrie) al poligonului regulat.

Raza cercului circumscris se numeste razd a poligonului regulat, iar raza
cercului inscris se numeste apotemd a poligonului regulat. Unghiul AOB cu
varful in centrul poligonului, unde A4 si B sunt extremitatile unei laturi a acestuia, se
numeste unghi la centru al poligonului regulat (fig. 9.15). Masura acestui unghi

360°

este o, = , unde # este numarul de laturi ale poligonului regulat.

2

MODULUL ~ ]
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2 L Probleme 1. Sé se exprime lungimea a, a laturii unui poligon regulat cu n
3 ) rezolvate laturi prin raza R a cercului circumscris.
o) Rezolvare:
= . _o,  180°
In AAOB avem m(Z£AOD) == (fig. 9.16).
a,=AB=2AD =2Rsin 180 . In particular,

n
a,=2Rsin60° = R\/3, a, =2Rsin45°=R+2, a,=2Rsin30°=R.

Raspuns: a, =2Rsin 1210 . Fig.9.16

2. Sa se exprime lungimea «, a laturii unui poligon regulat prin raza r a cercului Inscris
in acest poligon.

Rezolvare: .
) in AOCE avem m(ZEOC) = O; - % (fig. 9.17).
4‘ a,=CF =2CE =2r tg%. In particular,
‘ 1 A
E F a, =2rtg60° =2r/3, a, =2rtgd5°=2r, a, =2rtg30°=2= 2”\/5.

N

180°

n .

Raspuns: a, =2rtg

Poligoanele regulate (si nu numai) se utilizeaza la confectionarea elementelor
pentru pavaje.

In cotidian, @ pava inseamni a executa un pavaj, a acoperi o strada, o curte
etc. cu pavaj. Altfel spus, solul se acopera cu elemente de mici dimensiuni, ale
caror forme sunt mai mult sau mai putin regulate. Aceste elemente se mai numesc
si dale. Pavajul este rezultatul pavarii.

In matematicd, o pavare este acoperirea unei suprafete plane, folosind una
sau mai multe forme geometrice plane, numite dale, fara suprapuneri si fara goluri.

Pavajele pot fi periodice sau neperiodice, regulate sau semiregulate.

Pavajele periodice au un model care se repeta, cele neperiodice nu au un astfel
de model.

Pavajele regulate constau din dale poligonale regulate, toate de aceeasi forma,
iar pavajele semiregulate constau din dale regulate de mai multe forme.

In figura de mai jos sunt prezentate pavaje regulate cu: a) patrate; b) triunghiuri
echilaterale; c) hexagoane regulate; d) pavajul semiregulat cu hexagoane regulate,
patrate si triunghiuri echilaterale.

a) b

A
\/ \/
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Probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Cate laturi are un poligon regulat, dacd masura fiecarui unghi interior al acestuia este de: a) 150°; b) 160°?

2. Cate laturi are un poligon regulat, daca masura fiecarui unghi exterior al acestuia este de: a) 36°; b) 24°?

3. Sase exprime raza cercului inscris intr-un triunghi echilateral prin raza cercului circumscris acestui triunghi.

4. Pentru fiecare dintre dalele prezentate in figura de mai jos se propune sa se realizeze pavaje pe foaie.

©)

5. Saseaduca exemple (utilizand internetul) de pavaje realizate in diverse tari. Sa se determine ce tipuri de figuri geometrice
au fost utilizate.

8~

£ . .. . . . N A o . ..
6. 2 8 Lucrafiin perechi! Lungimea laturii unui triunghi echilateral inscris intr-un cerc este a. Sa se afle lungimea laturii
patratului inscris in cercul respectiv.
Profilul real

1. Lungimea laturii unui poligon regulat cu n laturieste a,. | 2. Intr-un cerc cu raza de 1 m este inscris un poligon regulat
Sa se exprime raza R si apotema r ale acestui poligon prin cu n laturi. Sa se determine perimetrul % al poligonului
a, sin. pentru ne {3, 4, 6, 8, 12}.

3. Un patrat si un triunghi echilateral sunt inscrise Intr-un cerc cu raza de 1 m, astfel incat o laturd a patratului este paralela
cu o latura a triunghiului. Sa se afle aria partii comune a patratului si triunghiului.

8-

£ - . . R . .
4. 8 & Lucrati in perechi! Intr-un cerc cu raza de 4 m este inscris un triunghi echilateral, iar pe latura acestuia este
construit un patrat. Sa se calculeze raza cercului circumscris patratului.

5. Sa se circumscrie unui cerc un triunghi echilateral, un patrat, un octogon regulat. Argumentati procedeele.

e

MODULUL
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BEE] Ariile figurilor plane

@ efinitie

Fiecarei figuri plane i se asociazd un numar real nenegativ, numit aria figurii respec-
tive. Aria poseda urmatoarele proprietati:

1° figurile congruente au arii egale;

2° daca o figura este reuniunea a doud figuri disjuncte, atunci aria figurii date este

egald cu suma ariilor celor doua figuri disjuncte;

3° patratul cu latura de 1 u.l. are aria 1 u.p.

In baza acestei definitii se poate demonstra ci aria oricarui dreptunghi (fig. 9.18) este

egald cu produsul lungimilor a doud laturi ce au un varf comun: .o/ =a-b (masurate cu

b aceeasi unitate de masura).
Fig.9.18 Formulele pentru calculul ariilor unor figuri geometrice sunt prezentate in tabelul 1.
Tabelul 1
Nr. . Reprezentarea
ot | Figura geometric Formula
d
1| Patrat a A =a* =1d?
o b
Paralelo- V / . 1 )
2 h ’ «of =bh=absina==dd,sing
ram ) 145
8 AA 2
_1 1 _ abc
B ol = bh— bcsma prEgp =
3 | Triunghi N = Jp(p —a)(p—b)(p-o),
4 ; unde p = %b-l—c, r —raza cercului Inscris Tn AABC,
R —raza cercului circumscris triunghiului ABC.
a
4 | Trapez h \ ol = a;bh
b
Patrulater ‘ L1 .
5 of ==d d,sing
convex A 2
VR ,_ar A .
.o/ ==—n = pr, unde r —raza cercului inscris in poligonul
¢ | Poligoane ( ) 2 o . '
regulate regulat, p =—, p —semiperimetrul poligonului,
Y 5 . .
P n —numarul de laturi ale poligonului.
7 | Disc ‘ of =1R?
ol = lRZ(x (o 1n radiani)
] Sector de 2
disc /o p2
of =7R 360° (o in grade)
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Probleme 1. Punctul de tangenta a cercului inscris intr-un triunghi B =
rezolvate dreptunghic imparte ipotenuza in segmente de lungimi m si 5
n. Sa se afle aria triunghiului (fig. 9.19). n 8
] =

Rezolvare: n

Conform teoremei lui Pitagora,
r+m) +(r+n)’=(m+n) =

=2’ +2r(m+n)+m’ +n’ =m’ +n’ +2mn= r m
=7’ +r(m+n)=mn. o r
. 1 1
Atunci, /0 ZEAC-BC:E(r+m)(r+n)= c 1 = m y
Z%(r2 +r(m+n)+mn) zé(mn+mn) =mn (u.p.). Fig.9.19

2. Diagonalele trapezului ABCD (AD || BC) il impart in patru triunghiuri
cu un varf comun O. $tiind ca ariile triunghiurilor AOD si BOC sunt ./, si,
respectiv, .«/,, sa se afle aria trapezului (fig. 9.20).

Rezolvare:

Asa cum AAOD ~ ACOB, rezulta ca

BC _CO _OB _ |, ] ent |
4D~ 400D\ (asemanare de coeficient =).

Fig.9.20

{

Fie m(£LA4OB) = ¢.

Atunci, CO-OD = 40-0B :>.m/AOB=1AO-OBsinq)=lCO~ODsinq) .

2

Deoarece OB = /j -OD, rezulta ca .«/,,, = AO OBsm(p——AO j -ODsing =
. |
o,
%/ AO OD -sin(180°—¢) = coel| = ool ool

Prin urmare, .o/, = .ol + o, + 2| oclcly = (ool + ) cly)*.

Probleme propuse

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic se raporta ca 3:4, iar lungimea ipotenuzei este de 50 cm. Sa se determine aria
triunghiului.

2. Punctul de tangenta a cercului inscris intr-un triunghi dreptunghic imparte ipotenuza in segmente de 5 cm §i 12 cm. Sa se
afle aria triunghiului.

3. Sasedetermine aria unui triunghi echilateral cu lungimea | 6. (@ 2019) In trapezul isoscel
laturii de 4+/3 cm. ABCD bazele AD si BC sunt
de 16 cm si 8 cm, respectiv, iar B c
diagonala este de 15 cm.
Determinati aria trapezului.

4. Diagonalele unui romb sunt de 8 cm si 15 cm. Sa se afle
aria rombului.

5. Perimetrul unui paralelogram este de 72 cm. Lungimile
laturilor lui se raportd ca 5: 7, iar masura unghiului ascutit y D
este de 30°. Sa se afle aria paralelogramului.
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7.

&

9.

(@ 2015) Latura unui romb are lungimea egala cu 20 cm, iar lungimile diagonalelor lui se raporta ca 3:4.
Determinati aria rombului. A

(@ 2022) Fie ABC un triunghi dreptunghic, in care m(£LABC)=90°, M

AB =9 cm, AC =15 cm. Pe laturile AC si BC se considera, respectiv, punc-

tele M si N, astfel incat MN || AB si BN : NC=1: 2.

Determinati aria trapezului ABNM.

N

A & Lucrati in perechi! Diagonalele unui trapez isoscel sunt perpendiculare, iar lungimea liniei mijlocii este de
12 cm. Sa se afle aria trapezului.

10. Din punctul 4 al unui cerc sunt construite coardele 4B si AC, astfel incat AB=AC = 24/3 cm, iar m(£BAC)=60°. Sa

11.

se afle aria discului marginit de acest cerc.

Sa se calculeze aria fiecarei dale din problema B 4, p. 205, un patratel avand aria de 1 u.p.

N o
828 Lucrati in grup!

12. O Lucrare practica. Calcularea perimetrelor si a ariilor in curtea scolii

13. O Proiect STEAM. Modele de pavaje

1.

Profilul real

Sa se determine aria unui romb, daca lungimea laturii lui este @, iar suma lungimilor diagonalelor lui este d.
Diagonala unui trapez isoscel este bisectoare a unghiului obtuz. Perimetrul trapezului este de 22 c¢m, iar lungimea bazei
mari este de 6 cm. Sa se determine aria trapezului.

Fie triunghiul dreptunghic ABC cu AB=5m, AC=3m, BC =4 m. Sa se afle ariile triunghiurilor ACD si ADB, daca
[AD] este bisectoare.

‘ N a . A . .. .. . A A -
4. 8 & Lucrafiin perechi! Intr-un trapez isoscel se poate inscrie un cerc. Linia mijlocie, de 10 m, imparte trapezul in doud

figuri, ale caror arii se raportd ca 2:3. Sa se determine aria trapezului. B

C

(@ 2011) Un strat de flori are forma unui trapez isoscel, In care florile sunt plantate
doar in discul marginit pe cercul inscris in acest trapez (vezi desenul). Lungimea bazei ‘0
mici a trapezului este egald cu 1 m. Calculati aria suprafetei stratului de flori, daca se
stie cd lungimea bazei mici a trapezului este egala cu raza cercului. 4 A D
(@ 2022) Fie ABC un triunghi dreptunghic, in care m(£LA4ABC) =90°, \
iar BC =36 cm. Pe laturile 4B, AC si BC se considera, respectiv, punctele P o
P, Osi R, astfel incat POCR este un romb cu latura de 20 cm. Determinati \
aria triunghului APQ. B R C

B C
(@ 2021) Fie paralelogramul ABCD, in care m(£A4) =60°, AB=4 cm, BD = 247 em.
Determinati aria paralelogramului ABCD.

A D

Piciorul indltimii paralelogramului 4ABCD, construita din varful B, imparte latura AD in jumatate. Sa se afle aria
paralelogramului, daca perimetrul lui este de 24 cm, iar perimetrul triunghiului ABD este de 18 cm.

Diagonalele patrulaterului convex ABCD sunt perpendiculare si au lungimile a si b. Sa se afle aria patrulaterului EFGH,
unde E, F, G si H sunt mijlocurile laturilor AB, BC, CD si, respectiv, DA.

@
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10. ( @ 2024, pretestare) Fie ABCD un trapez isoscel circumscriptibil cu bazele BC= 6 cm si

AD =10 cm. Determinati lungimea laturii AB. ‘ ‘
A D

11. Punctul M este mijlocul laturii BC a paralelogramului ABCD. Dreapta AM intersecteaza diagonala BD in punctul £. Sa
se determine ariile triunghiurilor ABE si AED, daca aria triunghiului BEM este egala cu 1 u.p.

MODULUL

12. O diagonala a unui trapez dreptunghic are lungimea d si il imparte in doua triunghiuri dreptunghice isoscele. Sa se afle
aria trapezului.

13. Centrul cercului inscris intr-un trapez dreptunghic este situat la distantele de 1 dm si 2 dm de extremitatile unei laturi
neparalele. Sa se determine aria trapezului.

9 B
&28 Lucrati in grup!
14. O Lucrare practica. Calcularea perimetrelor si a ariilor in curtea scolii

15. OProiect STEAM. Modele de pavaje

Probleme recapitulative

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Sase afle raportul dintre raza cercului inscris intr-un triunghi dreptunghic isoscel si Inaltimea corespunzatoare ipotenuzei.

2. 8 _& Lucratiin perechi! Doud varfuri ale unui patrat sunt situate pe un cerc cu raza de 17 cm, iar celelalte doua sunt
situate pe o tangenta la acest cerc. Sa se afle lungimea diagonalei patratului.

3. Inaltimea dusi din varful unghiului obtuz al unui romb imparte latura lui in jumatate. Sa se afle masurile unghiurilor
rombului.

4. Coarda comuna a doua cercuri de raze egale are lungimea de 12 cm si este o diagonald a rombului inscris in intersectia
acestor cercuri. Cealalta diagonala a rombului are lungimea de 6 cm. Sa se afle razele cercurilor.

5. Intr-un romb cu un unghi a carui masura este de 30° e inscris un cerc, iar in cerc e inscris un patrat. Sa se afle raportul
dintre aria rombului si aria patratului.

6. Lungimile laturilor respective ale unui paralelogram si ale unui dreptunghi sunt egale. Aria paralelogramului este de doua
ori mai mica decat aria dreptunghiului. Sa se afle masura unghiului obtuz al paralelogramului.

7. Bazele unui trapez isoscel sunt de 5 cm i 12 cm, iar latura neparaleld este de 12,5 cm. Sa se afle inaltimea trapezului.

8. Laturile neparalele AB si CD ale trapezului ABCD se prelungesc pana la intersectia in punctul E. Se stie cd AB =2 cm,
BE=4cm, EC=6cm. Sase afle CD.

9. Suma masurilor unghiurilor alaturate bazei mari a unui trapez este egald cu 90°. Baza mare este de 20 cm, iar cea mica —
de 4 cm. Sa se afle distanta dintre mijlocurile bazelor.

10. (@ 2017) Intr-un trapez isoscel baza mare este de 22 cm, iar baza mica este congruenti cu laturile neparalele si are
lungimea de 10 cm. Determinati lungimea diagonalei trapezului.

11. (@ 2016) Fie triunghiul dreptunghic ABC, in care catetele AB si AC sunt de 3 cm si, respectiv, de 6 cm. Pe laturile 4B,
BC si AC se iau punctele M, N si, respectiv, P, astfel incat AMNP sa fie patrat. Determinati lungimea diagonalei

patratului AMNP.
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12.

13.

(@ 2023) Unghiul obtuz al unui romb este de 120°. Determinati lungimea diagonalei mari a rombului, daca perimetrul
rombului este egal cu 40 cm.

(@ 2024) Aria triunghiului isoscel ABC cu baza AC este egald cu 60 cm?. Punctele M si N sunt mijlocurile laturilor
AB si BC respectiv. Determinati perimetrul triunghiului ABC, daca MN =5 cm.

14. Proiectia diagonalei unui trapez isoscel pe baza mare este de 7 cm, iar indltimea lui este de 4 cm. Sa se afle aria trapezului.
15. Distanta de la centrul cercului pana la o coarda este de 5 cm, iar raza cercului este de 13 cm.

Sa se afle lungimea coardei.

4 @\ A .
16. 298 Lucratiin grup! O Proiect STREAM Covorul moldovenesc

10.

11.

12.

Profilul real

Raza cercului inscris intr-un triunghi dreptunghic este egala cu 7 iar raza cercului circumscris triunghiului — cu R. Sa se
afle aria triunghiului.

Triunghiul dreptunghic ABC este impartit de inaltimea CD, dusa din varful C al unghiului drept, in doua triunghiuri: BCD
si ACD. Razele cercurilor inscrise in aceste triunghiuri sunt de 4 cm si, respectiv, 3 cm. Sa se afle raza cercului inscris in
triunghiul ABC.

Fie triunghiul dreptunghic ABC. Un cerc cu centrul pe cateta AC, tangent la ipotenuza 4B, intersecteaza cateta BC
in punctul D, astfel incat BD : DC=2: 3. Se sticca AC : BC= 12 : 5. Sa se afle raportul dintre raza cercului si lungimea
catetei BC.

Medianele 44, si BB, ale triunghiului isoscel 4BC (CA = CB) se intersecteaza in punctul M. Raportul dintre
raza cercului Tnscris in triunghiul AMB si raza cercului inscris in patrulaterul MB,CA, este egal cu %
Sa se afle raportul CB : 4B.

(@ 2016) Fie trapezul isoscel ABCD, in care AD || BC, AD =6 cm, CD =2 cm $i BC =5 cm. Dreptele suport ale laturilor
AB si CD se intersecteaza in punctul M. Determinati lungimea 1naltimii triunghiului AMD, corespunzatoare laturii AD.

(@ 2015) Un romb are latura de 10 cm si inaltimea de 8 cm. Determinati lungimea diagonalei mici a rombului.

(@ 2014) Intr-un triunghi dreptunghic, masura unui unghi ascutit este egala cu 30°, iar lungimea catetei mai mari este
eglacu 54/3 em. Determinati aria discului marginit de cercul circumscris triunghiului.

(@ 2018) Fie ABC un triunghi ascutitunghic isoscel, in care AB = BC si indltimea AK este de 6 cm. Determinati
perimetrul triunghiului 4BC, daca aria lui este egala cu 30 cm?.

(@ 2017) Fie triunghiul ABC, in care m(£B)=90° si AB = 6 cm. Lungimea medianei BM este egald cu 5 cm.
Determinati aria triunghiului ABC.

Lungimile bazelor unui trapez sunt egale cu « si b (a > b). Sa se afle lungimea segmentului ce uneste mijlocurile
diagonalelor trapezului.

Lungimile bazelor unui trapez sunt egale cu a si b. O dreapta paralela cu bazele intersecteaza laturile neparalele, astfel
incat trapezul este impartit in doua trapeze de arii egale. Sa se afle lungimea segmentului acestei drepte, cuprins intre
laturile neparalele.

Sa se afle masurile unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghic, daca raportul dintre raza cercului inscris n
V3-1

2

triunghi si raza cercului circumscris este egal cu

@
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13. Dintr-o foaie patratd cu latura a se decupeaza colturi, astfel incat sd se obtind o piesd LIEI
octogonala regulata. Sa se afle lungimea laturii octogonului.
14. Un pilon metalic are forma si dimensiunile principale ca in figura alaturata. T
Sa se determine lungimea grinzilor orizontale AB, CD, EF. 4 B
gl C D
=
Dy . . o . o 9 . E F
15%. Se considerda multimea triunghiurilor dreptunghice de aceeasi arie ./ S& se determine
triunghiurile din aceastd multime ale caror cercuri circumscrise au arie minima. i
16*. Din toate triunghiurile cu aceeasi latura si acelasi unghi o opus acestei laturi, sd se deter- PN
3m

mine cel care are perimetrul maxim.

17.

é&g Lucratiin grup! O Proiect STREAM. Covorul moldovenesc

Test sumativ

Profilurile umanistic, arte, sport

. Doui discuri cu aceeasi raza de 5 cm se intersecteazi. Aria reuniunii acestor discuri este de 447 cm’.

a) Determinati valoarea de adevar a propozitiei:
,,Aria discului se calculeazd conform formulei .« =27R, unde R este raza discului”. @
b) Determinati aria intersectiei discurilor.

Lungimile laturilor unui dreptunghi se raporta ca 3:2, iar aria lui este egala cu 96 cm?. Aflati lungimea laturii mai mari a
dreptunghiului.

Aflati lungimile laturilor neparalele si ale diagonalelor trapezului inscris intr-un cerc cu raza de 37,5 cm, daca baza mica
este de 51 c¢m, iar baza mare este diametrul cercului.

Unui cerc cu raza de 6 cm i se circumscrie un romb cu mésura unghiului ascutit de 30°. Determinati aria rombului.

Profilul real

. ABCD este un paralelogram cu AD =3 cm, 4B =4 cm, m(£LDAB)=60°.

Pe laturile AB si CB 1n exterior sunt construite triunghiurile echilaterale ABE si CBF.
a) Determinati valoarea de adevar a propozitiei:

,,Una dintre formulele de calcul a ariei paralelogramului este .«/ = %ab sino”, @
b) Determinati aria triunghiului DEF..

Demonstrati ca suma distantelor de la orice punct situat pe o laturd a unui triunghi echilateral pana la celelalte doua laturi
este 0 marime constanta.

Bazele unui trapez sunt de 4 cm si 16 cm. Aflati raza cercului inscris in trapez i raza cercului circumscris acestuia.

Intr-un disc cu raza R sunt construite doua coarde paralele, astfel incat centrul cercului se afla intre coarde. Una dintre ele
subintinde un arc de 90°, iar cealalta — un arc de 60°. Determinati aria partii discului cuprinsa intre coarde.

MODULUL



Patrulatere. Poligoane. Recapitulare si completari
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Raspunsuri si indicatii
Modulul 1. Numere reale. Recapitulare si completari
Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.a)0,75;b)0,2(6); c) 0,6; d) 0,125; €) 0,08; f) 0,008; ) 0,1(6); h) 0,(1). 2.a) %; b) %;

c) %; d) %; e) %; f) % 3. a) Irational; b), c¢), d) rational. 4. 4. 5.>. 6. a) F; b), c) A. 7.49. 8. Da.
9.108. 10. 625 kg. B. 11. a) (=6, +0); b) (—co, g). 12. a) 8°C; b) %leOC. 13. a) V11+4/6 >6+547;

b) \/19+8\/§ > \/14+6\/§. 14. 443. 15. a) Da; b) posibil; ¢) nu. 16. /2,4 =1,55 (A). 17. % 18. 16. 19.2)480 lei; b) 320 lei.

20.5618 u.m. 21. 9—1,84/10. 23.b) 74u.m. 24.40de locuri. 25.12. 26.288lei. C. 27*.0,6271105. 28. a =15, =33, c=27.
Test sumativ. Profilurile umanistic, arte, sport. 1.C. 2.C. 3. 53 <445. 4.F. 6.18m.

Modulul 2. Elemente de logica matematica si de teoria multimilor

§ 1. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.a) A={4t|te N,0<t<12}; b) cardd=13. 2.a) X ={a, e, i, m, n,r, t};
¢) cardX =7. 3. De exemplu, 4=1{0, 2, 3,4, 5}. Sunt 6 astfel de multimi. 4. a) A# B, AUB=(—,1], ANB=1{-3};
b) A#B, AUB=(1,), ANB=J. 5.b) {1, 2, 3}; d) {4,5}. 6.Sunt 15 submultimi. 7.a) Da;b)nu. 8.a) N; b) 4;¢) &;
d) {6,7,8,...}. 9.Deexemplu, {1, 2, 3, 4} < 4; cardB(4)=32. B. 10.a)De exemplu, -3,-2,—1;b) de exemplu, 0, +1.
11. a) N,Z,Q,R; b) R,R\Q; ¢) N,Z Q,R. C. 12.a) AxB={(2,1),(2,3),(4,1),(4,3),(6,1),(6,3)}. Da.
b) {(a, x), (a, ), ..., (¢, 2)}. 13. x=4, A=B={3,11,13}.

§ 1. Profilul real. A,. 1. Da. 2.a) (-1, 3); b)(—ce, —6]U[6, +<°); ¢) R; d) (-6, —-1]U[3, 6). 3. cardd =4, cardB(4) =16.
B,. 4.a) Multimea numerelor irationale; b) {3, 4,5,6,7,8,9}. 5.a) R, R\Q; b) R, R\Q; ¢) Z, Q, R, Z\N.

Ci. 7".a) R\{2}; b) R . 8".a)F;b)F.

§2. Profilul real. A,. 1.a) F; b) nu este propozitie; ¢) A. 2.d) F. 3.a) 20:10, deci 20:5. 4.a),,ABC este un triunghi” —
partea explicativa, ,,ABC este un triunghi dreptunghic” — ipoteza, ,,patratul lungimii ipotenuzei este egal cu suma patratelor
lungimilor catetelor” — concluzia; b) ,,unghiul & este unghi interior al triunghiului 4BC” — partea explicativa, ,,triunghiul
ABC este echilateral” — ipoteza, ,,marimea unghiului o este de 60°” — concluzia. B;. 5.a) A;b) F. 7.,Daca diagonalele
patrulaterului ABCD sunt perpendiculare, atunci patrulaterul este romb” — F. 9. ,,Daca suma a + 5 este un numar rational,
atunci numerele a, b sunt rationale” — F. C,. 11%.a),b) F.

Exercitii §i probleme recapitulative

Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1. AUB={1,2,3,4,5,9}, ANB={1,3}, A\B=1{2, 4},

B\A={59}, AxB={(1),(1,3),,5),1,9),(2,1),(2,3),..., (4,5),(4,9)}. 2.a),b),c),g)A;d),e),{),h)F.

B. 3. AUB=(-3,+x); ANB={-1,5}. 4.a) S;US,={xL,6}; b) S,NS,={-1,6}; ¢) S\S,=; d) S,\S, ={1}.
C. 5.32 de submultimi: @, {-2}, {1}, {0}, {1}, {2}, {2, -1}, ..., {-2,-1,0,1, 2}.

Profilul real. A,. 1.4 elevi. 3. a) ,,numarul a se divide cu 14” — conditia suficientd, ,,numarul a se divide cu 7” — conditia
necesard; ,,Daca numarul intreg a se divide cu 7, atunci el se divide cu 14” — F; b) ,,triunghiul examinat este dreptunghic”
— conditia suficientd, ,,triunghiul examinat are doud unghiuri ascutite” — conditia necesara; ,,Daca un triunghi are doua
unghiuri ascutite, atunci el este dreptunghic” — F. B,. 4.a) (=7; 6]; b) [-6;1); ¢) (=7; —6); d) [1, 6]. 5.a) A;b)F. 6. A.
Cy. 7.a),b) A.

Test sumativ. Profilurile umanistic, arte, sport. 1.F. 2.a) M,;b) M; ¢) M,. 3.a) S,US,={1, £3}; b) S, NS, ={1};
c) S,\8, ={3}; d) S,\S,={-3}. 4.2".

Profilul real. A,. 1.a) cardB(A4)=2’; cardB(B)=2"; b) cardC=6. 2.F. 4. a) ,patrulaterul este romb” — conditia
suficientd, ,,in romb se poate inscrie un cerc” — conditia necesara; b) ,,Daca intr-un patrulater se poate inscrie un cerc,
atunci patrulaterul este romb” — F.

Modulul 3. Radicali. Puteri. Logaritmi
90

§ 1. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.2)0,05;b) 288;c) 161’ d) 2—\/5; e) \/5—2; f) 3-43. B.2. a) 23\/5; b) 53\/5;

©) 4a’b2b; d) —5abyb; €) |x+3]; ) 075 g) —13yxy/x; h) —2a’h*N2a. 3.a) V12; b) —+/27; ¢) V3b>; d) —/—2x;
e) V7c%a, daci c<0; —v7ca, daci ¢ >0; ) 32 y; g) vV2a'; h) V3a?; i) 4307, dacd y>0, si —/3)°, dacd y<0;

DA2x; k) 32x*y: 1) —v=x'. 4. a) 34; b) 8/3; ©) %; d) 8(9+4+5); f) 3-1. C. 5.a) @;
b) w; ¢) /13 —+/18; d) —%(4+3\5—2ﬁ—\/ﬁ). 6.2) 345 <543 b) 33/4 <432,

o2



Réaspunsuri i indicatii

§ 1. Profilul real. A;. 1.2. 2.1;2. 3. a) \/§—4; b) %; c)—1. By. 4.5. 5.2)3;b)5. 7.5fete. C,. 8.2)7.

5 4
§ 2. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1. a) %; b) %; c) %; d)0;e) (%) ;9. 2.2a.3.4. B. 4.a3) ﬁ;
1 20 2
b) \/;+2; c)a*—=2;d) b+a' 5. a) Mai mic decat 1; b), ¢) mai mare decat 1. 6. 12%. C. 7. 10 cubulete. 8. 157 cm.
2Jx b-a , 1632

2. Profilul real. Ar. 1.2)5:b) = ¢)7200:d) 255, 2. n+1. 3.2, 4.0, By, 5.2) s b) —s ¢) 253V
§ 2. Profilulreal. A,. 1.3)5; 7 © id) 757 2.n+1.3.2.4.0. By S.a) 7 \/;,c iy’

d)-1;e) 77;

f) 3¥%.5". 6.a), b) Mai mare decét 1; c), d), ¢) mai mic decit 1. C,. 8. R 9. mTij\/E’ daca {Z ;>t i\ﬁ; —(m* +m2 +/4),
daca m<1, m#0.

§ 3. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.a)9;b)2;¢) 1;d)2;¢e) 144; ) 0. 2.-2. 3.15. 4.2. B. 5. % 6.16. 8.2.
9.3a+ab. C. 10.1<log,3<log,5.

§ 3. Profilulreal. A,. 1.,=". 2.,,<°. 3.,.<". 4.a) log, | a|; b) 4log, |b|; ¢) log, b; d)3;e) 3—2log, b, dacd 3—log, b =0;
1+ab

1
—3,dacd 3—-log,b<0; f) |[a+1]. By 5 x=5* 6.8. 7.1. 8.a) 3(1-a—>b); b) 4(8=5b)

Indicatie. Descompuneti
numerele in factori primi. C;. 11.0.

Exercitii §i probleme recapitulative ;
Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1. a) 4; b) 2; ¢) 1,5; d) 7200; e) —1. 2. a) A; b), ¢), d) — F. 3.a) -2; b) 2%

4.5. B. 5.a) —2x; b) 1. 6.a) ¥24>327; b) (\E)“’<(;)m. 7. a) J6-+/3; b) %(3«/5—%/3#\/5);
c*)—%(l+zﬁ+ﬁ+\/ﬁ). C.8.2m.

Profilul real. A,. 1.<. 2.>. B,. 4.2)F;b)A.5.a) %; b) 6;¢) V/a +3/b; d) log,(a’ —2)*. 6.a), ¢) Primul mai mic; b), d)
31

;“);b) 3(1—a-b). 9. n=3.

Test sumativ. Profilurile umanistic, arte, sport. 1. B. 2. 347 <743, 3. a)F;b) A. 4. V2T - \/g) 5.B.

primul mai mare; ¢)=. C,. 7. ae R’. 8.2a)

1 1 1 1
Profilul real. 1. A. 2. 4)* >@2)*. 3. =(x* +*). 4.B. 5. -10"". 6. ac IR:\{HZ‘E}, a*+a+l.

Modulul 4. Figuri geometrice in plan. Triunghiuri. Cercul. Recapitulare si completari

§ 1. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 4.a),b),c) A;d)F.

§ 1. Profilul real. A,. 1.2) 1)=2)(F),1)=3)(A),1)=4)(A);b)2)=1) (F),3)=1)(A),4)= 1) (F).

Bi. 2.a) aNb={4}, aNP=a, bUP=P; b) P, {4}.

§ 2. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1. 40 cm. 2. 12 cm. 3.50°sau 130°. B. 4. 18 cm. 5.50. 6.7. 7.65. 8. 130°.
9.40°. C. 10. 16 cm.

§2. Profilul real. A,. 1. Indicatie. Mijlocul ipotenuzei este centrul cercului circumscris unui triunghi. 2. Indicatie. Se
considera doua triunghiuri isoscele asemenea cu varfurile in centrele cercurilor. 3. Indicatie. Z/BCA=ZADE. 4. 60°.
5.60°. B;. 6. Indicatie. m(£LCBD)=m —m(£BDA)—m(£BCA). Unghiurile BDA si BCA sunt inscrise in cerc si subintind
arce care nu depind de dreapta CD. 7. Indicatie. Fie T punctul de tangentd. Atunci, CC, =C,T si BB, =BT, de unde
AC +C B +BA=AC, +CT +TB +BA=AC +C,C+ BB + B A=AC+ AB=2A4B. 8. Indicatie. Tangenta comuna in
A trece prin mijlocul segmentului BC. 9. Indicatie. Aratati ca m(£LABC)=m(£LA4,C), unde A, este diametral opus
punctului 4. 10. Indicatie. CE> =CA-CB=CD’. C,. 11.a) Indicafie. m(£AA,B)=m(£AB,B); b) Indicatie. Din a) rezultd
cd m(£4,B,C)=m(£LCBA). LCBA este congruent cu unghiul format de AC si tangenta la cerc in varful C. Deci, tangenta
este paralelacu 4,B,. Atunci, OC L 4 B,. 12. 2JRr. 13. Indicatie. Construiti dreapta CB, astfel incat m(£LABC) =@,
apoi dreapta BD L CB. Intersectia mediatoarei segmentului 4B cu BD este punctul O. Multimea ceruta este unul dintre
arcele cercului €{O, OB), precum si arcul simetric acestuia. 14.6 cmsi 12 cm. 15. 13 cm.

§ 3. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.12cm. 2.8 cm. 3.30cm. 4. 100cm. B. 5.16 cm, 16 cm, 12 cm. 6. 18 cm, 18
cm,20cm. 7.3cm. C. 9. EF=FD=3cm.



Réaspunsuri i indicatii

§3. Profilul real. A,. 1. a) Indicatie. Aplicati criteriul IU. b) Indicatie. Aplicati criteriul ULU. ¢) Indicatie. Aplicati
criteriul LUL. 2.8 cm. 3. Indicatie. Aplicati criteriul IC. 4. 6 cm. 5. Indicatie. Aplicati criteriul IU. 6. Indicatie. Aplicati
criteriul LUL.  B,. 7. a) Indicatie. Pe [AM si [4 M, luati punctele D si D,, astfel incat AM =MD si AM, =M, D,. Din
AMMC=AMBD si AAMC,=AMBD, rezulti ci LABD=/ABD, = AMBD=ABD,; b) MLC = ALLC,.
8. AABM' = AMBM, = ZABC= ZABC =MBC = AABC,. 9.Indicatie. Pe [AM si [ AM, luati punctele D si, respectiv,
D, astfelincit AM=MD si AM, =MD,. AABD = AABD, = /BAM= /B AM., iar MDC = AMDC, = /MAC= LM AC,.
Astfel, ZBAC= /B AC, = ABC' = A4 BC,. 10. Indicatie. AMMMC' = AAM,C, = AC = AC,; AAMB =AAM B, =
= AB = A B,. Deci, AABC (L;L)AAIBICI. C,. 11. Indicatie. Pe mediana AM luati un punct D, astfel incat AM = MD.
ABMD=AAMC = BD = AC, iarin AABD avem AB+ BD > AD sau AB+ AC >2AM. 12. Indicatie. Din problema 11
rezultd cd 2m,<b+c, 2m,<a+c, 2m, <a+b. Adunand aceste inegalitati, obtinem m, +m, + m, <. Adunand
inegalitatile m, >c-4, m, >a b m >b-<, obtinem m, +m, +m, > lEP 14. Indicatie. AABL(L;L)AAIB]Ll =

(ULU) 2 ‘ 2 (LUL) 2 2P —-P
LALC=ZALC, = ALC = A LC, = AC=A4C = AABC = A4B.C,. 15. ]2 . 16.15cm, 20 cm, 25 cm.

§ 4. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.2cm. 2.36cm,9cm.  B. 3.30cm,40cm,50cm. 4.6cm. C. 5.30cm,36cm. 6.7,2m.
§4. Profilul real. A,. 1. Indicatie. 2m(£B) =1 —m(£LA) =1 —m(£LA4,) =2m(LB,). Aplicati criteriul ULU.

3. Indicatie. AMBM '~ A BM,= AB,: AB=AM,: AM. 4. Indicatie. MBL' ~ AABL = AB,:AB=AL,: AL.
5. AE-BE=CE-DE < AE:CE =DE:BE < AADE ~ ACBE <& /DAE = /BCE < BC||AD.  B,. 6. Indicatie.
ABHA ~AAHB, = AH :BH =B H:AH = AH-AH =BH-BH etc. 7. Indicatie. Fie trapezul ABCD (BC| AD),
{0} = ACN BD, M—mijlocul laturii BC'si {N} = AD MO, atunci AN :ND =BM :MC =1= AN = ND. Deci, M, O,N
sunt puncte coliniare. Daca {O,} = AB(\CD, atunci BM :MC=AN:ND, deci punctele O,,M,,N sunt coliniare.
8. Indicatie. in ABLM, ZBLM este obtuz, iar ZBML — ascutit. Atunci, BL <BM. 9. ABMC ~ AAMD. C,. 10.12cm,
24cm,30cm. 11. AC=48 cm, A C, =36 cm, B,C,=30cm. 12.8cm. 13.9cm.

2f

§ 5. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.4. 2.13 cm. 3. ——— cm, 2\/5 cm, 2\/5 cm. B. 4.10cm. 5. 8\/§ cm, 5\/3 cm.

6.42cm, 56 cm. 7. \/73cm 2ﬁcm S5cm. C. 8.5cm, 5\/§cm 10 cm. 9. 4m 3\26 cm. 10.24 cm.

§5. Profilul real. A,. 1. 6. 2.30°,60°,90°. 3.1cm. B,. 4. 24/5¢m. 5.BN= 2 cm. 6.3cm,4cm,5cm, 1cm. 7.11:7.
8. 9v/5cm, 8/10cm. C;. 9.04R. 10. 8cm.

§6, 6.1. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.3 cm, 7,5 cm. 2. 18 cm. B. 3. 60°, 30°. 4. 2413 cm si 3V13 em.

14f 2442
5

5.——cm. C.6.
§6, 6.1. Profilul real. A,. 2.18 cm, 24 cm, 30 cm. 3.

cm. 7.8cm, 15cm. 8.15¢cm, 9 cm.
mn§m+n). 4
+n

2 2
12cm, 15cm. C. 8. V2 m, 3m oo. %,%

P47 . B 5.56cm,42cm;r=24cm. 6.9 cm,

2

9 15

7m m 6.5cm. 7.m, = E,IZ(a +b*)—c’

§6, 6.2. Profilul real. A;. 1.4 cm. 3.4m sau /10 m. B,. 5.

\/,

Exercitii si probleme recapltulatlve
Profilurile umanistic, arte, sport. A. 2.9 cm, 12 cm, 15 cm. 3. V10 cm. 4.50°. 5.6. B. 6. 400x300 m. 7. % cm.
9. (2+3v2 +4/6) cm. 10.90°. C. 11.7cm. 12. V114 cm

Profilul real. A;. 1.25cm,25cm,30cm. 2.8cmsi 10cm. B,. 3.5cm,5cm, 6 cm. 4.144,3 mm. 5. 15°,15°, 150° sau 75°, 75°,30°.

2 2
6.%,/%. 7.18y3 cm?. C,. 8.5:10:13. 9.a) ~9,42 mm; b) ~ 226,08 mm. 10.a) ~ 18,84 dm; b) ~226,08 dm;

c) =452,16dm. 11. =5 min.si 1,44 s. 12. = 7,536 m.

Test sumativ. Profilurile umanistic, arte, sport. 1.0,5cm. 2.4,8m. 4. AB=12 cm, BC =15 cm.

Profilul real. 1. d\/7 . 2.40 de discuri, 44 de discuri.

C. 8.10cm, 5 cm, 5\/§cm 9.



Réaspunsuri i indicatii

Modulul 5. Monoame. Polinoame. Fractii algebrice

§ 1. Profilul real. A,. 1.2) 2,05, X, \15YZ, Z*'; b) —=Y*, 342XY, Z, Y™, 2.2)-8;b) 2;¢) —/3; d) 7,8 — coeficientul;
a) XY; b) X°YZ; ¢) XZ*; d) Y*2" —partea literald. 3.a) X°Y°Z; b) Y°Z%; ¢) 243X°Y°Z; d) XY*Z’. 4.1)a)3;b) 1;
c)2;d)0; 2)a)5;b)6; ¢)3;d) 2. 5.a) 5XY si —XV; 3X° si —0,25X°; Z°Y si YZ; XYZ. 6.a) 3,5XY +5Y";
b) 2,822 +8XY. 7.b) 41X'YZ*; c) 3XYZ'. 8. c) 4X‘Y"7; d) 3375Y°Z°. 9.c¢) 2XxZ°; d) 22X°Y’Z.
10.b)3%ZY—ZZ+XY. 11.b) —2XY2Z* +0,01X°Y°Z* + X°Y’Z°. B,. 12.2) 58X°Y -3X>. 13.a)7si1;b)2;d)2si I.
14.2)F;b)A. C,. 16.2) X’Y*Z*; b) X*Y”.

§2. Profilul real. A,. 1.a) grad P=3, gradQ=4; b) P(2)=-3+22; ¢) O(-2 1)=30++5. 2.1) S(X)=—X*—7X* +6X* -3X;
D(X)=—X*—9X° —4X>-3X; R(X)=X"+9X> +4X>+3X. 3.d) 24X* —2X* —2; f) 25X* +40X° +6X* —8X +1.
4.d) 3X7 —16v3XY + 647> = (3X —8Y)%. 5.b) X(X*—1)(X+Y). 6.b) (05X +1); d) (X +1)’.

7.b) (V5X =3VSV)(W5X +35Y); ¢) (5X —4Y)(25X7 +20XY +16Y7). 8.¢) (2—X)(1+X). 9.a),b)—A.

Bi. 10.b) grad P(X)=23; grad Q(X)=3 pentru me R" si orice k, p, neR; grad Q(X)=2 pentru m=0, ke R si orice
p,neR; grad O(X)=1 pentru m=0,kk=0,peR" siorice neR; grad Q(X)=0 pentru m=0,k=0,p=0 si neR".
11. k=%. 12.b) O(X)=-5X*+X>—2X’+8. 13.2) (X -2)3X*+2X +4); b) (X -V2)>(X* +12X +/4)".

Indicatie. Efectuati substitutia X’ =Y. 14.a) (X +é)(8X —1); b) nuse descompune. Indicatie. Rezolvati ecuatiile de

1 3
PRk
18. b) (X" —2)(X" +2)(X¥ +4); ¢) X(X" —1)(X" +1).

§3. Profilul real. A;. 1.2) a=1, b=-2, c=3;b)a=3, b=2, ¢=0. 2.a)Daca a =1, atunci grad P(X)=2; dacd a =—1,
atunci grad P(X)=1; dacd ae R\{-1, 1}, atunci grad P(X)=3. 3. P(1)=0, P(-2)=-36, P(3)=104, O(/2 +/3)=5.
4.r=11. 5. P(2)=247. 6. P(X)+0Q(X)=2X’-3X +1, P(X)-O(X)=2X"+6X* -7X —1,

P(X)-O(X)=—6X° —5X*+23X° =7X>=5X. 7.a) C(X)= X’ +2X" + X’ +4X* +8X +13, R(X)=30;

b) C(X)=2X" = X" +7X* —28X +86, R(X)=-257. B, 8.2) C(X)=2X"+X>—-3X+6, R(X)=-5;

b) C(X)=3X?—-2X-6, R(X)=—-5X?+23X+22; d) C(X)=2X*+9X°+19X> +41X +82, R(X)=166X —163.
9.B(2,9). 10. 3X —4. 11.55i,respectiv, 2. 12.a) a=1; b) ae {-3,1}. 13.a) P(X)=X"+X+2; b) P(X)=2X"+ X +3.
C,. 14.2a) a+2c—c’=0 si b+1-c*=0; b) a—1+c*=0 si b+c=0; c) a+1-3c"+c*=0 si b+c’—2c=0.
15.a) 5-3X; b) -2X; ¢)2. 17*. -6 X +11.

gradul IT asociate polinoamelordate. C,. 15. a=c=- d=1. 16.c) (6X +1)(21X* =3X +1). 17. P(X)=X".

§4. Profilul real. A,. 1.a) Da; b) da. 2.a) —1,1,2; b)—4: ¢) 24, ‘3‘2‘/6, ‘3’;‘6. 3.8) (X=X + X +1):;

b) (X —2)(X +2)(X*+4); ¢) (X=X +2)(X°+1); d) (X =3 -v2)X =3 +V2)(X +4/3 -V2)(X +4/3 ++/2).
4.2)3;b)2. B. 5.a) (X -1 (X +2) (X +D)(X +3) (X +4)(X —=5); b) (X> + 1> (X 1) (X +1)* (X +3)°;

0) (X =1’ (X +1)’ (X +12(X> + X +1)(X =3)’ (X +3)’. 6.2)2;b)3. 7.2) (X2 +D)(X>—2X+3);b) (X2 +1)(X> +2X +7);
c) (X+D(X-1)(X*-2X+5); d) (X+D(X-D)X’+X+1). C,.8. c=1,b=-1,a=-1 sau ¢c=0, b=0, aecR.
10. Indicatie: a) Se reprezinta P(X)=Q(X)(X —1), unde Q(1)=0. 12*. a=-8, b=16. 13. x=3 sau x=3-+/7.
22X 43 . XP45X-3

. X
. . +3- .
§5. Profilul real. A;. 1. a) R; b) R\{£3}; ¢) R\{-2;0}. 2.D) g c) IX(X+2)

3.b) R\ {3};

7 11 2X*+6X+6 X -X*-6X-16 X -3Xx-1
_N- 1. it . 5. — -+ . . . )
c) R\{-2;0}. 4.a) 3 c) a Bi. 5.b) D=R\{0; £4}, 2; ¢) -9 ;e) o4 ; D o1
X+10 X’ —4X +4 X2
6.2) D=R\{0;3},2X;¢c) D=R\{0;10}, — ;d) D=R\{2}, =——"~——: ) D=R\{0; 2}, .

12

(BX>+1)(2X —1) ,
X-2

X 41 8. A) E(X)=X+5+

C,. 7. b) D=R\{;2}, X(X-D3BX-1); c¢) D=R\{i%},
b)Xe{-10,-4,-2,-1,0, 1,3, 4,5, 6, 8, 14}.

Exercitii si probleme recapitulative

Profilul real. A,. 1. 14X°Y> =21X°Y —8X°Y* —84X* +12X°Y +48X>. 2. b) P(X)+O(X)=-3X’— X’ +6X +1;
P(X)-0(X)=3X"-X>-6X-3; P(X)-O(X)=3X"-3X"-2X*-6X—-2.3.a) 27X’ +54X° +36X +8; d) 27X° +1.

@



Réaspunsuri i indicatii

4.a) {0;5}; ¢) {0;1;3}. B,.5.b) [z-é : d) BX=1). 6.2) —(¥ +20)(OF +20); b) 4X(X =9); d) (Z —/5)(Z +/5)x

X(Z> +/5Z +5)(Z> =52 +5). 7.b) ¥ =2)2Y* +1); d) (X +1)(X*++/3). 8.b) C(X)=3X>+5X-7; R(X)=-1.
. C 10 Xa-x) . _1 _ _295:

9.b)-101. 10. a) Nu; b) nu. :l.a) Rz{—z, -1;0;2}; b) TG ¢) 14\5(11 8+2). C.. 12.2)-2,25;b)nu

M. 14. O(X)=15X*> - X -3.

8(X 1)

Test sumativ. Profilul real. 1. a) —X*+9X*>+X —1; b) grad P(X)=4; ¢) C(X)=—X"-X>+8X+9, R(X)=8;
d) {0;£3}; e) C(X)=—X"+8, R(X)=X+7. 2.a) R; b) R\{+2}; ¢) a =2, E(2)=0.
3. (XY +2X +5)(X°Y’ -2X°Y +10XY +4X° —10X +25).

exista. 13. D=R\{0; 3},

Modulul 6. Functii reale. Proprietati fundamentale

§ 1. Profilul real. A;. 1.2) R\{-4}; b) R; ¢) R\{-2; 2}. 4.
2.a) [<2, +o0); b) (—e0; 0,25]; ¢) R". 3.a),b)Nu;c) da.

B.. 5.a) (=, —1]U (1, +o0); b) R\{=2, 2}; ¢) R\Z; d) R\[0,1). 6.a) Z; b) R"; c) IR\{%}.
T.a) (f+g))=|x|+x=1 (f-g)x)=|x|(x=1), (feg)x)=[x—-1];

b) (f + @) =Vat1+x" +1, (f)0)=Vx+1(x"+1), (f o)) =x"+2;

O (f+2)@)=x—1+¥x—1, (/- )®) =" =D)-Vx—1, (feg)x)=x-2.

Ci. 8. 2a) (fofo.of)x)=x"; b) (fofo.of)x)=x-n 9. a) ®=fog, f(x)=x", g(x)=x"+1;

n

b) = fog, f(x)=x, g(x)=x*—1. 10*. Da. Deexemplu, A=B=C=R, M ={0}, f(x)=x>, g(x)=x". 11. P=0.
§ 2. Profilul real. A,. 1.2) (—oo, +o0) /; b) (—o0, 0), (0, +e) /,impard; c) (—eo, 0]\, [0, +o0) /, pard.

2:0) = (=g | B = A0 20310 {3 108510035 20) 105 20) (0] 4.9 [2,0)U(0, 5
b) (1,2]; ¢) {2}. 5. f(x)=|x|. B 7.a) (==, 0]/ ; [0,+0)\ ; b) creste pe fiecare interval [n, n+1), ne Z,
¢) [FL2L[5, +%) / 3 (o —=1L[25)N\ . 10. a) y =f©O)=L b) ., =/(0)=fD)=0, ¥, =f(§)=},
11. f,, perioada 1; f;, perioada2; f,, perioada % 12. a) Impara; b) para; ¢) nici para, nici impara.

C.. 14%.a) f=h+h, h(x)=2x"+3, h(x)=-x; b) f(x)=h +h,, h(x)==2, h(x)=x. 15. a) f:R—>R,
(%) =%(x—l); b) /T R\V{I} >R\ {2}, f(x)= % 16. Monoton descrescitoare. 17.7. 18. f+g, f+f, f°,
go f — crescitoare, —f — descrescitoare, f —g, f~ pot fi nemonotone.

Exercitii si probleme recapitulative

Profilul real. A,. 1. a) D(f)=R, E(f)=R; b) D(f)=R", E(f)=R\{3}; ¢) D(f)=R, E(f):[—%, +oo].

2. a) Crescatoare pe R; b) descrescatoare pe (—e, 0), (0, +oo); c) descrescatoare pe [— oo, ;], crescatoare pe B, +oo J

7
3.b). Bj.4.a)Pe (— 3, - 4) —valori negative, pe (—, —3)U (— Z, +oo] —valori pozitive; b) pe (2, 4) — valori negative,

4
S 26 . . 26 L
pe (—oo, 2)U (4, +o0) — valori pozitive; ¢) pe (—5, —4) — valori negative, pe (— oo, — SJU (-4, +o0) — valori pozitive.
3 9
S0 5 = 0= D) 3= /(3 |3 9 5=/ =9 6. U +0109=5 (/-809 =26, ()= 446

(fog)x)=5-x, (go f)(x)=1—x. 7.a),c) Impard; b) nici para, nici impara. 8. x=1 (ord). 9.63 zile. 10. f(x)=1600—25x —
3

descrescatoare, g(x)=25x — crescatoare. C,. 1l.a) ®=fog, f(x)=x7, g(x) =x"+2; b) d=fog, f(x) :%,

g(x)=x"+3x" +1. 12.f nu este inversabila: sunt triunghiuri diferite cu aceeasi arie.

Test sumativ. Profilul real. 1.C. 2. [1,+e0) /*, (=eo, 1]\ . 3.y = f (D=L y.. =1(0)=f(-2)=0. 4. {3;4}. 5.a).
6.a) i = f, 0 f,; b) f;;¢) f,—marginita inferior.



Réaspunsuri i indicatii

Modulul 7. Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii. Sisteme si totalitati
§ 1. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.a)2;b)—1; c)-5;d) 0. 2. a) Ascutit; b) obtuz; ¢) obtuz; d) nul. 3.a) 1) %;

3) f(x)>0, x€ (—os; %); f(x)<0, xe [%; +00); 4)obtuz; 5)nu. 5.a) S ={4},b) S={\/g}; c)S :{—%}. 6.2) S={(2,1)};

b) S={(0,1)}. 7.a) S =(—0, —10,5); b) §=(—c0, —10). 8.d) S=(—0, —4); €) S=. B. 9.2a)Prut—953 km; Nistru —
1352 km. 10. a) —%; b) —-5; %; c) -4 —J3;2. 11. a) f(t)=3600¢+2400; b) 15 ore. 12.1) 17127;3)200t, 320 t.
13. 12 motociclete, 36 autoturisme. 14. 23 bancnote a cate 20 de lei; 46 bancnote a cate 50 de lei. 15. Peste 3 ani. 18.57 de

ani. 19. Nuexistd. 20.<. 21. (-, 3). C. 22.a) 10 muncitori; b) 3 hl; 2,1 hl.

§1. Profilul real. A,. 1. a) f, f,, f.; b) fi,f,. 2.a) y=15x-2. 3. a) x=—%;y=%; b) xe(—oo,—§:|.

4. S:{—%; o;%;z}. 5.b) xe(-1,+e). B. 6.50 km/h, 26 km/h. 7. x=—1, y=1. 9.a) S={(;-2)!.

C,. 10. 1,5 kg. 11.40 t cu 5% nichel, 100 t cu 40% nichel. 12*.a) a #£1; b) a # 1; c) nu exista astfel de valori ale lui x.
§ 2. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 2.) S ={-3; 7}; b) S = {—%; %} ¢) S={~1: 5; d) S = {=1=/10; = 1+/10}.

3.a) x,+x,=-10, x,-x,=20; b) x,+x,=16, x,-x,=63; ¢) z, +z,=-0,6, z,-z, =—-12; d) t1+12:§, tt,==3.

B. 6.2) §=(—c0,2)U(3, +e); b) S=@; ¢) S = —oo, ”F]U[‘/%‘l,m - d) S=(-2, - 1).

7.0 (< o (30 (55} (-5 [} 0 U@ 4 3 0

8.a) S= {(_ﬁ; _ﬁ), (\B; ﬁ)}; b) S :{(0; 1), (‘3" —g)} 11. 8 u.l. 12. ae {-3; 4}. 13. Indicatie. Se vaaplica teorema
1 3
C. 21.(12m,40m). 22.-5. 23. p =4, q=—7saug=-.

§2. Profilul real. A,. 3.510m. 4. a=b=5. B,.5.a) S={

lui Pitagora. 14.210 cm?2. 15.52 m,40 m. 16. 332 km/h. 18. A= {—%, 3}. 19. (—e0, —6). 20.3.

5+

g/ﬁ; 2; 3}. 6.2) S=[-4, 4]; b) S=(—o0, —4]U[5, +00).

7. (x—4) +(y-3)° =%. 8.a) 7(5)=237,3 m;b) =14,7 5. 9.2) R\ {2; 3}; b) {0} U (—e0, —1JU[L, +); ¢) [-3, —1]U[0, 3];
d) (—e0, —4)U (4, —1]U[4, +e0). 10.a) S={1}; b) S={1;8}. 11.a) S={(L5; —2), (10;15)}; b) S={(6;8), (8; 6)}.
12. a) S={3-3v2;3+32), 3+32;3-3v2), (2;4), (4;2)}; b) S={(2;3), }:2)}. 13. a) me {—/10,10};
b) me (—/10, ¥10); ¢) R\[-V10, V10]. 15. a) S ={(-1;=3), (=3, -1)}; b) S = {(~4; —5), (5; 4)}.

16. a) S={(7-—2); (—7~2)}; 0 S={[‘?;ﬁ—1)} 17. 24 km/h, 18 km/h. 19, a) (x—3,5) +(y—10)* =12.25;

373 3’3
(x=35) " +(y+ M)z =12,25; b) nu se intersecteaza; c¢) (\/5; \/5), (—f; - \E). 20. ¢) Indicatie. Fie |3x—1|=t,t>0.
21. a), b) Indicatie. Aplicati metoda intervalelor; ¢) S =(—eo, 1); d) Indicatie. Aplicati metoda intervalelor; e) S = {—%; l};
f) S=IR\{0; %; 1}. 23.0) §={(2-2;2++2), 2+2;2-42), (-2=V2; —=2+2), (-2 +~2;-2-+2)}.
24. a) T uzina — 24 piese; IT uzina — 16 piese; b) A — 20 de motoare, B — 30 de motoare. 25. m,, ,, =0,64 g, m_ , ,, =0,46 g.
26. S={(1;4), (-1;,-4), (4 1), (-4; —1)}. 27.160 g, 20%. 28. S=[-1,)U[2, +0). Ci. 30. ae[-2, +).
31%. ae[-1;-0,2]. 32. (x—+/2)* +(y—0,5)* =2,25.
Test sumativ I. Profilurile umanistic, arte, sport. 1. De exemplu, 6x—4y=-6. 2.a) x,=-1,x,=
D(f)=R\{xl}; b) xe (-1, 01U, +oo). 4.0 lalea— 8 lei, 0 narcisda — 5 lei.
Profilul real. 1. § = {(1+£~/2; -1++2]}. 2. D(f)=R\{0; 5}. 3.1tren—40 km/h, II tren — 60 km/h.

@

g- 3. a)



Réaspunsuri i indicatii
§3, 3.1-3.3. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 3. f(x)e {0; V2; 22; 24/11; 8'12} 4. f(x)e {=3;-2;—1; 0 1; 2; 3; 4; 10}.
5. f(x)e{10 é,l,—# —é;—zlo} B. 6.a )y_—— )y_ﬁ; c) y_—— d) y_m 9. Apartine.

§3, 3.1-3.3. Profilul real. A,. 1.a) [3, +); b) R. 3.a)Pari; b)impard. B,. 4.2) (f+g): R—=R, (f+g)(x)=x"+x";
(f 2 R-R (- 2)0)=x"; b) (f+2rR, >R, (f+2)®)=Yx+¥x; (f g R >R, (/- g)x)=Vx-Vx.
5.2) [0, +o0) /, (o0 0]\.'b)( 00, =2]\, [<2, +%0) /50) (0, +%0) /5 d) (=4, +e) /. C1. 6.2) /1 R, 5 R, £ (x)=—4/x;
b) f"R,—>R,, f (x)—fx ) fRSR, f(x)=4x. 7. a) (f+2):R->R,(f+g)(x)=Vx+x";
(f &:ROR, (f-9)®)=Vx-x'; (fog): R>R (fog))=x; b) (f+g):R->R, (f+g)(x)=x"+x; (f-g):R-R,
(f @)@ =x"x; (fog): RoR, (fog)x)={x)".

§3, 3.4. Profilul real. A,. 1.a) S=1{0}; b) S=@; d) S={0}; e) S={2}; ) S={3}. 2.2) S=; b) S:{%(3+\/ﬁ)};

©) S=; d) S={2}. 4.F. B.. 5.2) S={3}; b) S={3}. 6.a)S={2,5};b)S:{—% %} ) S= { }; d) S={-1;15,2; 3}.
7.a) S=1{2}: b) S:{%(S\/E—B)}; ) S={=3}; d) S={1; 2 10}. 8.a) S={L:3: 4}; b) S={-8:8}. 9.a) S={—4: 2};

b) S=1{4;9}; c) S={3‘2‘E;1}. 10.b) S={-4;4}. 11.a) S={1}. C.. 12.a) S={—3—Z}; b) §={12}; d) S=[5,10];

&) S={0}; f) S={-T:2}. 13" a) S= {(“‘D +1, Q=) “} b) S= { 9}. 16°. ) S={ 0, 93, GR}

Q2+3)" =17 2=43)" " 16 65

2
b) §={0} pentru a=0, S=O pentru ae (—, 0)U(0, 1), S={<a;1) } pentru a€[l, +e). 17. me[-1,0].

§3, 3.5. Profilul real. A;. 2.2) S=(—1,4); b) S=[-3,1]; ¢c) S=C; d) S= (-0, IJU[2, +20); ¢) S:[_%, —%:|;
f) S=(-10,+). B 4.a) S=[-5,3); b) S=[4; 4,5); d) S={-1}U[4, +o); €) S =(—, 0]; ) S=R.

5.a) S =(—o0, =3)U(3, +o0); b) S=[8, +e0); ) S =[0, 1]U[3, +e°). 6.2) S = [— +<><>) b) S=I; ¢) S=(—°<>, _189:|U[4’ +00).

9. a) S=(—o0,—5)U(5,+); b) Indicatie. Efectuati substitutia t=1/%; ¢) Indicatie. Fie t=+x"-3x+5, t>0.

10. S=(-L1].
§4, 4.2. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.a) A;b) A;c)F;d)F. 4.a)<;b)>;c)>;d)>;e)>. 5.a) A;b) A;c)F. 6.9a.

B. 9.b) 64 de bacterii; ¢) 25 bacterii. 11. 151165,44 lei. C. 13. Indicatie. Numarul se va compara: a) cu( ) b)cu (f 2)%;
0) 2% d)z’s ) (V3-1)" D) (5)

§4, 4.2. Profilul real. A,. 2.2) a>1; b),c) ae (0,1). 3.2) V2)? >(/2)"; b) (0,3)° <(0,3)™*. 4.a) xe (=, 0);
b) xe (0, +0); ¢) xe (0, +o0). 5.Pard. 6.b) S={3}; c) S={3};d) S={2}; ) S:{%}; g) S=; h) S={l};1) S=a.

Bi.7.a) S={-8}; b) S={log,,1,25}; ¢) S={4}. 8. a) S={-050,5};: b) S={-21}; ¢) s:{l‘g/ﬁ; ”;/473}

9.a) S ={log, 28}; b) S=@; ¢) S={-2}. 10.a) §={log,16}; b) S =10, log,3}; ¢) S=@. 1L. x:% 12.2) xe (~o, 0);

b) xe€(0,+). 13. a) S={-2,2}; b) S={—25 3}, 14. a) S={0}. 15 a) S=g;, b) S= {1}
16. a) Indicatie. Fie (2++/3)*" =1, atunci (2—+/3)>*' ==; b) Indicaie. Fie (5-1—2\/7)2 =t. Atunci, (5- 2\/7)2 _
17.a) S={0}; b) S={-0,5;0,5}; c) Indicatie. DVA: xe N, x>2 Impartiti ecuatia la 4‘ 18. a) Indicatie. Aplicati metoda

intervalelor. 19. a) S ={2}; b) S={4}; ¢) S=. Indicatie. Utilizati proprietatile functiilor ce reprezinta membrii ecuatiei

respective. 21. S={-3}. C.. 22. S= {%} 23. ae (—oo; 0]U[3; 9]. 24.a) Indicatie. Fie t =25""", ¢ >0. Ecuatia devine

D



Réaspunsuri i indicatii

16(a—27)
a

t*=2t+a=0; b) S=O pentru ae (-, 3]U[27, +), Sz{log4 1

} pentru ae (3,27); c) Indicatie. Fie
2% =1, t>0. Ecuatia devine at” —5t+1=0.
§4, 4.3. Profilul real. A;. 1. a) S=(5,+); b) S=(=1,+); c) S=(—, -)U(0,+); d) S=R; e) =0,

f) S=[4,+%). B 2.a) S=(-e,1]; b) §=(-eo, —log;10); c) S=(—oo, log,,10]. 3.2) S=[-1,15]; b) §=(3, +o0);

c) S :(— oo, 173) 4. b) S=(-o0,—1); ¢) S=(2,4); d) S=[0,+e0); ) Indicatie. Fie 2" =t, t>0; g) Indicatie. Fie
8 =t, t>0. 5. S:[—%; +oo | 6. S=[-3; +). C.. 7T.a) S=(=1,0)U(0, )HU(L 2); b) Indicatie. Fie 3" =1, ¢ >0.
Aplicati metoda intervalelor; ¢) Indicatie. Impartiti inecuatia la 9. 8. a) Indicatie. Fie 3* =t, t >0. 10*.a) S =@ pentru
a=0. Indicatie. Rezolvati inecuatia 2-4""' +4-2"" —4*> <0 ca inecuatie de gradul I fatd de 2**', apoi analizati cazurile

a>0 sia<0.

§5, 5.1. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.a) A;b)F; c) F;d) A. 4.a)>;b)>;¢)<;d)<;e)<. B. 5.a) xeR;
b) xe (2, 3); ¢) xe (=1, 1). 7. Indicatie. PH se calculeaza conform formulei PH =—I1g[H*]. Raspuns:PH=17. 9. 2log, x.
§5, 5.1. Profilul real. A,. 2.2) 0<log,2<1; b) log,0,2<0; c) 0< log] 0,5<1; d) log ; 0,2<0. 3.a),b),c) Primul numar
3+‘F. 8. a) [ IR+ SR, () =log, x+3; b) /7 R =5 (2, +oo),
f(x)=3"+2. 9.2a) xe(0;02); b) xe (3, +°<>). C;. 10.b) (1,2]\, [2,+) /, nici para, nici impara,
E(f)=R_, y.. = f(2)=0. 11.a) (=2, +e0)\{*1}; b) (0,10™)U(1, 10).

§5, 5.2. Profilul real. A,. 1. a) S={16}; b) S={l}; c) S={100}; d) Sz{?%}; e) {%} 2. a) S:{3%};

b) S={2v2;242};¢) S= {3 V41, 3*‘/7}3 a) S={-1;2}; b) S={1-v6;1+6}; ¢) S={1}. 4.a) S={1+10-4/500};

mai mare. B, 6. log;6>log,5. 7. x=

b) S:{%}. B.5.2) S=1{2;3}; b) s:{-1%;79}; ©) §={10"10°}. 6.b) S= {‘? i} ) §={373F; 3y,

d) S={-16};¢) S={4}; ) S= {‘F ‘/7} Q) S={t4}; h) S={-1,4}. 8. §={-81;,—1}. 9.5={3}. C.. 11*.2) S=C
2—\/5,2+\/§
5 5 }pentru

pentru a=1, §= {i } pentru ae (0, 1)U (1, +o0); ¢) = pentru ae (-, 0JU {1}, S= {

a =10. Indicatie. Pentru a e (0, 1) U (1, 10) U (10, +oo) rezolvati ecuatia de gradul IT 2x(2-x)=Iga.
§5, 5.3. Profilul real. A,. 1.a) S=(0,1); b) S=[-3,3]; ¢) S=[1;15); d) S =(—4, -7 UW7, 4);

¢) s=[3‘2‘5,1)u(2,3+2‘5]. 2. a) s:(—;,o]u[s,m); b) S= (16 5}; ) S= ( +oo). 3. a) S=0

b) S = [z, 13+~193 “93] 4.5=(,5]. B.6.¢)S= (o, ;)U (3, +e9). 7.b) S =(— o, ;) d) Indicatie. in DVA al inecuatiei

12
6 1 1 1 1 _
w207 7<0. C. 8 85= ( oo, —2)U(—4,0)U(O,4)U(2,+w). 10. S ={0}U[2, 3).

11%. a) Indicatie. Aplicind metoda intervalelor, rezolvati in DVA inecuatia | x+5]|-|x—1| 2 x. 12% a€ (0, 1).

initiale rezolvati inecuatia log

Exercitii si probleme recapitulative
Proﬁlulile umanistic, arte, sport. A. 1. a) 1) x, ——f(2+f) 2) [x,,+e); b) 1) x, —7([4—2) 2) (—oe, x,);
ol)x, = 106 , 2) (x,,400). 2.2) f(1)=500+80¢; b) 18 luni. 3.a) f(x)=20+35x; b) 142,5°C. 4.a) f(x)=23+0,18x;

b) 59°S. B. 5.a) [I,+e); b) (=0, 2)U(3, +%). 6. ) (=0, =3)U (2, +0); b) (=e0, 2); ©) (=1, +e0); d) (5,+oo).

@



Réaspunsuri i indicatii

7.2) t=0,25s;b) t=15s. 8. f(£)=90-7,62t,=11 ore48 min. C. 9. a), c) Al doilea numar mai mare; b), d), ), f) primul

numar mai mare.

Profilul real. A,. 1. a) Al doilea numar mai mare; b), ¢), d), ¢) primul numar mai mare. 2.a) S=J; b) §= {\/5}; c) S=0;
Y21 11 1 B

d) S= { s ) S=G. 3.a) (—, —1); b) [0, 2)U (2, +2); ¢) (=1, +o). Bi. 4. Indicatie. R erR R R, =5Q.

5. f(x)=—§x2 +2x+3. 6. S=[-1;0]U{1}. 7.a)20u.l.;b)24u.l. 8. f(x)z—goo(x 40)* +18.

Test sumativ 1. Profilurile umanistic, arte, sport. 1.<. 2. 017 >1072 3. x€ (—oo, —1)U (6, +<°). 4.b) F. 5.43 de ani,
9 ani.
Profilul real. 1. F. 4. Indicatie. Fie log,(—x)=1. 5. §=(—oo, —1]U|:3 +<>o)U {I}. 6. Indicatie. Fie 6" =¢, t>0.

Modulul 8. Elemente de trigonometrie

, T o 133 > 90° _135° b) 30°. 108°. —360°. 3. b) —3+33.
§ 1. Profilul real. A,. 1.a 19 18" b 3 307 5T 2. a) 60°,90°, —135°; b) 30°, 108°, =360°. 3. b) 4+ 3
c) 5—2\/5; d) 4+£. 4. a) Da; b) da; ¢) nu; d) nu. 5. a) Nu; b) da; ¢) da; d) da. 6. a) sin’a+sing;
i 5 5 5
b) sinacosa(cosax—sine); c¢) —1; d) ctge. B;. 7.a) 1; b) -3; ¢) 73—2\/5. 8. a) 22_1; b) 3+§ 3.
1

9. a) sinazg, tgoc:é ctga—f d) ctga—z sino = i, cosa—g. 10. a) 8 cm, 30°, 60°; b) 2 cm, 30°, 60°.

4)
o s _ R moan 2oy Br g dr ) 20n
11, 45°, 135°. 12 =108 m. 13. . 30. 75 sau .o a) = b) o c) 5o d)

15.a) D(f)=R\{2kr| ke Z}; b) D(f)=IR\{kTﬂ| ke Z}; c) xik%, ke Z. 16. Minus. 17. a) 0; b) Z; c) _Z; d) Z
18. a) Minus; b) minus; ¢) minus. 19. a) Nici para, nici impard; b) pard; ¢) impara. C,. 20.a") [-3, 3]; b*) (=0, —1JU[L, +<0);
) (—oo, —4]U[4, +o).

§2. Profilul real. A,. 2.3) 1;b) £ - ¢)0;d) cos 177 L

e) ﬁ; f) 2(cosax+sinx). 8. a) zsm *20; b) 5(1+c052(x); c) %(1+3c052a). 9. Indicatie. Aplicati relatia
(sinct+cosa)’ =0,6>. 10. Indicagie. Aplicati relatia (tga+ctger)’ =(2,5)°. 11. b) sinaz—?, cosat =3, tga=—2

5 3’
ctgo = —% 12. sin20 = 215 cos2o = % tg2o = % ctg2a = % C,. 15.¢),d) Indicatie. Folositirelatia o« + B +y = 7.

§3. Profilul real. A;. 1.2) S=J; b) S={(- 1)"“7[+7rk\keZ} c) S= { 2n-k‘ke } 2.a)S:{%+ﬂn‘neZ};

3.a)Da;b)nu;c)da;d)da. B,. 4.0. 6. 1. 7.a) sin’o; d) —sin’ o;

b)S={i%+27ﬂc\keZ}; c)S=.3.2) S= {——+ﬂk‘kel} b) S= { arctg25+—\nez} d) S= { < +5nk\kez}.

2w 2mk L 2mn St 2k
. 4. +7+7 22 . R 7+7
B.. 4.a) S= { ‘k Z} d) §= {12 3 5 \neZ}, e) S= { 207 neZ}U{zS ‘k Z}

15
Indicatie. impartiti ambii membri ai ecuatiei la 2 ; ) Indicatie. Impartiti ambii membri ai ecuatiei la 2, apoi aplicati relatia
sin%y-=cos =5 V2 54 - {” 2’3”’ }U{( D T k| ke z} d) §= {—E+—‘ke z}

6.a) S:{-%Jﬁn’k‘ke Z}; ¢) S = {arctg3+ k| ke Z}U{—%Jﬂm‘ne Z}

7.a)S={(—l)" +m\nez} d) 5= { 2 |ne z}u{3g+nk\kez}

8.a)S:{E+7rn‘neZ}U{—f+2n'k‘keZ}U{n’+27rk‘keZ} ¢) Indicatie. 1 =sin” x +cos’ x; d) S = {n’ ﬂ"k‘k Z}

ez



Réaspunsuri i indicatii

i) Indicatie. Impartiti ambii membri ai ecuatiei la V2 , apoi aplicati relatia sin% —cos% 72 9.2) S= {—— -3 0 Z}
sina sinf3 (I+m)-b

—————— . 14. 2arccos
sin® o +sin® 8 2Im

pentru a =0. Indicatie. Pentru a # 0 examinati aparte cazurile A=14+4a2>0 si A=1+4a<0, tindnd cont ca |sinx|<1;

10. a:arctg%. 11. arcsin%. 13. arcsin C,. 16%.a) S= { +27m‘ne }

d) Indicatie. Rezolvati ecuatia sm(g—x) 3a2 ! , tinand cont de conditia S <L
§4. Profilul real. A,. 1.2) S= U(—+27m 4+27rn) b) S= U|: + 27, 27”4-27;71]
c)S=U —2—+27m T iom ;d) S=T; e) S= U =+ 27, 5l+2,m
wez{ 3 3 3 3
7
Hs=U —%+27m, 6+277:n:| g) S= LEJZ(+27m 67r+27m) h) S=R;
) }EJZ( 2 n‘n) j) S= LEJZ( 5+, 6+7m) k) S UZ[ arctg2 + 7, 2+rm),

) S= U( % , ); m) S = U( + 7n, 7t+7rn], n) S= U(6+7rn 7t+7m)

nel neZ

0)S= U(ﬂn, 73r+7m); p) S= LEJz(m’ m —arcctg3+mn); 1) S= U[-7 +27n, 27n];

nelZ

s) §= U(—72r+7m, —arctg3+7m)U(Z+7m, ”+7m).

ne! 2
T T 2m Tm | 2mn mm 3w 7 T 7 T
. = - —-= - == ) S= —— =, = |;
2.8) ”d[ 6t 6+47m] b) §= sz[lf 3°12773 ] 5= U(s 2o+5)’d) Uz( 18" 3 3)

e) S=R. B, 3.a)S= R\{—+2m\nez} b) §= U[nn §+7m] c) S= U(—+2”” ”+2’m).

nelZ

d) Indicatie. Rezolvati inecuatia sin3x < —%; e*) Indicatie. Introduceti necunoscuta auxiliara ¢ =|cosx|; {*) Indicatie.

cos’ x=1-sin’ x. 4. Indicatie. cos2x=2cos’x—1. 5. Indicatie. Scrieti ecuatia astfel: (sinx—sin3x)(sinx+sin3x)+sin’ 2x=0,

apoi transformati in produs expresiile dintre paranteze. C,. 8. S = kUZ(— 7 +hkm, — + km )

Exercitii si probleme recapitulative

Profilul real. A,. 1.2) 2+4‘B; b) %. 2.2)—028; b) 0.68. 3.a)—3; b) 0. 4. 2,4-4/24+3 ~463 m. 5. (20—10~/3) cm.

6. ctg%[, cos%, tg%, sinzTn. 8.2) 2?7[; b) —%; c) 5?” B;. 10.5°; 150°;720°; 1500°. 11. Mai mica decat 1. 12. a) Plus;

b) minus. 13. a) Nici pari, nici impari; b) impara. 14. Indicatie. Utilizati (tga +ctge)’ =m’. a) m’ =2m;

1.2

b) m(m* —2m—1). 15.a) A;b)F. 16. S = {6} 19.-330°. 20. 2 cazuri: 1) arccos(+Jmﬁsuraunghiuluialéturat

27 7%
1 2 V2

bazei, ﬂ—2arccos{2+4] — masura unghiului de la varf; 2) arccos{é—‘tJ — masura unghiului alaturat bazei,

- Zarccos(; —\?] — masura unghiului de la varf. C,. 22*.a) S= {n’ —arcsin 3\2/; arcsin 2\/7 + 277:;1‘ ne Z}U

U{arcsin3£+arccos%f+2Mke z} b) §= {—%Jrzm\nez}. 23*.a)s={%+m\nez}; b)S:{%wnk\kez}.

@



Réaspunsuri i indicatii

Test sumativ. Profilul real. A,. 1.D. 2.F. 3. —0,96; 0,28; —3%; —%. 4. S={2%n|keZ}. 5. xe(j,ﬂ.

541

6. arcsin ]

Modulul 9. Patrulatere. Poligoane. Recapitulare si completari

§ 1. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.44 cm. 2.12 cm. 3.50°,130°. 4.70°, 110°. 5.70°. 6.35°. B. 9.75°,105°.
10.9,6 cm. 11.Nu. 15.20cm. C. 16.24 cm,40cm. 17.56 cm, 84 cm.

§ 1. Profilul real. A,. 1. £LDAE = ZAEB caunghiuri alterne interne. 2. Indicatie. Prin varfurile unghiurilor ascutite con-

struiti drepte paralele cu catetele si veti obtine un dreptunghi. 3. 16. 4.20°. 5. 84/5 cm; 44/5 cm. 6. 8—85 cm. 7.9 cm; 25 cm.

B.. 8. % dm. 9. M 10. Indicatie. Folositi rezolvarea problemei 7 C, p. 46. C,. 11. 2(\/3—\/5) cm. 12. 18 m,

3
15441

12m,36 m,30m. 13.6 cm; 3
se obtin doua triunghiuri congruente. 15. d, +d,. 16.1:6.

§ 2. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1.a) 12 laturi; b) 18 laturi. 2. a) 10 laturi; b) 15 laturi. B. 3.0,5R. C. 6. a\g.

§2. Profilul real. Ay. 1. R=—"2—, r=%ctg%. 2.33m, 4/2m, 6m, 8y2—+2 m, 12¢2-43 m.
2sin

n
B.. 3. M m. C,. 4,246 m.

cm. 14. Indicatie. Daca se construiesc indltimile din varfurile unghiurilor obtuze, atunci

§ 3. Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1. 600cm’. 2. 60cm’. B. 3.124/3 cm®. 4. 60 cm®. 5. 157,5 cm’. 6. 108 cm?.
7.38 cm?. 8.30cm?. C. 9. 144cn?’. 10. 47 cnr’.

2 2
§3. Profilulreal. A 1= 3 5035 cm®. 3. 2 m?, 22 m®. B,. 4. 2021 m*. 5.5m2 6.150cm?. 7. 1243 cm?.

P a™ g
2
8. 183 cm®. 9. “Tf). C, 10.8cm. 11. oo/ =2 wp., lyyy =4 w.p. 12. 321 . 13. 3,6 dm”.

Exercitii §i probleme recapitulative

136v2

5
8.3cm. 9.8cm. 10. 8/5 cm. 11. 24/2 cm. 12. 103 cm. 13.36cm. C. 14.28 cm?. 15.24 cm.

Profilul real. A,. 1. rQR+7). 2.5cm. 3.3:4. B 4.73:70. 5. 3415 cm. 6. 445 cm. 7. 257 cm? 8. (20+24/10) cm.

_ 2 2
9. 24 cm?. 10. azb. 11. 1{“ ;b . 12.30°, 60°. C;. 15. Triunghiurile dreptunghice isoscele cu catetele +/2.+/.

16. Triunghiurile isoscele cu unghiul de la varf .
Test sumativ. Profilurile umanistic, arte, sport. 1. a) A;b) 6 cm?. 3.30 cm, 15421 cm. 4.288 cm?.

3743

4
2
m. 4. %(771: +6+ 3\/5) (u.p.).

Profilurile umanistic, arte, sport. A. 1. J2-1. 2. m. 3. 60°% 120°. B. 4.7,5cm. 5.4:1. 6.150°. 7.12 cm.

Profilul real. 1.

541
— c

cm?. 2. Indicatie. Demonstrati cd aceastd marime este egala cu inaltumea triunghiului. 3. 4 cm,
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