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Cuvânt-înainte
Prezentul manual este elaborat conform curriculumului la matematică pentru liceu, ediţia

2019. Structura şi baza conceptuală ale manualului fac posibilă realizarea prevederilor curricu-
lumului liceal pentru clasa a X-a.

Manualul este structurat pe module. Pentru orientare, la începutul fiecărui modul sunt formu-
late obiectivele prioritare, care pot fi realizate studiind modulul în cauză. Obiectivele marcate cu
asterisc (*) sunt preconizate doar pentru profilul real. Menţionăm că manualul include
compartimente ce ţin de algebră, analiză matematică, geometrie, logică matematică, teoria
mulţimilor, trigonometrie.

Acest manual permite realizarea principiilor constructiv şi formativ, pe care se axează
învăţământul matematic. În acest scop, s-a acordat o atenţie deosebită atât corelării conceptelor
(noţiunilor) din diverse compartimente, cât şi revenirii sistematice la acelaşi concept, dezvălu-
indu-i diferite aspecte. Pentru înţelegerea şi conştientizarea conceptelor, sunt propuse exemple
motivaţionale, exemple de utilizare a acestora în alte domenii, inclusiv în viaţa cotidiană. În
acelaşi scop, la finalul unor module sunt oferite hărţi conceptuale (tabele de sinteză) cu ajutorul
cărora se va realiza o sistematizare a celor studiate, se vor elucida legăturile principale dintre
concepte sau dintre diferite componente ale aceluiaşi concept.

Manualul este astfel structurat, încât să poată fi utilizat la predarea matematicii atât la profilul
real, cât şi la profilurile umanistic, artă şi sport. De reţinut că materialul (textul) marcat în
partea stângă cu o bară verticală este prevăzut pentru profilul real. Pentru profilurile
umanistic, artă şi sport, aceste texte sunt propuse ca extinderi. În plus, în conformitate
cu obiectivele preconizate, exerciţiile şi problemele propuse la sfârşitul fiecărui paragraf (even-
tual, pentru unele secvenţe), precum şi la sfârşitul fiecărui modul, sunt clasificate pe niveluri:

a) profilurile umanistic, artă, sport: A – cunoaştere şi înţelegere, B – aplicare, C – integrare.
b) profilul real: A1 – cunoaştere şi înţelegere, B1 – aplicare, C1 – integrare.
Exerciţiile şi problemele destinate profilurilor umanistic, arte, sport pot fi propuse şi elevilor

de la profilul real.
Unele prevederi sunt destinate să faciliteze organizarea lucrului de sine stătător al elevilor.

Sistemele de exemple motivaţionale, de consolidare şi de utilizare a conceptelor sunt menite să
ajute elevul să înţeleagă aceste concepte, să însuşească atât conceptele noi, cât şi unele aspecte
ale conceptelor deja cunoscute (de exemplu, monotonia şi extremele funcţiei, ecuaţii şi inecuaţii
de noi tipuri ş.a.). Recomandăm, în scopul formării competenţelor respective, să se insiste asupra
examinării exemplelor şi rezolvării exerciţiilor propuse în manual. Exerciţiile şi problemele
recapitulative de la fiecare modul prezintă, de regulă, un nivel mai avansat de integrare intra- şi
interdisciplinară. Rezolvarea acestora, de asemenea, va contribui eficient la formarea competen-
ţelor specifice matematicii.

Manualul le oferă elevilor pasionaţi de matematică posibilităţi pentru a-şi extinde cunoştinţele,
atât prin unele noţiuni teoretice suplimentare, cât şi prin probleme mai complicate, notate cu
asterisc (*) .

Autorii
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1 Numere reale. Recapitulare şi completări

Numere reale.
Recapitulare şi completări31MODULUL

Numerele guvernează lumea.
Pitagora

recunoaşterea elementelor mulţimilor numerice studiate ),,,( RQZN  şi scrierea numerelor reale sub diverse forme;
utilizarea terminologiei aferente noţiunii de număr;
trecerea de la o formă de scriere a numerelor reale la alta;
reprezentarea geometrică a numerelor reale;
efectuarea operaţiilor studiate cu numere reale;
aplicarea proprietăţilor operaţiilor cu numere reale pentru simplificarea calculelor;
compararea numerelor reale prin metode diverse;
aproximarea prin lipsă sau prin adaos a numerelor reale cu eroarea dată;
utilizarea modulului numărului real şi a proprietăţilor modulului în contexte variate;
utilizarea proporţiilor, procentelor în diverse contexte.

Obiective

§1 Numere raţionale, iraţionale, reale
Ştiinţa, tehnica au avut nevoie de o cale lungă de evoluţie până la apariţia computerului şi

a internetului ca mijloc de comunicare. La fel, omenirea a parcurs multe trepte de ascendenţă
până la apariţia noţiunii de număr. Diferite civilizaţii, culturi (babiloniană, egipteană, chineză,

cea de pe Valea Indului...) au mers pe căi diferite. În Antichitate au apărut
simbolurile romane: I, II, III, IV, V, X, L, C, M, ,, MV  iar apoi au intrat în uz
(inclusiv la hinduşi) cifrele arabe 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Este cunoscută corelaţia dintre cifrele arabe şi cele romane:

Sistemul bazat pe simbolurile romane nu era comod pentru efectuarea calculelor (cifra 0 nu se
conţine în acest sistem). Sistemul bazat pe cifrele arabe a apărut în Europa acum 1500 de ani.

Dezvoltarea conceptului de număr totdeauna a fost corelată cu efectuarea operaţiilor
aritmetice între numere şi a permis evidenţierea unor proprietăţi calitative ale acestora.

Amintim mulţimile de numere studiate anterior:
• ,...},...,2,1,0{ n=N  – mulţimea numerelor naturale,
• ,...}2,1,0,1,2,3{..., −−−=Z  – mulţimea numerelor întregi,

•
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ≠∈= 0,,| nnm

n
m ZQ  – mulţimea numerelor raţionale,

• I – mulţimea numerelor iraţionale (numere care nu sunt raţionale),
• IUQR =  – mulţimea numerelor reale.

Dacă K este una dintre mulţimile de mai sus, atunci prin −+
∗ KKK ,, se notează, respectiv,

mulţimea numerelor nenule, mulţimea numerelor nenegative, mulţimea numerelor nepozitive
din mulţimea numerică K.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

I II III IV V VI VII VIII IX

 Din istorie
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a) ;023,0
1000

23 = b) );3(,0...33,0
3
1 ==      c) );13(1,2

495
1046 =      d) ;

1000
23

023,0 =

e) ;
3
1

9
3

)3(,0 == f) .
495

1046
495
56

2
990
112

2
990

1113
2)13(1,02)13(1,2 =+=+=−+=+=

Mulţimile numerice studiate N, Z, Q permit rezolvarea unui şir de probleme. Există însă
situaţii care nu pot fi depăşite utilizând doar aceste mulţimi numerice.

Să se determine lungimea diagonalei unui dreptunghi cu laturile de lungimile 1 cm şi 2 cm.
Rezolvare:
Fie a lungimea diagonalei dreptunghiului. Atunci, conform teoremei lui Pitagora,

.521 222 =+=a  Încercăm să rezolvăm problema în mulţimea numerelor raţionale. Fie

Q∈= n
ma  o fracţie ireductibilă. Atunci ,5

2

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
n
m  de unde rezultă că 22 5nm =  şi ,52 Mm

adică 5Mm  şi .,5 N∈= ttm  După substituţie în 22 5nm = , obţinem ⇔= 22 525 nt ,5 22 nt =
adică ,5Mn  de unde rezultă că fracţia n

m  este reductibilă cu 5, contrar presupunerii. Contra-
dicţia obţinută demonstrează că problema formulată nu are soluţie în mulţimea Q.

Astfel, lungimea diagonalei trebuie să fie un număr (neraţional) al cărui pătrat este 5,
deci care poate fi scris sub forma .5

Pentru a scrie numărul 5  ca număr zecimal, vom calcula valorile lui aproximative,
folosind aproximările zecimale prin lipsă şi aproximările zecimale prin adaos. Deoarece

,352 22 <<  rezultă că .352 <<  Numerele 2 şi 3 sunt aproximările zecimale prin lipsă şi,
respectiv, prin adaos, cu o eroare mai mică decât 1 (sau cu o unitate) ale numărului 5 .
Divizăm intervalul ]3,2[  în 10 părţi egale şi alegem numerele 2,2 şi 2,3, care satisfac inegalitatea
dublă .)3,2(5)2,2( 22 <<  Numerele 2,2 şi 2,3 sunt aproximările zecimale prin lipsă şi, respectiv,
prin adaos, cu o eroare mai mică decât 110−  (sau cu o zecime) ale numărului 5 .  În mod
analog se determină aproximările zecimale 2,23 şi 2,24 prin lipsă şi, respectiv, prin adaos, cu
o eroare mai mică decât 210−  (sau cu o sutime) ale numărului 5 . Acest procedeu poate fi
continuat la infinit, deoarece pătratul niciunuia din numerele obţinute nu va fi egal cu 5. (S-a
demonstrat că 5  nu este număr raţional.) Numărul zecimal obţinut 2,23... are un număr
infinit de zecimale şi nu este (din acelaşi motiv) nici număr zecimal periodic.

Cunoaştem că numerele care pot fi reprezentate ca numere zecimale neperiodice cu un
număr infinit de zecimale se numesc numere iraţionale. De exemplu, numerele ,7,2  π
= 3,1415... (π este valoarea raportului dintre lungimea cercului şi diametrul lui) sunt numere
iraţionale.

Ne amintim că reuniunea mulţimii numerelor raţionale (Q) cu mulţimea numerelor iraţionale
(I) formează mulţimea numerelor reale, care se notează cu R. Prin urmare, R este mulţimea
tuturor numerelor care pot fi scrise ca numere zecimale cu un număr finit de zecimale, ca
numere zecimale periodice sau ca numere zecimale neperiodice cu un număr infinit de zecimale.

Între mulţimile numerice studiate au loc relaţiile: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R; I ⊂ R; R = Q N I.
În general, numerele zecimale nα  şi nα′  cu n cifre după virgulă se numesc aproximări

zecimale prin lipsă şi, respectiv, aproximări zecimale prin adaos, cu o eroare mai mică
decât n−10  ale numărului iraţional α, dacă:  ′<< nn ααα  şi  .,10 N∈=−′ − nn

nn αα

Exemple

Problemă

Un număr raţional poate fi reprezentat:
1. sub formă de fracţie ,

n
m  unde ;, ∗∈∈ NZ nm

2. ca fracţie zecimală (finită sau infinită periodică).
Procedeul de trecere de la o formă la alta este reprezentat prin exemplele:
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Să se compare:   a) 53  cu ;35         b) 3 cu .56 −
Rezolvare:
a) ;455953 =⋅=  .7532535 =⋅=
Deoarece 45 < 75, rezultă că .7545 <  Deci, .3553 <

b) .53)56(3 +−=−−  Aşa cum 53 +−  este negativ ),35( <  obţinem: .563 −<

Exerciţiu
rezolvat

Astfel, fiecărui număr iraţional α  sau fiecărei fracţii zecimale periodice i se asociază
două șiruri infinite de numere zecimale (raţionale) ,,)(,)( 00 N∈′ ≥≥ nnnnn αα  care satisfac
proprietăţile  şi .

Pentru comoditate şi uniformitate, convenim să examinăm şi şiruri similare de aproximări
zecimale ale numărului raţional α, considerând că ,ααα =′= nn  începând cu un oarecare
indice .kn  De exemplu, pentru ,719,2=α  elementele acestor şiruri sunt:

;72,2,71,2;8,2,7,2;3,2 221100 =′==′==′= αααααα
).3(...719,2 4433 ==′===′==′== knn nααααααα

Aceste şiruri se folosesc pentru a defini operaţii cu numere reale.

§2 Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor.
Compararea numerelor reale

Oricărui număr real a îi corespunde un unic punct M pe axa numerelor Ox, astfel încât
|:| aOM =  dacă ,0>a  atunci punctul M aparţine semiaxei pozitive; dacă a < 0, atunci M

aparţine semiaxei negative, iar dacă ,0=a  atunci M coincide cu punctul O. Respectiv, fiind
dat un punct M de pe axa Ox, lui îi va corespunde un număr a cu |,||| aOM =  respectând
regula semnului. Numărul a se numeşte coordonata punctului M. Folosind această
corespondenţă, numerele reale pot fi reprezentate geometric. Din acest motiv, e comod să
notăm punctul de pe axă chiar cu numărul în cauză.

În funcţie de forma în care sunt reprezentate numerele reale, se aplică diferite modalităţi
de comparare a acestora.

1. Dintre două numere reale reprezentate pe axa numerelor, este mai mare numărul
situat la dreapta (spre sensul pozitiv) celuilalt.

2. Orice număr pozitiv este mai mare decât orice număr negativ (indiferent de
reprezentarea lor).

3. Dintre două numere negative este mai mare numărul al cărui modul este mai
mic.

4. Fie ambele numere pozitive.
a) Dacă ambele numere sunt prezentate ca fracţii ordinare cu acelaşi numitor, atunci

este mai mare numărul al cărui numărător este mai mare.
b) Dacă ele sunt prezentate ca fracţii zecimale, atunci se compară cifrele ce ocupă

acelaşi loc faţă de virgulă: este mai mare numărul al cărui primă cifră necoincidentă
de la stânga este mai mare (cifrele la stânga de prima semnificativă se consideră 0).
(12,97 > 9,99 = 09,99; 2,193 > 2,183)

5. Dacă ambele numere se reprezintă ca valori ale unei funcţii, atunci se aplică (pentru
comparare) proprietăţile de monotonie ale acestei funcţii.

6. Dacă numerele sunt scrise în formă mixtă, atunci se face o presupunere (de exemplu,
a > b) şi se aplică proprietăţile inegalităţilor până se obţine o inegalitate echivalentă, dar
evidentă sau se estimează semnul diferenţei lor.

7. În cazuri mai complicate se recurge la determinarea valorilor aproximative ale numerelor.

 Ne amintim

x1 x2O

x1 x2O

x1 x2 O
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§3 Operaţii aritmetice cu numere reale
Fie şirurile 00 )(,)( ≥≥ nnnn βα  şi ,,)(,)( 00 N∈′′ ≥≥ nnnnn βα  aproximări zecimale prin lipsă şi

respectiv prin adaos ale numerelor reale α şi β.
Suma numerelor reale α şi β este numărul real γ = α + β, care satisface inegalităţile duble

,nnnn βαγβα ′+′≤≤+  .N∈n

Diferenţa numerelor reale α şi β este numărul real δ = α – β, care satisface inegalităţile
duble ,nnnn βαδβα −′≤≤′−  pentru orice .N∈n

Produsul numerelor reale pozitive α şi β este numărul real pozitiv ,βαη ⋅= care satisface
inegalităţile duble ,nnnn βαηβα ′⋅′≤≤⋅  pentru orice .N∈n

Câtul numerelor reale pozitive α şi ,0, ≠ββ  este numărul real pozitiv ,β
αµ =  care

satisface inegalităţile duble ,
n

n

n

n

β
αµβ

α ′
≤≤′  pentru orice ,N∈n  începând cu acel n pentru

care aproximările zecimale ′
nn ββ ,  sunt nenule.

Pentru a calcula produsul (câtul) a două numere reale arbitrare, se calculează produsul
(câtul) modulelor, iar semnul rezultatului se determină în conformitate cu regula de calcul a
semnului produsului (respectiv a câtului) numerelor reale.

Suma, diferenţa, produsul şi câtul (cu împărţitor nenul) oricăror două numere reale există
şi sunt unic determinate.

Ce se înţelege prin numărul ?52 ⋅=t

Rezolvare:
Deoarece ,221 <<  ,5,124,1 <<  ,42,1241,1 <<  ... şi ,352 <<  ,3,252,2 <<

...,23,2522,2 <<  rezultă că t este numărul care satisface inegalităţile duble:
;3221 ⋅<<⋅ t   ;3,25,12,24,1 ⋅<<⋅ t   ...;23,242,122,241,1 ⋅<<⋅ t  deci

;62 << t   ;45,308,3 << t   ...;31,313,3 << t

Folosind reprezentarea numerelor raţionale sub forma ,,, ∗∈∈ NZ bab
a  imediat obţinem

că suma, diferenţa, produsul, câtul (cu împărţitor nenul) a două numere raţionale vor fi, de
asemenea, numere raţionale. Din acest motiv, suma, diferenţa, produsul, câtul unui număr
iraţional şi a unui număr raţional nenul va fi un număr iraţional. Într-adevăr, dacă, de exemplu,
în egalitatea ,cba =+  unde a – raţional, b – iraţional, ar fi şi c – raţional, atunci din acb −=
am obţine că şi b trebuie să fie raţional. Contradicţia ne confirmă cele spuse.

Dimpotrivă, suma, diferenţa, produsul, câtul a două numere iraţionale pot fi numere raţionale.
De exemplu, ,32,32 I∈−+  însă .)32()32(,)32(32 ZZ ∈−⋅+∈−++

Exerciţiu
rezolvat

1. Să se arate că 3253)3323( −+++=a  este număr raţional.
Rezolvare:

3253)342(3253)3323( =−++=−+++=a

.17512325)3(432 2 Q∈=+=−++=

2. Să se determine dacă 
1053
2611

−
−=a  este un număr raţional.

Rezolvare:

)23(5
)23(

)23(5
)2(2323

5253
2269

1053
2611 222

=
−

−
=

−
+⋅−

=
⋅−
+−=

−
−=a

.\5
5

5
1

)23(5
23

)23(5
|23|

QR∈==
−

−=
−

−=

Prin urmare, a nu este un număr raţional.

Exerciţiu
rezolvat



8

M
O

D
U

LU
L

1 Numere reale. Recapitulare şi completări

eorema 1 (proprietăţi ale modulului numărului real)
Pentru orice R∈ba, , avem:

1° ,,0|| R∈∀≥ aa  și ;00|| =⇔= aa

2° |;||| aa −=
3° ;|| aa ≥
4° ;|||| 222 aaa ==
5° ;,|||| *N∈= naa nn

6° |;||||| baba ⋅=⋅

7° ;0,
||
|| ≠= b

b
a

b
a

8° ;|| axaax ≤≤−⇔≤

9° |;||||| baba +≤+

10° .|||||| baba −≥−

Amintim că pentru orice R∈x  este adevărată egalitatea ||2 xx =  , utilă pentru

efectuarea diverselor transformări. De exemplu, proprietatea cunoscută ⋅= baab ,

+∈Rba, , se va scrie |||| baab ⋅=  pentru ., −∈Rba
A nu se confunda cu .,)( 2

+∈= Rxxx

În practică, de regulă, pentru a estima suma, diferenţa, produsul sau câtul numerelor
reale, se folosesc aproximările zecimale ale numerelor reale.

Proprietăţi ale operaţiilor de adunare şi înmulţire cu numere reale
Pentru orice numere reale x, y, z au loc egalităţile:
1°  xyyxxyyx ⋅=⋅+=+ ;  (comutativitatea);
2°  )()();()( zyxzyxzyxzyx ⋅⋅=⋅⋅++=++  (asociativitatea);
3°  xxxx =⋅=+ 1;0  (existenţa elementului neutru);
4°  0)( =−+ xx  (existenţa elementului opus);

 0,1
11 ≠=⋅=⋅ − x
x

xxx  (existenţa elementului invers);

5°  zxyxzyxzxyxzyx ⋅−⋅=−⋅⋅+⋅=+⋅ )(;)(  (distributivitatea);

6°  baba >⇒>> 0  și ., N∈> nba nn

 Ne amintim

§4 Proporţii. Procente
Noţiunea de proporţie e o reflectare a legilor naturii. E ușor de înţeles că dacă umbra

(solară a) unei persoane e de 10 ori mai mică decât umbra unui stâlp vertical, atunci și
înălţimea acestei persoane e de 10 ori mai mică decât înălţimea stâlpului. La fel, dacă un
agricultor recoltează de 1,5 ori mai multe lăzi cu mere decât alt agricultor, atunci și remunerarea
lui trebuie să fie de 1,5 ori mai mare decât remunerarea celuilalt agricultor.

În fiecare dintre situaţiile descrise participă 4 mărimi.

Se numește proporţie egalitatea a două rapoarte: .,,,, ∗∈∈= RR dbca
d
c

b
a

Numerele a și d se numesc termeni extremi, iar b și c – termeni mezi ai proporţiei.

efiniţie

Proprietatea fundamentală a proporţiei

Produsul extremilor este egal cu produsul mezilor: .cbda ⋅=⋅

 Reţineţi!

Modulul numărului real a este numărul 
⎩
⎨
⎧

<−
≥=

.0dacă,
0dacă,

||
aa

aa
a

Ca și pentru numerele raţionale, se poate demonstra
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Exemplu
rezolvat

Pentru vopsirea pe exterior a unei case se face un amestec de vopsea de 2 culori: albă şi
galbenă. Raportul cantităţilor de vopsea (albă şi galbenă) este de 3 : 4. Ce cantitate de
vopsea de fiecare culoare trebuie procurată, dacă pentru toată casa este nevoie de 49 kg
de amestec.
Rezolvare:
Notăm cu x cantitatea necesară de vopsea albă, atunci cantitatea de vopsea galbenă va

fi 49 – x.
Conform condiţiei, trebuie sa fie adevarată proporţia ,

494
3

x
x
−=  adică xx 4)49(3 =−⋅

sau ,4937 ⋅=x  de unde 21=x  kg.
Astfel, trebuie procurate 21 kg de vopsea albă şi 28 kg de vopsea galbenă.
Răspuns: 21 kg de vopsea albă; 28 kg de vopsea galbenă.

Problemă
rezolvată

Adi instalează 1 m2 de pavaj mozaic în 2 ore, iar Ion – în 3 ore. În cât timp ei vor instala
1 m2 de pavaj lucrând impreună?
Rezolvare:
Cu ajutorul proporţiilor determinăm volumul de lucru efectuat de fiecare lucrător în acelaşi

interval de timp: e comod pentru rezolvare să selectăm numărul 6 – cel mai mic multiplu
comun al numerelor 2 şi 3. Deci, în 6 ore Adi va instala 3 m2 de pavaj, iar Ion – 2 m2. Astfel,
lucrând împreună ei vor instala 5 m2 de pavaj în 6 ore. Astfel 1 m2 de pavaj ei îl vor instala
în 

5
6  ore, sau în 1 oră şi 12 min.
Răspuns: În 1 oră şi 12 min.

 Ne amintim

Rapoarte de anumit gen se utilizează în domeniile financiar-bancar, antreprenoriat, în
viaţa de zi cu zi etc.

 Ne amintim Un procent este a suta parte dintr-o mărime iniţială (de bază) G. Pentru a calcula numărul T,
care constituie p % dintr-un număr G, aplicăm proporţia 

pT
G 100=  şi obţinem formula

pGT ⋅=
100

 .

Probleme
rezolvate

1. Din cei 10000 de clienţi ai unei bănci, 10 % au perfectat depozite pe un termen mai
mare de un an. Câţi clienţi de acest fel are banca?
Rezolvare:
Mărimea de bază G = 10000, numărul de procente p = 10, deci

 100010
100

10000 =⋅=T  (clienţi).

Răspuns: 1000 de clienţi au perfectate contracte pe un termen mai mare de un an.

Pornind de la proporţia 
d
c

b
a = , se obţin o serie de alte proporţii, numite proporţii derivate,

efectuând diverse operaţii:

• inversarea rapoartelor: 
c
d

a
b =  (dacă );0, ≠ca

• schimbarea cu locul a extremilor, respectiv a mezilor: ;,
d
b

c
a

a
c

b
d ==

• adunarea la ambele părţi ale egalităţii a unuia şi aceluiaşi număr:

.
d
kdc

b
kba

k
d
c

k
b
a +=+⇒+=+

În particular, pentru k = 1 obţinem ,
d

dc
b

ba +=+  iar pentru k = –1 obţinem .
d

dc
b

ba −=−
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1. Aceste probleme pot fi rezolvate (respectiv, aceste formule pot fi memorate) utilizând
schema: G .......... 100 %

T .......... p %,
care exprimă faptul că mărimile T şi p sunt direct proporţionale cu numărul de procente

pe care îl reprezintă mărimea de bază G, adică este adevărată proporţia .
100

pT
G =  Din

egalitatea 100⋅=⋅ TpG  se determină una din mărimi, fiind cunoscute celelalte.

2. Vorbind despre procente, neapărat trebuie să fie clar care este mărimea de bază.
Uneori se face greşeală adunând procentele care se referă la diferite mărimi de bază.

Exemplu
rezolvat

Cu ocazia sărbătorilor, preţul unui telefon a fost micşorat de 2 ori: prima dată cu 10 %, iar
apoi cu 5 %. Cu câte procente este mai mic preţul final faţă de preţul iniţial?
Rezolvare:
15 % nu este răspunsul corect. Iată argumentul. Fie preţul iniţial al telefonului a u.m.

După prima reducere, preţul a1 se determină din relaţia: 
%.90...
%100...

1a
a  Deci, .9,01 aa =

Preţul a2, după a doua reducere, se determină din relaţia: 
%.95
%1009,0

2 −
−

a
a

Deci, a
aa

a 855,0
20

1,17
100

959,0
2 ==⋅=  – preţul telefonului după a doua reducere. Numărul

de procente p, care constituie acest preţ din cel iniţial, se determina din relaţia:

Astfel, %.5,85
%100

20
1,17

% =
⋅

=
a

a

p  Deci, preţul final e mai mic decât cel iniţial cu 14,5%.

Răspuns: Cu 14,5%.

Procentele au o aplicare largă şi în domeniul financiar.

 Reţineţi!

• Pentru a afla numărul de procente p pe care îl constituie numărul T din mărimea de bază
G, aplicăm formula:

%100% ⋅= G
Tp  .

2. Din cele 800 de case dintr-o localitate, 560 sunt conectate la reţeaua de internet. Câte
procente din totalul de case nu sunt conectate la internet?
Rezolvare:
Avem G = 800, T = 800 – 560 = 240.

Prin urmare, %.30%100
10
3

%100
800
240

% =⋅=⋅=p

Răspuns: 30 %.

• Pentru a determina un număr necunoscut (mărimea iniţială) G, dacă se cunoaşte că un
număr dat T constituie p % din G, aplicăm formula:

100⋅= p
TG  .

%....
20

1,17
%100...

p
a

a
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Exerciţii şi probleme propuse 

1. Să se scrie ca număr zecimal:
a) ;

4
3 b) ;

15
4 c) ;

5
3 d) ;

8
1 e) ;

25
2 f) ;

125
1 g) ;

6
1 h) .

9
1

2. Să se scrie sub formă de fracţie numărul:
a) 0,(13); b) 2,(5); c) 1,(2); d) 0,(23); e) 1,2(7); f) 0,2(73).

A
Profilurile umanistic, arte, sport

13.  Lucraţi în perechi!  Să se compare:

a) 6411+  cu ;756 +               b) 3819 +  cu .5614 +

14. Să se determine valoarea lui x din dreptunghiul alăturat.

15.  Investigaţi!  Va fi produsul ba ⋅  un număr raţional, dacă:
a) numerele a şi b sunt raţionale;           b) numerele a şi b sunt iraţionale;
c) un număr este raţional nenul, iar celălalt – iraţional?

16. Relaţia dintre puterea P, intensitatea curentului I şi rezistenţa R într-un circuit electric este: .2 RIP ⋅=  Care va fi
intensitatea curentului, dacă se conectează o sursă de puterea 1200W cu rezistenţa de ?500 Ω

17. Fie .
5
3=

y
x  Să se calculeze .

5

32

y

yx +

18. Să se calculeze ,6)( 2 adbc −  dacă 
d
c

b
a =  şi .8=⋅ da

19. Preţul unui obiect este de 400 de lei. Să se calculeze preţul nou dacă ecesta:    a) creşte cu 20 %;          b) scade cu 20 %.

20. O persoană deţine un depozit la o bancă cu rata anuală a dobânzii de 6 %. Care va fi suma acumulată peste
2 ani, dacă cea iniţială constituie 5000 u.m. şi dobânda acumulată după un an se adaugă la suma iniţială.

B

11. Să se rezolve în R  inecuaţia:   a) ;632 +< xx b) .2723 −>− xx
12. Temperatura apei în ocean, la suprafaţă, este de 14°C, iar la adâncimea de 44 m –

de 2°C. Considerând că temperatura t a apei scade proporţional cu adâncimea h
(t = –ah + b, a > 0), să se determine temperatura la adâncimea de:
a) 22 m;                b) 15 m.

3.  Lucraţi în perechi!  Să se determine dacă este un
număr raţional valoarea expresiei numerice:

a) ;32 + b) ;
3

48

c) );128)(32( −+ d) .62
23

23 −
−
+

4. Să se scrie în casetă un număr, astfel încât propoziţia
obţinută să fie adevărată.

„ =
2
64  .”

5. Să se scrie în casetă unul dintre semnele <, > sau =, astfel
încât propoziţia obţinută să fie adevărată.

 „ 
9
64   .

2
3 ”

6.  Investigaţi!  Să se decidă dacă pentru orice x din
mulţimea indicată este adevărată egalitatea:
a) ;,1

||
R∈= x

x
x b) ;|,| −∈−= Rxxx

c) .,0|)||)(|( R∈=+− xxxxx

7. Fie proporţia .
5

35 y

x
=  Să se calculeze .

3
4

2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −xy

8. Pot fi numerele 4, 6, 10, 15 termeni ai unei proporţii?
Argumentaţi.

9. Să se calculeze 90 % din 120.
10. Sfecla de zahăr conţine 16 %

de zahăr. De câte kilograme
de sfeclă este nevoie pentru
a obţine 100 kg de zahăr?

x x

x

6
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x

x

x
x 9

9

21. Să se determine valoarea lui x din desen, dacă aria porţiunii colorate reprezintă 60 %
din aria pătratului.

22. Să se arate că ,11
ba >  dacă .0>> ab

C

Test sumativ
    Timp efectiv  de lucru:45 de minuteProfilurile umanistic, arte, sport

În itemii 1, 2 indicaţi litera care corespunde variantei corecte.

1. Mulţimea numerelor reale x pentru care se verifică inegalitatea |||| xx −≤  este
A  +R .          B  *

−R .          C  R.          D  *R .

2. Suma oricăror două numere iraţionale
A   este un număr raţional.
B   este un număr iraţional.
C  nu se poate determina dacă este un număr raţional sau iraţional.
D   este un număr întreg.

3. Scrieţi în casetă unul dintre semnele <, >, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată.

„ 35   .54 ”
Argumentaţi!

4. Verificaţi dacă este adevărată propoziţia: .
3
2

2623

812 =
+−

−

5. Care este preţul final al unui obiect dacă iniţial acesta costa 200 de lei, apoi preţul a fost scăzut cu 20 %, după care, din
nou, a mai fost scăzut cu 20 %?

6. Umbra unui copac este de 3 ori mai scurtă decât înălţimea lui. În aceleaşi condiţii, umbra unui pilon are lungimea de 6 m.
Care este înălţimea pilonului?

24. Parlamentul Republicii Moldova este format din 101 membri. Câte locuri îi revin unei coaliţii, dacă ea a acumulat
aproximativ 5

2  din voturile participanţilor la scrutin?

25. Să se calculeze 25 % din numărul ce constituie 40 % din 120.
26. Preţul unui obiect este de 300 de lei. Care este preţul final dacă la început acesta creşte cu 20 %, apoi, după o perioadă,

scade cu 20 %?

23.  Investigaţi!  Trei magazine oferă reduceri
pentru acelaşi centru muzical:
a) preţul este de 99 u.m. şi se oferă o reducere de 25 % din preţ;

b) preţul este de 111 u.m. şi se oferă o reducere de 3
1  din preţ;

c) preţul este de 125 u.m. şi se oferă o reducere de 50 u.m.
Care va fi cel mai mic preţ final?

27*. Să se dea un exemplu de număr iraţional situat între 0,62711 şi 0,62712.

28. Să se determine a, b, c dacă 
9115
cba ==  şi .75=++ cba

29.  Lucraţi în grup! Proiect: Numerele guvernează lumea.

REDUCERI
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2Elemente de logică matematică şi de teoria mulţimilorElemente de logică
matematică şi de teoria

mulţimilor
32MODULUL

*recunoaşterea şi utilizarea în diverse contexte a noţiunilor: propoziţie, valoare de adevăr,
cuantificator, teoremă, ipoteză, concluzie, teoremă directă, teoremă reciprocă, axiomă,
condiţii necesare, condiţii suficiente, condiţii necesare și suficiente;
investigarea valorii de adevăr a unei propoziţii cu ajutorul exemplelor, contraexemplelor,
proprietăţilor operaţiilor;
folosirea în diverse contexte a terminologiei aferente teoriei mulţimilor;
aplicarea relaţiilor de incluziune şi egalitate între mulţimi, a relaţiei de apartenenţă a elementelor unei mulţimi;
efectuarea operaţiilor cu mulţimi; reprezentarea analitică, sintetică, geometrică a rezultatelor obţinute;
*folosirea în diverse contexte a proprietăţilor de bază ale operaţiilor cu mulţimi;
*aplicarea terminologiei aferente inducţiei matematice în situaţii reale şi/sau modelate;
*aplicarea metodei inducţiei matematice la demonstraţia identităţilor numerice, la demonstraţia unor propoziţii.

Obiective

§1 Mulţimi

Mă îndoiesc, deci cuget; cuget, deci exist.
René Descartes

O mulţime poate fi definită în următoarele moduri:
1) prin enumerarea (numirea) elementelor mulţimii (modul sintetic);
2) prin enunţarea unei proprietăţi caracteristice a elementelor mulţimii

(modul analitic) (exerciţiul rezolvat ce urmează);
3) cu ajutorul unei diagrame Euler-Venn (fig. 2.1).

1.1. Noţiunea de mulţime

 Ne amintim

Numărul de elemente ale unei mulţimi finite M se numeşte
cardinalul acestei mulţimi şi se notează cu |||||M||||| sau card M.
Mulţimea care nu are niciun element se numeşte mulţime
vidă şi se notează cu ∅∅∅∅∅; card∅ = 0.

Există noţiuni şi relaţii matematice care nu pot fi descrise prin
reducerea lor la alte noţiuni. Printre acestea sunt noţiunile mulţime,
element al unei mulţimi (relaţia de apartenenţă). Aceste noţiuni
se exemplifică, se tălmăcesc.

Astfel, o mulţime este o colecţie (totalitate) de obiecte
oarecare, bine determinate şi distincte numite elementele mul-
ţimii. De regulă, mulţimile se notează cu majusculele alfabetului
latin, iar elementele lor – cu minusculele acestui alfabet.

Mulţimea care conţine un număr finit de elemente se numeşte
finită. În caz contrar, mulţimea se numeşte infinită.

 Reţineţi!

René Descartes
(1596–1650) –

matematician francez
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Să se enumere elementele mulţimilor (definite cu ajutorul unei proprietăţi caracteristice a
elementelor):

},0132{ 2 =++∈= xxxA R  },0132{ 2 =++∈= xxxB Z  xxC <∈= 2{ N  şi }.1<x
Rezolvare:
Rezolvăm ecuaţia 0132 2 =++ xx  şi obţinem: }.1{,

2
1

,1 −=
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −−= BA  Mulţimea C nu

conţine niciun element, adică C = ∅.

Exerciţiu
rezolvat

1.2. Submulţimi, mulţimi egale

Mulţimea A se numeşte submulţime a mulţimii B dacă orice element al mulţimii A
este element şi al mulţimii B.

efiniţie

Se notează: .BA ⊆
Relaţia A ⊆ B se numeşte relaţie de incluziune şi se citeşte „A este inclusă în B” sau „A

este submulţime a mulţimii B”.

Mulţimile A şi B se numesc egale dacă BA ⊆  şi .AB ⊆efiniţie

Se notează: A = B.
Mulţimile egale conţin aceleaşi elemente.

Exemple 1. Mulţimile }034{şi}3,1{ 2 =+−∈== xxxBA R  sunt egale, deoarece A ⊆ B şi B ⊆ A.

2. Mulţimile }71{şi}7,1,3,2{ ≤≤∈== xxBA N  nu sunt egale, deoarece B nu este
o submulţime a mulţimii ).6,6( ABA ∉∈

Dacă },,,o{ aA ∆=  atunci: card A = 3;
B(A) = {∅, {o}, {∆}, {a}, {o, ∆}, {o, a}, {∆, a}, {o, ∆, a}}; .82)(card 3 ==AB

Mulţimea submulţimilor mulţimii A se numeşte booleanul mulţimii A şi se notează cu
B(A). Booleanul mulţimii A este o mulţime nevidă (chiar dacă A este mulţime vidă), deoarece
mulţimii B(A) îi aparţin cel puţin mulţimea A şi mulţimea ∅.

Dacă mulţimea A conţine n elemente, ,N∈n  atunci mulţimea )(AB  conţine n2
elemente.

eorema 1

,2)(card nA =B   dacă .card nA =

Exemplu

1.3. Operaţii cu mulţimi

 Reuniunea mulţimilor

Se numeşte reuniunea a două mulţimi A şi B mulţimea care constă din toate elementele
ce aparţin cel puţin uneia dintre mulţimile A sau B.

Reuniunea mulţimilor A şi B se notează BAU  şi se citeşte „A reunită cu B”.
Prin urmare, }sau{ BxAxxBA ∈∈=U  (fig. 2.1 a) – porţiunea haşurată).

efiniţie

 Reţineţi!

 Ne amintim
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 Intersecţia mulţimilor

Se numeşte intersecţia a două mulţimi A şi B mulţimea care constă din toate elementele
ce aparţin şi lui A, şi lui B.

Intersecţia mulţimilor A şi B se notează BAI  şi se citeşte „A intersectat cu B”.
Deci, }şi{ BxAxxBA ∈∈=I  (fig. 2.1 b) – porţiunea haşurată).
Mulţimile A şi B se numesc disjuncte dacă ,∅=BAI  adică dacă nu au niciun element

comun.

efiniţie

 Diferenţa a două mulţimi

Se numeşte diferenţa mulţimilor A şi B (în această ordine) mulţimea care constă din
toate elementele ce aparţin mulţimii A şi nu aparţin mulţimii B.

Diferenţa mulţimilor A şi B se notează cu A \ B sau A – B şi se citeşte „A minus B”.
Aşadar, AxxBA ∈= {\  şi }Bx∉  (fig. 2.1 c) – porţiunea haşurată).

efiniţie

Fig. 2.1

Dacă ,MA ⊆  atunci AM \  se numeşte complementara în M a submulţimii A şi se
notează ACM  (fig. 2.1 d)

 Produs cartezian

Se numeşte produs cartezian a două mulţimi nevide A şi B mulţimea perechilor
ordonate .,),,( ByAxyx ∈∈

Produsul cartezian al mulţimilor A şi B se notează cu A ××××× B şi se citeşte „A ori B”.

Deci, }.,),({ ByAxyxBA ∈∈=×

efiniţie

Exemple 1.  Dacă A = {1, 2}, B = {a, b, c}, atunci }.,,{\,},,,,2,1{ cbaABBAcbaBA =∅== IU

A × B = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c)}, iar
B × A = {(a, 1), (b, 1), (c, 1), (a, 2), (b, 2), (c, 2)}.

 Proprietăţi ale operaţiilor cu mulţimi

Operaţiile cu mulţimi posedă un şir de proprietăţi, unele dintre ele fiind similare cu proprietăţile
operaţiilor de adunare şi înmulţire cu numerele reale.

2.  Produsul cartezian R × R joacă un rol important în matematică,
fizică şi în alte domenii. Perechile de coordonate ale punctelor dintr-un
sistem de axe ortogonale reprezintă, de fapt, elemente ale produsului
cartezian R × R (vezi imaginea).

3.  Produsul cartezian al mulţimilor ]3,0[],2,1[ 21 == MM  reprezintă
geometric punctele dreptunghiului cu vârfurile în punctele ),0,1(=A

).2,0(),3,2(),3,1( === DCB

În caz general ABBA ×≠×  (vezi exemplul 1).

     a)                                                    b)                                                    c)                                                    d)

A
B

A \ B

A

B

BAU

A

B

BAI A

CMA
M
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1. Să se arate că ,BBA =U  dacă .BA ⊆
Rezolvare:
Evident, .BAB U⊆  Pentru a obţine egalitatea cerută, e suficient să arătăm incluziunea

inversă: .BBA ⊆U

Fie .BAx U∈  Atunci Ax ∈  sau .Bx ∈  Dacă ,Ax∈  atunci Bx ∈  (din condiţia că
BA ⊆ ). Astfel, ,Bx∈  ceea ce implică BBA ⊆U  şi, în final, .BBA =U

2. Să se determine reuniunea mulţimilor ,−= ZA  .},100||{ +=≤∈= ZZ CxxB
Rezolvare:
În baza proprietăţilor 1°, 4°, obţinem:

.)()()()( BBCABCACBAM UUUUUUUU +−==== ZZ

Deoarece ZZZ =+− U  şi ,Z⊆B  rezultă că .ZZ == BM U

Pentru orice mulţimi A, B, C, avem:eorema 2
1° ;ABBA UU =
2° ;AAA =U

3° ;AA =∅U

4° );()( CBACBA UUUU =

5° * );()()( CABACBA IUIUI =

6° * ).()()( CABACBA ××=× UU

1°′ ;ABBA II =
2°′ ;AAA =I

3°′ ;∅=∅IA

4°′ );()( CBACBA IIII =

5°′ * );()()( CABACBA UIUIU =

6°′ * ).()()( CABACBA ××=× II

Exerciţii
rezolvate

Exerciţii şi probleme propuse 

Profilurile umanistic, arte, sport
A

1. a) Să se determine elementele mulţimii A, ştiind că ele sunt numere naturale mai mici decât 50 care se divid cu 4.
b) Să se afle cardinalul mulţimii A.

2. Fie xxX |{=  literă a cuvântului „maternitate”}.
a) Să se enumere elementele mulţimii X.
b) Să se reprezinte mulţimea X printr-o diagramă.
c) Să se afle cardinalul mulţimii X.

3. Ştiind că }5,4,3,2,1,0{⊂A  şi ,5card =A  să se determine mulţimea A. Câte mulţimi A sunt?

4. Fie mulţimile:
a) }032{ 2 =−+∈= xxxA R  şi };1{ <∈= xxB R      b) }01{ 3 >−∈= xxA R  şi }.01{ 2 <++∈= xxxB R
Să se stabilească dacă sunt egale mulţimile A şi B şi să se determine mulţimile ,BAU  .BAI

5. Mulţimile A şi B sunt reprezentate în diagrama alăturată.
Să se determine:
a) ;BAU      b) ;BAI      c) ;\ BA      d) .\ AB

6. a) Să se scrie toate submulţimile mulţimii }4,3,2,1,0{=A  care includ mulţimea }.3,1{=B

b) Să se afle .BCA

7.  Investigaţi!  Să se verifice dacă sunt egale mulţimile:
a) }1,1{ −  şi };01{ 2 =−∈ xx R                  b) }7||{ <∈ xx Z  şi }.6,5,4,3,2,1,0{

1
2

3
4

5
6

78
A

B
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Profilul real

A1

12. Să se determine produsul cartezian A × B al mulţimilor A şi B, dacă:
a) };3,1{},6,4,2{ == BA               b) }.,,{},,,{ zyxBcbaA ==
Este adevărat că ?ABBA ×≠×  Argumentaţi.

13.  Investigaţi!  Fie mulţimile de numere naturale }13,52,7{ +−+= xxxA  şi },134,9,32{ −++= xxxB  .N∈x

Există valori naturale ale lui x pentru care ?BA =  Să se afle aceste valori, în cazul că ele există.

B

10. Să se scrie trei numere care satisfac condiţiile:
a) Z∈a  şi ;N∉a b) Z∈a  şi .5|| <a

11. Fie mulţimile N, Z, Q, R, Z \ N, Q \ Z, R \ Q. Să se determine care dintre ele are ca element:
a) 2;                         b) ;17                          c*) valoarea expresiei .34)32( 2 +−

Ñ

6. Fie mulţimile A, B, C. Să se demonstreze egalitatea:
a) ;\)()\( CBACBA II =                       b) ).\()\()(\ CABACBA IU =

7. Să se determine mulţimea valorilor reale ale lui m pentru care este adevărată propoziţia:
a) .}044{}03{ 22 ∅==+−∈=+−∈ xxxmxxx RR I

b) .}0{}043{ 22 ∅=<−∈≤−−∈ mxxxxx RR I

8*.  Investigaţi!  Fie mulţimile A, B, C. Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiei:
a) Dacă ,BCAC UU =  atunci .BA =           b) Dacă ,BCAC II =  atunci .BA =
Să se aducă exemple de astfel de mulţimi.

1.  Investigaţi!  Să se verifice dacă sunt egale mulţimile }2{  şi }.02{ 2 =−∈ + xx R

2. Fie mulţimile }032{ 2 ≥−−∈= xxxA R  şi }.036{ 2 <−∈= xxB R
Să se determine mulţimea:
a) ;\ AB                  b) ;\ BA                  c) ;BAU                  d) .BAI

3. Să se determine card A, booleanul mulţimii A, ),(card AB  dacă .)4,0[ ZI=A

B1

4. Să se determine toate numerele reale a care satisfac condiţiile:
a) R∈a  şi ;Q∉a                  b) N∈a  şi .10||2 << a

5.  Lucraţi în perechi!  Fie mulţimile N, Z, Q, R, Z \ N, Q \ Z, R \ Q. Să se determine care dintre ele are ca element:

a) ;2−                          b) ;3|23| −−                          c) .5549 −−

C1

8.  Lucraţi în perechi!  Fie mulţimile }5,4,3,2,1,0{=A  şi .N=B
Să se determine mulţimea:
a) ;BAU          b) ;BAI          c) ;\ BA          d) ;\ AB          e) .ACB

9. Să se determine cardinalul booleanului mulţimii:
a) }6,4,2{}3,2,1{ U=A ;           b) }6,4,2{}3,2,1{ I=B .
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§2 Elemente de logică matematică

2.1. Noţiunea de propoziţie. Recapitulare şi completări

Problemă Fie enunţurile:
1. Oraşul Chişinău este capitala Republicii Moldova. 2. .03 2 =− xx
3. Orice pătrat este romb. 4. .33 =
a) Să se determine care dintre aceste enunţuri sunt propoziţii. Argumentaţi răspunsul.
b) Să se determine valoarea de adevăr a fiecărei propoziţii.
În logica matematică se numeşte propoziţie un enunţ despre care se poate spune cu

certitudine că este adevărat sau fals.

Propoziţiile se vor nota cu minusculele alfabetului latin, de exemplu: a, b, c, p, q, ...

Revenind la problemă, constatăm că enunţurile 1, 3, 4 sunt propoziţii, fiindcă ne putem
pronunţa cu certitudine despre valoarea de adevăr a acestora: enunţurile 1 şi 3 sunt propoziţii
adevărate, iar enunţul 4 este propoziţie falsă. Referitor la valoarea de adevăr a enunţului 2,

,03 2 =− xx  nu ne putem pronunţa, deoarece, de exemplu, pentru 0=x  se obţine o propoziţie
adevărată, iar pentru 1=x , o propoziţie falsă, însă valoarea lui x nu se cunoaşte.

bservaţie Spre deosebire de enunţul 2, sunt egalităţi (inegalităţi) care conţin variabile şi totuşi sunt
propoziţii, fiindcă ele se transformă în egalităţi (inegalităţi) numerice adevărate, oricare ar
fi valorile variabilelor dintr-un anumit domeniu.
Ca exemplu pot servi proprietăţiile operaţiilor cu numere reale: ,,00 ⋅=⋅+=+ xyyxxx
oricare ar fi R∈yx,  ş.a.

Pornind de la propoziţiile p, q, cu ajutorul operatorilor logici „şi”, „sau”, „non” („nu”),
„dacă..., atunci...”, se obţin propoziţii (compuse): „p şi q”, „p sau q”, „non p” ş.a.m.d. De
exemplu, pentru propoziţiile adevărate p: „2 este un număr natural”, q: „–3 este număr
întreg”, se poate forma propoziţia: „2 este număr natural şi –3 este număr întreg” şi ea este
adevărată.

În continuare, ne vom preocupa de o altă clasificare a propoziţiilor: propoziţii particulare,
propoziţii generale. Să examinăm propoziţiile:

1. Numărul 171 este divizibil cu 3.
2. Orice număr întreg este divizibil cu 3 dacă suma cifrelor din scrierea sa zecimală este

divizibilă cu 3.
3. Numărul 2 este soluţie a ecuaţiei .0232 =+− xx
4. Oricărui poligon regulat i se poate circumscrie un cerc.

După gradul de generalitate, propoziţiile 1 şi 3 se referă la cazuri particulare, sunt propoziţii
particulare, iar propoziţiile 2 şi 4 au caracter general, se referă la un element arbitrar al
unei mulţimi – sunt propoziţii generale. Formularea propoziţiilor generale poate fi mai
compactă dacă utilizăm cuantificatorul universal )(∀  (se citeşte „pentru orice”, „oricare
ar fi”) sau cuantificatorul existenţial )(∃  (se citeşte „există”). De exemplu, propoziţia
„Pentru orice număr real x, se îndeplineşte condiţia 012 ≥+x ” se va scrie )( R∈∀x

).01( 2 ≥+x  Propoziţia „Există un poligon regulat ale cărui unghiuri interioare sunt de 110°”
se poate scrie )( Mx ∈∃ (unghiurile interioare ale lui x sunt de 110°), unde M este mulţimea
tuturor poligoanelor regulate dintr-un plan.

 Ne amintim
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Printre propoziţiile matematice, un loc aparte îl ocupă teoremele şi axiomele. Teoremele
sunt propoziţii generale care, de obicei, necesită demonstraţii, adică argumentarea riguroasă
a faptului că ele sunt adevărate. Pe parcursul demonstraţiei se utilizează alte propoziţii
adevărate, unele dintre ele fiind teoreme (deja demonstrate), iar altele pot fi axiome. Axiomele
sunt propoziţii considerate adevărate fără a fi demonstrate (nici nu pot fi demonstrate). Ele
denotă unele cerinţe şi proprietăţi (eventual general recunoscute) pentru noţiunile şi obiectele
studiate în cadrul unor teorii riguros construite. Axiome sunt, de exemplu, propoziţiile: „Două
puncte distincte determină o dreaptă şi numai una”, „Prin orice punct exterior unei drepte se
poate duce o unică paralelă cu dreapta dată”.

Majoritatea teoremelor din matematică au (sau pot fi scrise în) una dintre formele:
„Dacă A, atunci B” sau „A dacă şi numai dacă B”.

Exemple 1. Dacă un patrulater este romb, atunci diagonalele lui sunt
perpendiculare.

2. Numărul întreg a este divizibil cu 5 dacă şi numai dacă ultima
cifră din scrierea zecimală a lui a este 0 sau 5.

În teoremele/enunţurile de forma „Dacă A, atunci B”, condiţia A se numeşte condiţie
suficientă (pentru B), iar B – condiţie necesară (pentru A). În teoremele de forma „A dacă
şi numai dacă B”, condiţiile A, B se numesc condiţii echivalente sau condiţii necesare şi
suficiente, adică A este condiţie necesară şi suficientă pentru B, iar B – condiţie necesară şi
suficientă pentru A.

3. În teorema: „Dacă un număr natural este divizibil cu 6, atunci el este divizibil cu 2”,
condiţia „un număr natural este divizibil cu 6” este condiţie suficientă pentru condiţia „numărul
natural este divizibil cu 2”, care, la rândul său, este condiţie necesară pentru prima.

4. În teorema din exemplul 2, condiţiile „numărul întreg a este divizibil cu 5” şi „ultima
cifră din scrierea zecimală a numărului întreg este 0 sau 5” sunt echivalente.

Orice teoremă include următoarele componente structurale: partea explicativă, ipoteza,
concluzia.

Partea explicativă a teoremei indică mulţimea de obiecte în cadrul căreia este adevărată
propoziţia enunţată prin teoremă. În unele cazuri, partea explicativă este prezentă explicit, în
alte cazuri – implicit.

Orice teoremă de tipul „Dacă A, atunci B” poate fi scrisă sub forma
)),()(()( xBxAMx ⇒∈

unde Mx ∈  este partea explicativă, A(x) – ipoteza, B(x) – concluzia.

CA

B

D

O

5. Considerăm teorema: „Fie p un patrulater convex din planul .α  Dacă p este romb,
atunci diagonalele lui sunt perpendiculare”.

Partea explicativă a teoremei este „p este un patrulater convex din planul α ”, ipoteza
teoremei – „p este romb”, concluzia teoremei – „diagonalele lui p sunt perpendiculare”.

Schimbând locurile ipotezei şi concluziei teoremei „Dacă A, atunci B”, obţinem o altă
propoziţie: „Dacă B, atunci A”, numită reciproca teoremei, o nouă teoremă, care poate fi
adevărată sau falsă. În cazul în care reciproca „Dacă B, atunci A” este adevărată, teorema
iniţială se numeşte teoremă directă, iar reciproca ei – teoremă reciprocă. Teorema reciprocă
se scrie )).()(()( xAxBMx ⇒∈
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6. Reciproca teoremei: „Dacă un număr întreg a este divizibil cu 6, atunci el este divizibil
cu 2” este: „Dacă un număr întreg a este divizibil cu 2, atunci el este divizibil cu 6”, care este
o propoziţie falsă. Aceasta se verifică printr-un contraexemplu: numărul 4 este divizibil cu
2, dar nu este divizibil cu 6.

Dacă pentru teorema „Dacă A, atunci B” este adevărată reciproca ei, atunci condiţiile A
şi B sunt echivalente, deci este adevărată teorema „A dacă şi numai dacă B”. Astfel, teoremele
directă şi reciprocă din exemplul 7 pot fi formulate ca o singură teoremă: „Un patrulater
este paralelogram dacă şi numai dacă punctul de intersecţie a diagonalelor patrulaterului
este mijlocul lor”. Adică )).()(()( xBxAMx ⇔∈

Se cunoaşte din gimnaziu metoda reducerii la absurd de demonstraţie a teoremelor de
forma „Dacă A, atunci B”. Ea reprezintă un raţionament prin care se presupune că ceea ce
trebuie demonstrat (concluzia B) nu este adevărat şi, prin deducţii logice, această presupunere
duce la o contradicţie (absurditate). Atunci rezultă că presupunerea făcută este falsă, deci
concluzia iniţială este adevărată.

C

A

B

D

O

7. Reciproca teoremei: „Dacă punctul de intersecţie a diagonalelor unui
patrulater este mijlocul lor, atunci acest patrulater este paralelogram” este:
„Dacă un patrulater este paralelogram, atunci punctul de intersecţie a diago-
nalelor lui este mijlocul fiecărei diagonale” – propoziţie adevărată, deci este
teoremă.

Exemplu Să demonstrăm prin metoda reducerii la absurd propoziţia: „Dacă un număr întreg a nu
este divizibil cu 3, atunci el nu este divizibil cu 6”. Presupunând contrariul, că a este divizibil
cu 6, vom arăta că a este divizibil cu 3. Într-adevăr, întrucât a este divizibil cu 6, el poate fi
scris sub forma ,,6 Z∈= tta  sau .2),2(3 Z∈⋅= tta  Deci, a este divizibil cu 3, ceea ce
contrazice ipoteza. În baza metodei reducerii la absurd, deducem că propoziţia iniţială este
adevărată.

O altă metodă prin care se demonstrează unele propoziţii este expusă în secvenţa 2.2.

2.2. Inducţia matematică

Procedeele de obţinere a propoziţiilor particulare din altele generale sau invers se aplică
pe larg, deoarece orice teorie în matematică (şi nu numai) se construieşte în mod deductiv,
prin care toate propoziţiile (teoremele) se obţin din altele, adevărate.

Raţionamentul logic prin care din propoziţii generale se obţin propoziţii particulare se
numeşte deducţie.

Exemplu Propoziţia generală „Orice ecuaţie de gradul II cu coeficienţi reali care are discriminan-
tul nenegativ are soluţii reale” se referă la toate elementele mulţimii ecuaţiilor de gra-
dul II cu coeficienţi reali şi cu discriminant nenegativ, deci este o propoziţie generală.

Propoziţia „Ecuaţia 052 2 =−+ xx  are soluţii reale” se referă la un element concret al
mulţimii menţionate, deci este o propoziţie particulară.

Fie P(x) un enunţ ce se referă la un element arbitrar ., Mxx ∈  Dacă o propoziţie generală
)()( xPMx ∈∀  este adevărată, atunci, prin deducţie, din ea se obţin propoziţii particulare

adevărate: )(aP  pentru .ax =
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Propoziţii adevărate se pot obţine folosind raţionamentul logic numit inducţie. Cu ajutorul
lui, din propoziţii particulare se obţin propoziţii generale. Se aplică inducţia incompletă,
pentru care propoziţia generală se formulează în baza examinării unor cazuri particulare, şi
inducţia completă, pentru care propoziţia generală se formulează în baza examinării tuturor
cazurilor particulare posibile.

Prin inducţia incompletă se pot obţine propoziţii generale care s-ar putea să fie adevărate,
dar s-ar putea să fie şi false. Însă prin inducţia completă se obţin propoziţii generale neapărat
adevărate.

Exemplu Fie propoziţiile particulare „ 1121 <+ ” şi „ 1131 <+ ” adevărate . În baza acestor propoziţii
se pot forma mai multe propoziţii generale:
p: „Suma oricăror două numere naturale este mai mică decât 11”;
q: „Suma oricăror două numere naturale pozitive mai mici decât 4 este mai mică decât 11”.

Propoziţia p este falsă, iar propoziţia q este adevărată, ceea ce se poate stabili prin
examinarea tuturor propoziţiilor particulare:

,1111 <+  ,1121 <+  ,1131 <+  ,1122 <+  ,1132 <+  .1133 <+

Încă o metodă de demonstraţie a propoziţiilor generale (teoremelor) este metoda inducţiei
matematice.

Dacă pentru un enunţ ,),( N∈nnP  este adevărată propoziţia particulară )0(P  (sau
),(mP  m – număr natural fixat) şi din presupunerea că este adevărată propoziţia

)()( mkkP >  rezultă că este adevărată propoziţia ),1( +kP  atunci este adevărată
propoziţia generală )()( nPn N∈∀  (respectiv ).mn ≥

Menţionăm că această metodă se poate aplica doar la propoziţiile a căror esenţă ţine de
numerele naturale. Demonstraţia prin metoda inducţiei matematice a propoziţiei

)(),( nPmnn ≥∈∀ N  se efectuează în 3 etape.
1. Se verifică dacă propoziţia particulară P(m) este adevărată.
2. Utilizând ipoteza că propoziţia ,),( mkkP ≥  este adevărată, se demonstrează că este

adevărată şi propoziţia ).1( +kP
3. Dacă ambele etape ale demonstraţiei sunt verificate, atunci este adevărată propoziţia

).(),( nPmnn ≥∈∀ N

Aplicând metoda inducţiei matematice, să se arate că pentru orice număr natural nenul n
este verificată egalitatea:

.2
)1(321 +=+…+++ nnn

Rezolvare:
Folosind cuantificatorul universal, această propoziţie generală poate fi scrisă sub forma

),()( * nPn N∈∀  unde P(n) semnifică „ 2
)1(21 +=+…++ nnn ”.

Parcurgem etapele metodei inducţiei matematice.

1. Pentru 1== nm  se obţine propoziţia particulară 2
)11(11 +=  şi ea este adevărată.

2. Presupunem că pentru un oarecare k natural este adevărată propoziţia P(k):

.2
)1(21 +=+…++ kkk  Utilizând această egalitate, vom verifica dacă este adevărată propo-

ziţia .2
]1)1)[(1()1(21:)1( +++=+++…+++ kkkkkP

Exerciţiu
rezolvat
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Procedăm astfel:
.2

]1)1)[(1(
2

)2)(1()1(2
)1()1()21( +++=++=+++=+++…++ kkkkkkkkk

Prin urmare, propoziţia )1( +kP  este adevărată.

3. În baza metodei inducţiei matematice, rezultă că egalitatea 2
)1(21 +=+…++ nnn

este adevărată pentru orice .*N∈n

Profilul real

A1

1.  Investigaţi!  Să se determine care dintre următoarele enunţuri sunt propoziţii şi să se afle valorile de adevăr ale
acestora.
a) Temperatura de fierbere a apei la presiunea atmosferică de 760 mm ai coloanei de mercur este de 110°C.
b) Poligonul ABCD este un pătrat.
c) Greutatea specifică a apei de mare diferă de cea a apei distilate.

2.  Investigaţi!  Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiei:
a) )( Mx∈∀  (măsura unghiurilor alăturate bazei unui triunghi isoscel este de 30°),
unde M este mulţimea triunghiurilor isoscele dintr-un plan.
b) )( Ux ∈∃  (măsurile unghiurilor interioare ale triunghiului x nu depăşesc 50°),
unde U este mulţimea triunghiurilor echilaterale dintr-un plan.
c) ).01()( 2 =−−∈∃ xxx Z
d) ).02()( 2 =−−∈∀ xxx R

3. Să se formuleze propoziţii particulare obţinute din propoziţia generală:
a) Orice număr natural divizibil cu 10 este divizibil cu 5.
b) Suma măsurilor unghiurilor interioare ale unui poligon convex cu n laturi este egală cu ).2(180 −° n

4.  Lucraţi în perechi!  Să se determine componentele structurale ale:
a) teoremei lui Pitagora;
b) teoremei: „Măsura unghiurilor interioare ale unui triunghi echilateral este de 60°”.

B1

5.  Investigaţi! Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiei:
a) Temperatura de fierbere a apei în munţi (circa 900 m deasupra nivelului mării) este mai mică decât 100°C.
b) .725 Q∈

6.  Investigaţi!  Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiei:
a) ).02()( 2 =−−∈∃ xxx N b) ).02()( 2 =−−∈∃ xxx R

c) ).0|3||2(|)( =+++∈∃ xxx R d) ).01|2(|)( 2 >+−++∈∀ xxxx R

7. Fie teorema: „Dacă patrulaterul ABCD este un romb, atunci diagonalele lui sunt perpendiculare”. Să se formuleze
reciproca acestei teoreme, apoi să se determine valoarea ei de adevăr.

8. Aplicând metoda inducţiei matematice, să se demonstreze că pentru orice n, ,*N∈n  este adevărată propoziţia:
a) .122...21 1 −=+++ − nn b) .)12(...531 2nn =−++++

c) .
4

)1(
...21

22
333 +=+++ nn

n d) .
3

)12)(12(
)12(...31 222 +−=−+++ nnn

n

e) ;9)137( M−+ nn f) ).2()3,( 3nnn n >≥∈∀ N

Exerciţii şi probleme propuse 

A F

A F

A F
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C1

10. Utilizând metoda reducerii la absurd, să se arate că este adevărată propoziţia: „Dacă un număr întreg a nu este divizibil
cu 2, atunci el nu este divizibil cu 10”.

11*.  Investigaţi!  Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiei:
a) Există un poligon regulat ale cărui unghiuri interioare au măsura de 110°.
b) Cifra unităţilor numărului 1627  este 3.

Exerciţii şi probleme recapitulative 

Profilurile umanistic, arte, sport

A

1. Fie mulţimile }.9,5,3,1{},4,3,2,1{ == BA  Să se determine .,\,\,, BAABBABABA ×IU

2.  Investigaţi!    Să se determine care dintre următoarele enunţuri sunt propoziţii
şi să se afle valorile de adevăr ale acestora.
a) 3  este număr real.
b) Greutatea specifică a gheţii este mai mică decât cea a apei.
c) Atena este zeiţa înţelepciunii în mitologia greacă.
d) Organizaţia Naţiunilor Unite (ONU) a fost fondată în 1945, pentru a instaura în toate ţările regimuri de aceeaşi orientare.
e) Piramidele egiptene au fost construite în secolul al XVI-lea d. H.
f) În Sistemul Solar sunt 6 planete.
g) ).2|2(|)( <+∈∃ xx R
h) ).2|2(|)( <+∈∀ xx R

B

3. Să se determine mulţimile ,, BABA IU  dacă }0)5()1({ 22 ≤−+∈= xxxA R  şi }.3{ −>∈= xxB R

4. Fie 21, SS  mulţimile soluţiilor în R  ale ecuaţiilor 0652 =−− xx  şi, respectiv, .0)1()6( 2 =−⋅− xx  Să se determine:
a) ;21 SS U        b) ;21 SS I        c) ;\ 21 SS        d) ;\ 12 SS        e) .21 SS ×

C

5. Să se determine booleanul mulţimii .)3,2[ ZI−=A

6. Să se formuleze exemple de mulţimi A, B pentru care .ABBA IU =

Profilul real
A1

1. Într-o clasă sunt 28 de elevi. Toţi frecventează fie secţia de volei, fie secţia de baschet, fie ambele secţii. Câţi elevi
frecventează ambele secţii, dacă secţia de volei este frecventată de 12 elevi, iar cea de baschet – de 20 de elevi?

2. Să se formuleze o teoremă a cărei reciprocă este o propoziţie adevărată.

3. Să se determine condiţia necesară şi condiţia suficientă ale teoremei; să se formuleze reciproca ei şi să se determine
valoarea de adevăr a acesteia:
a) Dacă numărul întreg a se divide cu 14, atunci el se divide cu 7.
b) Dacă un triunghi este dreptunghic, atunci el are două unghiuri ascuţite.

A F

A F

9. Fie teorema: „Dacă numerele a, b sunt raţionale, atunci suma ba +  este un număr raţional”. Să se formuleze reciproca şi
să se determine valoarea ei de adevăr.
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2 Elemente de logică matematică şi de teoria mulţimilor

Test sumativ     Timp efectiv  de lucru:45 de minuteProfilurile umanistic, arte, sport

1. Fie xxX |{=  literă a cuvântului „responsabilitate”}.
Determinaţi valoarea de adevăr a propoziţiei: „card X = 12.”

2. Fie mulţimile A = {0; 2; 3; 6} şi B = {2; 3; 7; 12}. Determinaţi care dintre mulţimile
M1 = {2; 3},          M2 = {2; 3; 6},          M3 = {0; 2; 3; 6; 7; 12},          M4 = {0; 6},          M5 = {7; 12},          M6 = {0; 6; 7; 12}
sunt egale cu mulţimea:
a) ;BAU                       b) ;BAI                       c) .\ AB

3. Fie 21, SS  mulţimile de soluţii în R  a ecuaţiei 0322 =−+ xx  şi, respectiv, a ecuaţiei .0)1)(3( 3 =−− xx
Determinaţi:   a) ;21 SS U           b) ;21 SS I           c) ;\ 12 SS           d) .\ 21 SS

4. Fie mulţimile A, B din exerciţiul 2. Determinaţi mulţimea BAS ×=  şi cardB(S).

Profilul real
1. Fie mulţimile }.;{},3;2;1{ baBA ==

a) Completaţi casetele: cardB(A) = ;  cardB(B) = .
b) Determinaţi mulţimea BAC ×=  şi cardinalul ei.

2. Decideţi dacă enunţul „Un patrulater convex are 3 diagonale” este o propoziţie şi, în caz afirmativ, determinaţi valoarea ei
de adevăr.

3. Formulaţi un exemplu de mulţimi care să confirme că egalitatea ABBA \\ =  nu este adevărată.

4. Fie teorema: „Dacă un patrulater este romb, atunci în el se poate înscrie un cerc”.
a) Determinaţi condiţia necesară şi condiţia suficientă.
b) Formulaţi reciproca teoremei şi determinaţi valoarea ei de adevăr.

5. Aplicând metoda inducţiei matematice, demonstraţi că:  .,
6

)12)(1(
...321 2222 ∗∈++=++++ Nn

nnn
n

C1

7.  Investigaţi!    Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiei:

a) Oricare ar fi n natural, fracţia 1+n
n  este ireductibilă.

b) ).01312()( 2 <+−∈∃ xxx R

8. Să se arate că este adevărată propoziţia:
Pentru orice numere raţionale a, b, ,ba <  există cel puţin un număr raţional c, astfel încât .bca <<

9. Aplicând metoda inducţiei matematice, să se demonstreze inegalitatea .5,,2 2 ≥∈> nnnn N

A F

B1

4. Fie },076{ 2 <−+∈= xxxA R  }.036{ 2 ≤−∈= xxB R  Să se determine:
a) ;BAU          b) ;BAI          c) ;\ BA          d) .\ AB

5.  Investigaţi!    Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiei:
a) ).01()( 2 >+−∈∀ xxx R b) 3|(})1{\( nn ∗∈∃ N  şi ).7|n

6. Să se verifice dacă este adevărată propoziţia: )).()(( BABABA UI =⇔=

A F

A F
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Radicali. Puteri.
Logaritmi33MODULUL

efectuarea operaţiilor cu numere reale: adunarea, scăderea, înmulţirea, împărţirea, ridicarea la putere cu exponent
raţional sau real; a operaţiilor cu radicali de ordinul n, },3,2{, ∈∈ nn N  a operaţiilor cu logaritmi ai numerelor reale
pozitive;
aplicarea proprietăţilor puterilor, radicalilor, logaritmilor la efectuarea unor calcule cu numere reale.

Obiective

§1 Radicali

1.1. Noţiunea de radical. Proprietăţi

Se ştie că puterea unui număr real b cu exponent natural nenul n, notată cu ,nb  este
produsul a n numere, fiecare fiind egal cu b. Deci, fiind dată baza b şi exponentul n, se
determină valoarea puterii .abn =

În gimnaziu s-a examinat şi una dintre problemele inverse: fiind dată valoarea a a puterii
şi exponentul n, ,2=n  se caută baza b pentru care .2 ab =  Astfel, rezolvarea ecuaţiilor de
gradul II a impus definirea noţiunii radical de ordinul 2. Anume soluţia nenegativă a ecuaţiei

,0,2 ≥= aax  s-a notat cu a  şi s-a numit radical de ordinul 2 din a.
Diverse probleme necesită rezolvarea unor ecuaţii de grad mai mare decât 2. De exemplu,

să se determine lungimea muchiei unui cub cu volumul de: a) 8 m3;  b) 5 m3.
În cazul a), lungimea muchiei este de 2 m, fiindcă .823 =  Pentru varianta b) nu există

în Q  valoarea exactă a lungimii muchiei, deoarece nu există un număr raţional x astfel încât
.53 =x  Soluţia acestei ecuaţii se notează cu 3 5  şi se numeşte radical de ordinul 3 din 5.

efiniţii • Numărul real b se numeşte radical de ordin impar n, ,*∈n N  ,1>n  din numărul
real a, dacă .abn =
• Numărul real nenegativ b se numeşte radical de ordin par n, ,1,* >∈ nn N  din
numărul real nenegativ a, dacă .abn =

Radicalul de ordinul n din a se notează cu .n a  Deci, ,,, ∈=⇔= baabba nn R

,12 += kn  şi .,2,,, *NR ∈=∈=⇔= + kknbaabba nn

De exemplu, 43 16;5,0125,0;5,025,0 −−=−=  nu există;  .2,,00 ≥∈= nnn N

Aplicând proprietăţile inegalităţilor numerice şi aproximările zecimale ale numerelor, se
poate demonstra că în condiţiile enunţate în definiţie valoarea radicalului este unic
determinată.

 Reţineţi!

 Ne amintim

Fiecare zi ne învaţă ceva nou.
Euripides
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1.2. Transformări ale expresiilor iraţionale

 Scoaterea factorului de sub radical, introducerea factorului sub radical

1. Să se aducă la forma cea mai simplă expresia 3 34 577 ⋅− .
Rezolvare:

.2727)57(7577 333 33 33 34 ⋅=⋅=−=⋅−
Dacă radicalul este de ordin par şi sub radical sunt variabile, atunci pot fi folosite

proprietăţile 8°–11°.

Exerciţii
rezolvate

bservaţie

Radicalul de ordinul n dintr-un număr a se calculează conform definiţiei care afirmă că
trebuie să se determine soluţia reală a ecuaţiei ,12,, +=∈= knaaxn R  sau soluţia nenegativă
a ecuaţiei .,2,, *NR ∈=∈= + kknaaxn   Soluţia acestei ecuaţii poate fi un număr raţional
sau un număr iraţional. Pentru a determina (în caz de necesitate) aproximările zecimale ale
acestui număr, folosim calculatorul sau procedăm ca în următoarea problemă.

Problemă Să se calculeze aproximările prin lipsă şi prin adaos ale numărului ,23  cu o eroare mai
mică decât .10 2−

Rezolvare:
Folosind inegalitatea evidentă ,221 33 <<  obţinem că ,221 3 <<  adică 1 şi 2 sunt apro-

ximările zecimale prin lipsă, respectiv prin adaos, cu o eroare mai mică decât 1, ale numărului
.23  Vom examina cuburile numerelor de la 1 până la 2 cu pasul 0,1:   .2;9,1...;;2,1;1,1 3333

Observăm că numărul 2 este cuprins între numerele 728,12,1 3 =  şi ;197,23,1 3 =  deci,
.3,122,1 3 <<  Aşa cum ,102,13,1 1−=−  rezultă că 1,2 şi 1,3 sunt aproximările prin lipsă,

respectiv prin adaos, cu o eroare mai mică decât ,10 1−  ale numărului .23

Vom examina cuburile numerelor de la 1,21 până la 1,29 cu pasul 0,01:
.29,1...;;22,1;21,1 333  Deoarece ,00376,226,1225,1953125,1 33 =<<=  rezultă că

,26,1225,1 3 <<  adică numerele 1,25 şi 1,26 sunt aproximările prin lipsă şi respectiv prin
adaos ale numărului ,23  cu o eroare mai mică decât .10 2−

eorema 1 (proprietăţi ale radicalilor)
Pentru +∈Rba,  şi n număr natural nenul par sau R∈ba,  şi n număr natural impar,

,,, ∗∈Nspk  avem:

1° ;)( aa nn =

2° ;nnn baba ⋅=⋅

3° ;)( n kkn aa =

4° ;0, ≠= b
b

a
b
a

n

n

n

5° ;2, ≥= kaa nkn k

6° ;,2, +∈≥= Rapaa
p knp nk

7° ;0 nn baba >⇒≥>

8° |;||,| 22 2 aaaak k ==

9° ;,|||| 222
+∈⋅⋅= Rbabaab kkk

10° ;0,,
||

||

2

2

2 ≠∈⋅= + bba
b

a

b
a

k

k

k R

11° .2,,||
2 2 ≥∈= paaa p skp ks R

Este greşit să aplicăm proprietăţile 1°–7° în cazul în care nu se cunosc semnele valorilor
factorilor, deci este greșit, de exemplu, să scriem:

.5)5( 2727 −⋅=− xxxx
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Într-adevăr, domeniul valorilor admisibile (DVA) al expresiei din membrul stâng al egalităţii
este mulţimea ),,5[]0,5[ ∞+− U  iar DVA al expresiei din membrul drept este mulţimea

),,5[ ∞+  deci pentru ]0,5[−∈x  egalitatea nu este adevărată.
La introducerea factorului sub radical se pot comite greșeli de tipurile:

a) ;982)7(27 2 =⋅−=−          b*) .
2

2

2
y

x

yx

x

y
x ==⋅

Corect este: a) ;9827 −=−       b*) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−
>

=⋅
.0dacă,

0dacă,
2

xy

xy

x

y
x

a) Amplificarea raportului de tipul:
1) ,,,

1 ∗
+∈

⋅
Rba

ba n
 cu ;1n nb −

2) ,,,
1 ∗

+∈
±

Rba
ba

 cu expresia conjugată numitorului (expresiile ba +  şi ba −

sunt expresii conjugate).

 Raţionalizarea numitorului unui raport algebric se numeşte transformarea care elimină
radicalii de la numitorul acestuia. Numitorul raportului poate fi raţionalizat prin diverse
moduri.

Exemplu .
5

)27(2

)2()7(

)27(2

)27)(27(

)27(2

27

2
22

+=
−
+=

+−
+=

−

b) Utilizarea formulelor:

;0,,2,),...)(( 1221 ≥≥∈++++−=− −−−− bannbabbaababa n nn nn nn nnn N

nnbabbaababa n nn nn nn nnn ,),...)(( 1221 N∈+−+−+=+ −−−−  impar.

Exemplu =
−

++=
+⋅+−

+⋅+=
− 3333

333

3 2333 233

3 2333 2

33 )2()3(

)469(2

)2233()23(

)2233(2

23

2
).469(2 333 ++

c) Eliminarea succesivă a radicalilor unei sume algebrice:

=
−+
++=

++−+
++=

−+ )2()53(

253

)253)(253(

253

253

1
22

−+
−++=

)31026)(31026(

)31026)(253(  ).5065312213(
188

1 +−−=

Exemplu

Exerciţii şi probleme propuse 

A
Profilurile umanistic, arte, sport

1. Să se calculeze:
a) ;0025,0 b) ;369256 ⋅⋅ c) ;

49529
32425
⋅

⋅

d) ;)23( 2− e) ;)23(3 3− f) .)33( 2−
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C

5. Să se raţionalizeze numitorul raportului:
a) ;

752

1

−
       b) ;

25

1
33 −

       c) ;
1813

5

−
       d) ;

721

1

++
       e) .

4

6
3

6. Să se compare:   a) 3 53  cu ;353          b) 3 43  cu .243

Profilul real
A1

3. Să se calculeze:
a) ;27)31( 32 −−           b) ;

4

1

3

1
1

22
++           c) .2

64
3

2 32 −+−

B1

4. (  2023) Calculaţi valoarea expresiei .29 5,1 −

5. Să se calculeze:

a) ;378378 33 −⋅+ b) ;3472611625 −+−++ c) .302526212 −−+

6.  Lucraţi în perechi!  Să se verifice egalitatea:

a) ;1)32(315263 =−⋅+ b) ;3809809 33 =−++ c) .7257253 33 +=−+

7. S-a vopsit podeaua unei camere cu dimensiunile de .m4m45,8 ×  Câte feţe ale unui cub cu muchia de 2,6 m pot fi
acoperite cu aceeaşi cantitate de vopsea, consumul de vopsea la 1 m2 fiind acelaşi?

C1

8. Să se determine valoarea expresiei:
a) ,)4)(7( aa +−  dacă ;547 =++− aa           b) .122122 +−+++++ xxxx

9. Pentru ,,,3 +∈≤ Rnmmn  să se arate că .32926926 2222 nmnmmnmm −=−−−−+

10. Să se arate că pentru .)1)(1(,0,0 ++≤+≥≥ bababa

B

2.  Lucraţi în perechi!  Să se scoată factorii de sub radical:

a) ;163 b) ;2503 c) ;0,32 34 >aba d) ;0,25 32 <aba

e) ;12)3( 2 xx +− f) ;3 63 yx g) ;0,169 23 <yyx h) .0,8 65 <bba

3. Să se introducă factorul sub radical (considerând că toate expresiile au sens):

a) ;32 b) ;33− c) ;0,3 <− bb d) ;2
xx −⋅ e) ;7ac− f) ;23 yx ⋅

g) ;2aa ⋅ h) ;0,3 >aa i) ;3y j) ;
2
x

x ⋅ k) ;23 xyx ⋅ l) .xx −⋅

4.  Lucraţi în grup!  Să se aducă la forma cea mai simplă expresia:

a) ;58)54()325)(532( 2 +−+−+ b) ;147
7
1

75483 +− c) ;
1530

612

−
−

d) );52()51( 3 +⋅+ e) ;
1

1

y

y

+
− f) .324 −

1. (  2018) Completaţi caseta cu un număr natural, astfel
încât propoziţia obţinută să fie adevărată:

„ 2643 =  .”

2. (  2019) Completaţi casetele cu două numere întregi,
astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:

„  < 3 7 < .”
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§2 Puterea cu exponent real

 Cunoaşteţi deja noţiunea puterea cu exponent întreg a unui număr.

Pentru ,, ** RN ∈∈ an  s-a definit: ;...
factori

43421
n

n aaaa ⋅⋅⋅=  ,
1

;10

n

n

a
aa == −  iar .00 =n

1. Expresia 00 nu este definită.
2. 0>ma  pentru .,0 Z∈> ma

 Puterea cu exponent raţional

În contextul examinării puterii şi a proprietăţilor ei, apare întrebarea dacă este necesar
să se examineze şi puterea cu exponent raţional.

Un argument în favoarea răspunsului pozitiv ar fi cel provenit din necesităţile dezvoltării
matematicii: mulţimea N a fost extinsă până la Z, apoi până la Q, apoi până la R şi s-au
definit operaţiile aritmetice în aceste mulţimi.

Alte argumente provin din necesităţile unor domenii ale ştiinţei. De exemplu, s-a constatat
că numărul y al bacteriilor care se înmulţesc într-un anumit mediu se exprimă, în funcţie de
timpul t, printr-o formulă de tipul .tay =  Fie 

2
3=t ore. Atunci numărul de bacterii, în mediul

dat, peste 
2
3 ore va fi egal cu ,2

3

ay =  adică am obţinut o putere cu exponent raţional.

La definirea puterii cu exponent raţional şi iraţional, e firesc să cerem să fie adevărate
proprietăţile pe care le au puterile cu exponenţi întregi.

Respectând această condiţie, să dezvăluim esenţa expresiei ,n
m

a  ., *NZ ∈∈ nm  Pentru

0>a  obţinem .)( mnn
mn

n
m

aaa == ⋅  Deoarece ,)( mnn m aa =  considerăm că .n mn
m

aa =

efiniţie n mn
m

aa =  pentru orice .2,,, ** ≥∈∈∈ + nnma NZR

Exemplu

 Exerciţiu Arătaţi că dacă ,Z∈= kn
m  atunci .kn

m

aa =

1. Pentru *, N∈nm  se consideră că .00 =n
m

2. Pentru diferite reprezentări ale exponentului ,
n
m  puterea n

m

a  se determină în mod
unic.
Într-adevăr, dacă ,

q

p

n
m

x ==  atunci, aplicând proprietăţile radicalilor, obţinem:

.n
m

n mnq mqqn pnq pq

p

x aaaaaaa ======

3. Puterea cu exponent raţional a unui număr pozitiv este un număr pozitiv, deoarece
radicalul de orice ordin dintr-un număr pozitiv este număr pozitiv.

4. Proprietatea 
x

x

a
a

1=−  fiind adevărată pentru exponent întreg, este adevărată şi pentru

exponent raţional, .∗
+∈Ra  Într-adevăr: .

111

n
mn m

n
m

n mn
m

aaa
aa ==== −

−

 Reţineţi!

 Reţineţi!

.99)3()3(27)27( 3 33 323 233 23
2

=====

 Ne amintim
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Teorema ce urmează arată că puterile cu exponent raţional au aceleaşi proprietăţi ca şi
puterile cu exponent întreg.

eorema 2 (proprietăţi ale puterii cu exponent raţional)
Pentru ,,,, * QR ∈∈ + yxba  avem:
1°  ;yxyx aaa +=⋅ 2°  ;)( xyyx aa =

3°  ;)( xxx baab ⋅= 4°  ;
x

xx

b

a
b
a =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛               5°  ;yx

y

x

a
a

a −=

6°  a) ,yx aa >  dacă ;,1 yxa >>   b) ,yx aa <  dacă ;,10 yxa ><<
7°  a) ,xx ba >  dacă ;0, >> xba   b) ,xx ba <  dacă ;0, <> xba

8°  ).()1,( yxaaa yx =⇔≠=

Demonstraţie:
Vom demonstra proprietăţile 1°, 2°, 4° (celelalte se demonstrează în mod analog).
Fie .1,1,,,,,, * >>∈∈== rkrkpm

r

p
y

k
m

x NZ  Aplicând proprietăţile radicalilor şi

puterilor cu exponent întreg, obţinem:

1° ;yxr

p

k
m

kr

kpmr
kr kpmrkr kpkr mrr pk mr

p

k
m

yx aaaaaaaaaaaa +++
+ ====⋅=⋅=⋅=⋅

2° ;)()()( xyrk

mp
rk mpr k mpr pk mr

p

k
m

yx aaaaaaa ======

4° .
x

x

k
m

k
m

k m

k m

k
m

m

k

m
k
m

x

b

a

b

a

b

a

b

a
b
a

b
a

b
a ====⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛    

 Exerciţiu Demonstraţi proprietăţile 3°, 5°–8°.

 Puterea cu exponent iraţional a unui număr pozitiv se defineşte utilizând aproximările
zecimale prin lipsă şi prin adaos ale numerelor iraţionale (a se vedea modulul 1). Se ştie
că pentru orice număr iraţional x există numerele raţionale ,, nn xx ′  astfel încât ,nn xxx ′<<

,10 n

nn xx −=−′  .N∈n

efiniţie Se numeşte putere cu exponentul iraţional x a numărului a, 1>a  ,)10( << a  şi se
notează ax un număr real t care pentru orice număr natural n satisface inegalităţile
duble nn xx ata ′<<  ,)( nn xx ata <<′  nn xx ′,  fiind aproximările zecimale ale lui x prin
lipsă, respectiv prin adaos (cu n cifre după virgulă).

Prin definiţie, se consideră că 11 =x  pentru orice număr iraţional x.
Se poate demonstra că astfel definită puterea xa  este unic determinată.

Exerciţiu
rezolvat

Ce se înţelege prin numărul:   a) ;5 2                 b) ?)1,0( 2

Rezolvare:

a) Pentru 2  sunt cunoscute aproximările zecimale:
;5,124,1;221 <<<<   ...;415,12414,1;42,1241,1 <<<<

Prin urmare, 25=t  este acel unic număr care satisface inegalităţile duble:
...;55;55;55;55 415,1414,142,141,15,14,121 <<<<<<<< tttt

b) 2)1,0(=s  este acel unic număr care satisface inegalităţile duble:
;)1,0()1,0( 12 << s  ;)1,0()1,0(;)1,0()1,0( 41,142,14,15,1 <<<< ss  ...;)1,0()1,0( 414,1415,1 << s

Exemplu .)()())(( 33
1

33
1

3
2

3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

bababbaaba −=−=++−
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Exerciţii şi probleme propuse 

A
Profilurile umanistic, arte, sport

1. Să se calculeze:

a) ;
2
3

53
1

1

−
− ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛+⋅                b) ;

108,21028,9

9
65

5,0

−− ⋅−⋅
               c) ;

52

5
1

2504,0

4

1

2

⋅

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅⋅
−

−

d) ;
625
1

5
1

125
1

25
1

31045

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−−

             e) ;)5,2()4,0()73,2( 220 ⋅⋅ −              f) .
3)5,0(
4
7

73

12

1

−

−

⋅

⋅⋅

2. (  2011) Completaţi caseta astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:   „Dacă ,,2 ∗
+∈= Raax  atunci =+12x ”.

3. (  2021) Scrieţi în casetă un număr întreg astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:   „ ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
3
2  

16
81= ”.

 Puterea cu exponent real a unui număr pozitiv posedă aceleaşi proprietăţi ca şi cea
cu exponent raţional. Să demonstrăm, de exemplu, proprietatea 1° din teorema 2.
Demonstraţie:
Din inegalităţile duble nn xxx ′<≤  şi ,nn yyy ′<≤  unde nnnn yyxx ′′ ,,,  sunt aproximările

zecimale ale numerelor reale x, y, obţinem nnnn yxyxyx ′+′<+≤+  şi pentru 1>a  avem
,nn xxx aaa ′<≤  ., N∈<≤ ′ naaa nn yyy  Înmulţind membru cu membru aceste inegalităţi, obţi-

nem ,
''
nnnn yxyxyx aaaaaa <≤  sau .nnnn yxyxyx aaaa ′+′+ <≤  Întrucât yxa + , de asemenea, tre-

buie să satisfacă ultima inegalitate dublă pentru ,N∈n  în baza unicităţii numărului ce satis-
face aceste inegalităţi, rezultă că .yxyx aaa +=   

1. Puterea cu exponent iraţional a unui număr 0≤a  nu se defineşte.
2. Pentru 0>a  şi x real, valoarea lui xa  este cuprinsă între două puteri cu exponenţi

raţionali ale lui a, care, conform celor menţionate anterior, sunt pozitive. Astfel, valoarea
lui xa  este un număr pozitiv.

Exerciţii
rezolvate

1. Să se calculeze .
2
1

273 −

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

Rezolvare:

.5122)2(
2
1

2
1

2
1 991

981
27

3

===⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−
−−

−

2. Să se compare:
a) numerele reale x şi y, dacă se ştie că ;)57()57( yx −≥−
b) cu 1 numărul .)57( 2,1−
Rezolvare:
a) Fiind date două puteri cu aceeaşi bază, vom stabili dacă această bază este mai mare

sau mai mică decât 1. Deoarece ,57,253,352,372 >−<−<−<<<<  obţinem
că .1570 <−<  În baza proprietăţii 6° din teorema 2, rezultă că .yx ≤

b) Avem .1)1()57( 02,1 =<−

 Reţineţi!

B

4.  Lucraţi în perechi!  Să se aducă la forma cea mai simplă expresia:

a) ;
3
2

3
1

3
1

3
2

ba
bbaa

+
+−          b) ;

2
2 2

1

x
xx +          c) ;

2

4

2
1

4
3

2
1

aa

aa

+

−          d) .
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

ba

ba

aba

b

bba

a +−
−

+
+



32

M
O

D
U

LU
L

3 Radicali. Puteri. Logaritmi

5.  Investigaţi!  Să se compare cu 1:   a) ;
3
1

2,1

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛                b) ;
3
5

10

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛                c) .)3( 5,1−−π

6. Preţul unui produs era de 100 u.m., iar după două majorări succesive cu acelaşi număr de procente, a devenit 125,44 u.m.
Cu câte procente s-a majorat preţul de fiecare dată?

C

7. Reţeaua cristalină a sării de bucătărie (NaCl) constă din 4 ioni de natriu ( +Na ) şi
4 ioni de clor ( −Cl ), aranjaţi în vârfurile unui cub având diagonala feţei egală cu

8104 −⋅ cm. Câte cubuleţe de acest fel sunt (aproximativ) într-un bob de sare ce are
volumul de 0,1  mm3?

8. Să se determine valoarea lui x, dacă o latură a dreptunghiului are lungimea egală
cu 2

3

x cm, cealaltă – cu 2x cm, iar aria dreptunghiului este de 15 cm2.

−Cl

−Cl
−Cl

−Cl +Na

+Na

+Na

+Na

Profilul real
A1

1. Să se calculeze:

a) ;
5

5952
18

1920 ⋅−⋅ b) ;)25,6(
4
1

)34,0(4 5,0

5,0

01 ⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛+⋅−

c) ;)1,0()7()3,0(
3
5 401

4
3

4

−−

−

⋅⋅⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ d) ;
54

)2,0(255)2,0(
2

4441

⋅
⋅⋅⋅ −−

                    e) .)9(9)3( 271361 −− ⋅

2. (  2012) Scrieţi în casetă exponentul respectiv al puterii:   222 =+ nn  .

3. (  2019) Calculaţi valoarea expresiei: .8
2
1 3

21

+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−
−

4. (  2022) Calculaţi valoarea expresiei: .8325
3

−

B1

5.  Lucraţi în grup!  Să se aducă la forma cea mai simplă expresia (în DVA respectiv):

a) ;
2 3

1
3
1

3
2

3
2

3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

ba
baa

bbaa

ba
+

+−
+−

+ b) ;
1

1

1

11
:

1

1
1

1
2
1

2

1

3

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++

−
−− −−−

−

x
x

x
xx

x

x

c) ;
2

3

2

3 2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

yx

yx

yx

yyxx

yx −⋅
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−+

+−

+ d) ;2

:8

42
3

333
4

3
2

33
2

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⋅−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

++

y
x

xyxyx

yxyx

e) ( ) ;)7(
52

5
−

f) .
15

5

25

75
27

337

108

48

⋅

6.  Investigaţi!  Să se compare cu 1:

a) ;)35( 2
1−

−                 b) ;)17( 3
1

−                 c) ;)13( 2
7

−                 d) ;
7
2

32 +

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛                 e) .)27(
8
3

3
1

1

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

7. Să se verifice egalitatea: ,2))1(2())1(2( 2
1

2
1

2
1

2
1

=−−+−+ xxxx  dacă .21 ≤≤ x

C1

8. Căreia dintre mulţimile −
∗
++ RRRR ,,,  trebuie să apar-

ţină numerele a, b, asrfel încât să fie adevărată egalitatea

?)( 3
1

3
1

3
1

baab ⋅=

9. Să se determine DVA şi să se aducă la forma cea mai

simplă expresia .
1|1|

42
3

3 9345

−−
+⋅+

m

mmm
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Exemple a) ,
2
1

2log2 =  deoarece ;22 2
1

=      b) ,49log
3

=  deoarece .9)3( 4 =

1. Condiţia 1≠a  este necesară în definiţia logaritmului, fiindcă, în caz contrar, conform
definiţiei logaritmului, 11 =b  pentru orice R∈b  şi, astfel, numărul b este nedeter-
minat.

2. Condiţia ca a şi c să fie numere pozitive este impusă de conceptul putere cu exponent
real şi de faptul că această putere ia numai valori pozitive. Astfel, expresiile de tipul
log3(–6), log(–3)9 nu au sens.

3. În unele cazuri, în calcule se folosesc logaritmii zecimali (se notează ,log10= cclg

)0>c  şi/sau logaritmii naturali (se notează ,0,log >= ccc eln  unde e = 2,7182...
este un număr iraţional, care va fi definit ulterior).

4. La noţiunea de logaritm al unui număr se va reveni în modulul 7.

 Reţineţi!

§ 3 Logaritmi

3.1. Noţiunea de logaritm

În paragraful precedent a fost definită puterea c a unui număr real pozitiv a cu exponent
real arbitrar b, astfel încât .0, >= ccab  Egalitatea cab =  generează problema: există oare

,R∈x  astfel încât ?...},,
4
3

,27,10,9{ π∈xa

De exemplu, pentru ,3=a  obţinem .27,9 32 == aa
În caz general, determinarea lui x astfel încât ,,, **

++ ∈∈= RR yaya x  a servit drept unul
dintre motive pentru a defini noţiunea de logaritm.

Vom enunţa fără demonstraţie

eorema 3 Pentru orice numere reale pozitive ,1,, ≠aca  există un unic număr real b care verifică
egalitatea .cab =

bservaţie Unicitatea numărului b rezultă din proprietatea 8° a puterii.

Se numeşte logaritmul numărului pozitiv c în baza ,1,0, ≠> aaa  numărul real b
pentru care .cab =

Se notează: .log bca =
Prin urmare, cabc b

a =⇔=log   (1).
Substituind b în egalitatea (1), se obţine identitatea logaritmică fundamentală:

ca ca =log   , .1,, * ≠∈ + aca R

efiniţie

Logaritmii au fost definiţi de savantul scoţian John Napier (1550–1617). El a descoperit
că înmulţirea și împărţirea numerelor se pot efectua prin adunarea, respectiv prin scăde-
rea logaritmilor acestor numere. Johannes Kepler, savant german, de exemplu, utiliza
logaritmi în baza 10 pentru efectuarea unor calcule complicate în domeniul astronomiei.
Astăzi, este greu de găsit un domeniu al știinţei în care să nu se utilizeze logaritmii.
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3.2. Proprietăţile logaritmilor

eorema 4 (proprietăţi ale logaritmilor)

Pentru ,,1,1,,,, * RR ∈≠≠∈ + αcayxca  avem:
1° ;1log =aa

2° ;01log =a

3° xa xa =log  (identitatea loga-
ritmică fundamentală);

4° ;loglog)(log yxxy aaa +=

5° ;logloglog yx
y
x

aaa −=

6° ;loglog xx aa αα =

7° );0(log1log ≠= ααα xx aa

8° ;
log
log

log
a
x

x
c

c
a =

9° ;
log

1log
a

c
c

a =

10° ;loglog yxyx aa =⇔=
11° ,loglog0 yxyx aa >⇒>>  dacă 1>a

şi ,loglog yx aa <  dacă .10 << a

bservaţie Proprietăţile 4°–7° pot fi generalizate prin proprietăţile 12°–15°.

eorema 5 (proprietăţi ale logaritmilor, generalizare)

Pentru ,,2,,, *** ZRR ==∈∈ −+ kkvux α  au loc egalităţile:
12° |;|log||log)(log vuuv aaa += 14° |;|loglog uu aa αα =

13° |;|log||loglog vu
v
u

aaa −= 15° .log
1

log || xx uu αα =

Exerciţiu
rezolvat

Să se aducă la forma cea mai simplă expresia: .350log5,0log10log 55

2

5 +⋅+=A

Rezolvare:
Utilizăm proprietăţile logaritmilor şi exprimăm termenii expresiei A prin logaritmi în

baza 5:
3)225(log)2(log))52((log 5

1

5

2

5 =+⋅⋅+⋅= −A

3)2log5(log2log)5log2(log 5

2

55

2

55 =++⋅−+=

.43)2(log2log212log22log 2

555

2

5 =+−−++=

Demonstraţie:
Proprietăţile 1° şi 2° rezultă din egalităţile aa =1  şi respectiv .10 =a

3°  Fie ,1, ≠= axab  atunci .log xb a=  Substituind b în prima egalitate, obţinem .log xa xa =

4°  Aplicând proprietatea 3°, obţinem .loglogloglog)(log yxyxxy aaaaa aaaxya +=⋅==  În baza
proprietăţii 8° a puterii, rezultă că .loglog)(log yxxy aaa +=

Proprietăţile 5° şi 6° se demonstrează în mod analog cu demonstrarea proprietăţii 4°.

7° ,)()(
log

1
loglog xxx a

aa aaxa ααα α ===  deci .log
1

log xx aa αα =

8°  .)( log

log

log

log

loglog

log
log

loglog a

x

a

x

aa

x
a

xx c

c

c

c

cc

c
c

ca acccxa =====
⋅

 Egalând exponenţii, obţinem pro-
prietatea respectivă.

Proprietatea 9° rezultă din proprietatea 8°, înlocuind cx =  şi ţinând cont că .1log =cc

Proprietăţile 12°–14° rezultă din proprietăţile 4°–7°, substituind uv  cu |,| uv  
v
u  cu

,v
u  αu  cu .|| αu    
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În baza proprietăţilor 3° şi 6°, orice număr pozitiv se poate reprezenta ca putere a oricărui
alt număr pozitiv sau ca logaritmul unui număr pozitiv în orice bază pozitivă diferită de 1.
Într-adevăr, .1,,,log *log ≠∈== + ccacca a

c

ac R  Aceste reprezentări sunt utile în diverse
situaţii: la rezolvarea ecuaţiilor, inecuaţiilor ş.a.

Exerciţii şi probleme propuse 

A
Profilurile umanistic, arte, sport

1. Să se calculeze:
a) ;25 3log5 b) ;

5log

25log

2

2 c) ;2log9log5log 543 ⋅⋅

d) ;4log2

5,0 e) ;5
3log24log 55

+ f) (  2022)  .44log
2

−

2. (  2023) Calculaţi: .5,432log4 −

3. (  2012) Completaţi caseta astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:   „ =⋅ 5log 773 ”.

4. (  2014) Scrieţi în casetă un număr întreg, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:   „
2

log  = 2”.

B

5.  Lucraţi în perechi!  Să se determine x, dacă .256lg25,0625lg5,02lg35lg2lg +−−=x

6. Să se aducă la forma cea mai simplă expresia: .81log8log36log3log 4336
⋅+⋅

7.  Investigaţi!  Să se arate că:   a) ;2431036 36log2lg15log 96 =−+ −      b) .363381 9log
2

16log9log
1

795 =++

8. (  2021) Calculaţi valoarea expresiei: .4log6log 33
−

9. Să se exprime prin a şi b numărul .7log,2lgdacă,56lg 2 ba ==

C
10. Să se ordoneze crescător numerele .5log,1,3log 22 11. Efectuând potenţierea, să se arate că .5,02log3 >

 Reţineţi!

Operaţia prin care unei expresii E, E > 0, i se asociază ,1,0,log ≠> aaEa
 se numeşte

operaţie de logaritmare, iar operaţia inversă acesteia (scrierea expresiei, fiind dat
logaritmul ei) se numeşte operaţie de potenţiere.

bservaţie Compararea logaritmilor cu aceeaşi bază se efectuează astfel: dacă ,1>c  atunci
,loglog baba cc <⇔<  iar dacă ,10 << c  atunci .0,,loglog >>⇔< bababa cc

Exerciţiu
rezolvat

Să se compare:
a) 3log 2  cu 1,5;          b) 

3
1

lg  cu .
5
1

lg

Rezolvare:
a) Presupunând că ,5,13log2 <  prin potenţiere, în baza proprietăţilor puterii, obţinem

.2322 5,15,13log2 <⇔<  Ultima inegalitate este falsă, fiindcă .322222 32
3

5,1 <===  Deci,
adevărat este că .5,13log2 >

b) Deoarece ,
5
1

3
1 >  în baza proprietăţii 11° avem .

5
1

lg
3
1

lg >

 Reţineţi!
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Profilul real
A1

1. (  2013) Scrieţi în casetă unul dintre semnele >, <
sau =, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:

„ 3log
3

 
9
1

log
3
1 ”.

2. (  2015) Scrieţi în casetă unul dintre semnele >, <
sau =, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:

„
2
1

log2  0”.

3. (  2017) Scrieţi în casetă unul dintre semnele >, <
sau =, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:

„ 8log3  8log2 ”.

B1

5. Prin potenţiere, să se determine x, dacă .25log25log
2
1

5log2log 2
55

4
55 −−+=x

6. (  2022) Determinaţi valoarea expresiei: .
25
1

log2 5

36log4 −

7. (  2021) Calculaţi valoarea expresiei: .37 2
1

3log49
−

⋅

8. Să se determine:
a) ;5log,3logdacă,8log 303030 ba ==                b) .24log,12logdacă,168log 12754 ba ==

9.  Lucraţi în perechi!  Utilizând proprietăţile puterilor, să se arate că:

a) ;7,02log6,0 3 <<           b) .2)7,0( 3
1

3
1 −

>

Exerciţii şi probleme recapitulative 

1. Să se calculeze:
a) ;643 b) ;

4
9

log4log 33 + c) ;027,053

d) ;1,0)09,0())6,0(( 4275,04 1 −−−− ⋅⋅
−

e) (  pretestare, 2024) .5,2125log5 −

2.  Investigaţi!  Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiei:

a) ;7227 >                b) ;5,0log2log
33

<                c) ;3162813 −=+                d) .25log
9
5

log 33 =−

3. Să se calculeze:      a) );563125()53227( −+⋅+−                 b) .4:5,02 34
1

−⋅

4. Ştiind că 2344 =+ −aa , să se determine valoarea expresiei .22 aa −+

A

Profilurile umanistic, arte, sport

C1

10.  Lucraţi în grup!  Pentru valorile admisibile ale variabilelor, să se arate că:

a) ;log1
log

log
b

x

x
a

ab

a +=  b) ;7dacă,
2

||lg||lg

3
||

lg 22 abba
baba =++=+ c) ;

loglog

loglog
log

cc

cc
c

ba

ba
ab +

⋅=

d) ;lglg

lglg

aa a

a

= e) ;loglog)log(log2loglog 2 ppppnp nnnpnpn =−⋅++ f*) .0
loglog =− ab ba ba

11*. Să se aducă la forma cea mai simplă expresia: ,loglog2loglog mmmm babababa −+−+ ⋅−+  dacă ,222 bam −=
.1,)(, * ≠±∈± + babam R

4. Pentru valorile admisibile ale variabilelor să se aducă la
forma cea mai simplă expresia:
a) |;|loglog 22 bab −
b) ;loglog 42

2 bb
aa +

c) ;1log)log(log)2log(log −−++ abbab bababa

d) ;
2log

192log

2log

24log

12

2

96

2 −

e) ;log)loglog)1log(log6( 2
1

26
2 bbbba aaaab −+++ −

f) .18
2
1

2log3
1

log2
1

1
24 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

+
aaa
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B1

4.  Investigaţi!  Să se precizeze valoarea de adevăr a propoziţiei:

a) ;7257253 33 +=−+ b) .312918996 3 3333 −−=−

5.  Lucraţi în grup!  Să se aducă la forma cea mai simplă (pentru valorile admisibile ale variabilelor):

a) );)22(16)(1622( 3
1

25,025,03 +− −− b) ;393 36log5log3log

1

935 +−

c) ;
1

3

2
3 3

3 ab

aab
ba

baa −
−+⋅

⋅+
d) ).2(log)2(log)2(log

6
16

3
6

−+−+− aaa

6. Să se compare:

a) ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − 6
116log6

11log 23,0  cu 0; b) 22 ))2(( −  cu ;))3(( 33 − c) 
4
1

5
1

2
5

)4( ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛  cu ;)8(

6
1

4
1

2 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

d) 7log
2

 cu ;3log 2,0 e) (  2023) 325,0 5,0 +  cu .28 5,0⋅

B

5.  Lucraţi în perechi!  Să se aducă la forma cea mai simplă:

a) ;
21

4
2:12

12
1 2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++− x
x

xx
x

b) .2log9log5log 543 ⋅⋅

6. Să se compare numerele:

a) 24  şi ;273 b) 16)5(  şi .5
1 10−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

7. Să se raţionalizeze numitorul raportului:
a) ;

36
3
+

                b) ;
53

4
33 +

                c*) .
523

1
−−

C
8. La o staţiune balneară, într-un bazin de forma unui paralelipiped dreptunghic

cu dimensiunile bazei de 2,0 m şi 2,3 m se toarnă apă curativă până la nivelul
de 1,77 m. Apa se aduce în vase de formă cubică. Sunt disponibile vase cu muchia
de: 1,9 m, 1,95 m, 2,0 m, 2,05 m, ... Care este lungimea muchiei celui mai mic vas,
astfel încât cu apa din el să se umple bazinul maxim posibil, fără a depăşi nivelul
preconizat?

9. Cineva afirmă că 23 < , întrucât din 23 )5,0()5,0( <  rezultă consecutiv:
.23,5,0lg25,0lg3,)5,0lg()5,0lg( 23 <<<

Unde s-a comis greşeala?

Profilul real
A1

1. (  2014) Scrieţi în casetă unul dintre semnele >, < sau =, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:

„
8
1

log2  3 8− ”.

2. (  2016) Scrieţi în casetă unul dintre semnele >, < sau =, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:

„ 3

27
8−  

4
3− ”.

3. Să se arate că: a) ,21212 =−−+−+ xxxx  dacă ;21 ≤≤ x

b) ),log(log2
1

3log baba
ccc +=+  dacă .1,,,,722 ≠∈=+ ∗

+ ccbaabba R

A F
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C1
7. Pentru care valori ale lui a are loc egalitatea ?)1,0(),(log2log 2 ≠>−= bbaa bb

8. Să se calculeze:
a) ,8log

3
 dacă ;3log12 a=                                                    b) ,8log30  dacă .5log,3log 3030 ba ==

9. Să se determine numărul natural n pentru care are loc egalitatea .273333 513852 =⋅…⋅⋅⋅ −n

Test sumativ
    Timp efectiv  de lucru:45 de minuteProfilurile umanistic, arte, sport

În itemii 1, 5 indicaţi litera care corespunde variantei corecte.

1. Toate valorile variabilelor a, b pentru care 333 baab ⋅=  aparţin mulţimii
A  .+R                     B  .R                     C  .∗

+R                     D  Z.

2. Comparaţi numerele 73  şi .37

3. Determinaţi valoarea de adevăr a propoziţiei:

a) ;48 23
2

=                           b) .333 4
3

4
1

2
1

=⋅

4. Raţionalizaţi numitorul raportului .
57

214
+

5. Valoarea expresiei 
26
3

3
13

)8( ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

 este:

A  mai mare decât 1.               B  mai mică decât 1.               C  egală cu 1.

6. Calculaţi: .1,1,2 log
2

1loglog
2

>>+− + babaa bba aab

Profilul real

În itemii 1, 4 indicaţi litera care corespunde variantei corecte.
1. Toate valorile variabilelor a, b pentru care ,, *222 N∈⋅= nbaab nnn  aparţin mulţimii

A  .+R                     B  .R                     C  .∗
+R                     D  Z.

2. Comparaţi 3
1

3 )4(  cu .)2( 4
1

3

3. Aduceţi la forma cea mai simplă expresia .

)()( 4
5

4
1

44
1

44
5

3223

xyxxyy

yyxxyx

−+−

−−+

4. Valoarea expresiei 3

27

2
313

16
8
1

4
2
1 ⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛  este:

A  mai mare decât 1.             B  mai mică decât 1.             C  egală cu 1.

5. Calculaţi:  .)256(loglog 5
1

42−

6. Determinaţi valorile admisibile ale variabilei a şi aduceţi la forma cea mai simplă expresia:

).17(:)232( 49
32

274/1
2 log4)1(loglog

−−−− + aa aaa

A F
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Triunghiuri. Cercul şi discul.

Recapitulare şi completări
34MODULUL

identificarea şi utilizarea axiomelor, definiţiilor şi teoremelor specifice geometriei în plan;
aplicarea elementelor de geometrie în diverse contexte;
identificarea şi aplicarea triunghiurilor şi a proprietăţilor acestora în diverse situaţii;
identificarea şi aplicarea cercului, a discului şi a proprietăţilor acestora în situaţii reale şi/
sau modelate.

Obiective

§1 Elemente de geometrie deductivă
În cursul gimnazial de geometrie aţi învăţat să distingeţi şi să definiţi principalele figuri

geometrice din plan şi din spaţiu, să recunoaşteţi proprietăţile fundamentale ale acestor
figuri în baza experienţei prin construirea repetată, observarea atentă şi descrierea lor. Din
aceste observaţii experimentale s-au dedus reguli şi s-au formulat definiţii ca generalizări
ale proprietăţilor observate. Aceasta este metoda intuitivă (inductivă) de studiere a
geometriei.

În cele ce urmează vom aprofunda şi vom sistematiza aceste deprinderi, competenţe
prin utilizarea, deopotrivă cu metoda intuitivă, a metodei raţionale (deductive) de studiere
a geometriei.

Esenţa metodei raţionale de studiere a geometriei constă în faptul că proprietăţile figurilor
geometrice sunt stabilite în virtutea unor raţionamente precise, care nu iau în considerare tot
ce are în particular figura examinată, ci se bazează doar pe proprietăţile ei generale. Astfel,
raţionamentul capătă un caracter universal, adică este valabil atât pentru figura cercetată,
cât şi pentru toate figurile care posedă aceleaşi proprietăţi.

Geometria este o imensă grădină și fiecare, intrând
în ea, își poate alege un buchet după placul său.

David Hilbert

Noţiunile fundamentale (care nu se definesc) ale geometriei sunt: punct, dreaptă, plan
(ca mulţimi de puncte), distanţă, măsură a unghiului. Relaţiile fundamentale sunt: de
incidenţă, de ordine, de congruenţă şi de paralelism.

Vom formula propoziţii ce exprimă relaţii între noţiunile fundamentale. Aceste propoziţii
se consideră a priori adevărate şi se numesc axiome. În ele sunt enunţate proprietăţi
cunoscute ale figurilor geometrice, utilizate pe larg în clasele gimnaziale.

Sistemul de axiome folosit în acest manual este o variantă modificată a sistemului de
axiome al lui D. Hilbert şi se clasifică în următoarele grupe:

1) axiome de incidenţă (I);
2) axiome de ordine (O);
3) axiome de măsurare (M) şi de construcţie (C) a segmentelor şi unghiurilor;
4) axioma de existenţă a unui triunghi congruent cu un triunghi dat (PT);
5) axioma paralelelor (P).

David Hilbert
(1862–1943) –
matematician

german
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  Axiome de incidenţă

I1 Două puncte distincte determină o dreaptă şi numai una.
I2 Oricare ar fi dreapta, există puncte ce-i aparţin şi puncte ce nu-i aparţin.

Dreapta se notează cu literele mici ale alfabetului latin (fig. 4.1 a). Dacă A şi B sunt
puncte distincte ce aparţin unei drepte, atunci dreapta poate fi notată AB (fig. 4.1 b). În
figura 4.1 c) punctele distincte A şi B aparţin dreptei a ( aBaA ∈∈ , ), iar punctele C şi D nu
aparţin dreptei a ( aDaC ∉∉ , ).

Fig. 4.1

A B a C

DA
B

aa
a) b) c)

  Axiome de ordine
Axiomele de ordine pun în evidenţă relaţiile dintre punctele situate pe o dreaptă. Aceste

relaţii se exprimă prin „a fi între” sau „a se afla între” etc.

O1 Din trei puncte distincte ale unei drepte, unul şi numai unul se află între celelalte
două.

Fie punctele A, B, C situate pe dreapta a (fig. 4.2).
Propoziţiile 1)–4) sunt echivalente.

1) Punctul C se află între punctele A şi B.
2) Punctul C este situat între A şi B.
3) Punctele A şi B se află de o parte şi de alta a punctului C.
4) Punctele A şi C sunt situate de aceeaşi parte a punctului B.

O2 Oricare ar fi două puncte distincte A şi B pe dreapta determinată de ele, există cel
puţin un punct C, astfel încât B se află între A şi C.

O3 Orice dreaptă împarte mulţimea punctelor planului ce nu aparţin dreptei în două
submulţimi disjuncte nevide de puncte, numite semiplane, astfel încât segmentul
determinat de două puncte oarecare din se-
miplane diferite intersectează dreapta (seg-
mentul AC), iar segmentul determinat de două
puncte distincte din acelaşi semiplan nu inter-
sectează dreapta (segmentul AB) (fig. 4.3).

A Ba

Fig. 4.2

C

  Axiome de măsurare şi de construcţie a segmentelor şi unghiurilor

M 1 Fiecărui segment i se asociază un unic număr nenegativ, numit lungimea seg-
mentului. Lungimea unui segment este egală cu zero dacă şi numai dacă segmentul
este nul. Lungimea unui segment este egală cu suma lungimilor segmentelor în
care el este împărţit de orice punct interior al său.

Lungimea segmentului [AB] se notează AB.
Folosind diferite unităţi de măsură (metrul, centimetrul, kilometrul etc.), obţinem diferite

valori numerice ale lungimii unui segment.

a

A

B

C

D

Fig. 4.3

β
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M 2 Fiecărui unghi i se asociază o singură măsură în grade, cuprinsă între 0° şi 180°.
Unghiului alungit i se asociază 180°, iar unghiului nul i se asociază 0°. Măsura unui
unghi este egală cu suma măsurilor unghiurilor în care el este împărţit de orice
semidreaptă cu originea în vârful unghiului şi situată în interiorul lui.

C1 Pentru orice număr real nenegativ p, pe o semidreaptă dată, există un unic punct
care, împreună cu originea semidreptei, determină un segment de lungime p.

C2 Pentru orice ,1800, °<<° ϕϕ  în semiplanul dat, determinat de dreapta suport a
oricărei semidrepte date, există un unic unghi de măsura ϕ, o latură a căruia este
semidreapta dată.

Noţiunile noi în geometrie se introduc cu ajutorul definiţiilor.

Exemple 1. Dreapta care trece prin mijlocul unui segment şi este perpendiculară pe el se numeşte
mediatoare a segmentului.

2. Segmentul care uneşte vârful triunghiului cu mijlocul laturii opuse acestui vârf se
numeşte mediană a triunghiului.

3. Punctele care aparţin aceleiaşi drepte se numesc puncte coliniare. În caz contrar,
punctele se numesc necoliniare.

Teoremele sunt proprietăţi importante care se demonstrează. Cunoaştem, că majoritatea
teoremelor din cursul de geometrie se formulează (sau pot fi formulate) sub forma:
„Dacă A, atunci B”, unde A şi B sunt enunţuri care se numesc, respectiv ipoteza şi
concluzia teoremei (a se vedea Modulul 2).
Ipoteza teoremei se numeşte condiţie suficientă pentru concluzie, iar concluzia se
numeşte condiţie necesară pentru ipoteză.
Demonstraţia teoremei este o înlănţuire riguroasă de deducţii bazate pe axiome, teoreme
sau pe proprietăţi deja demonstrate.

 Reţineţi!

Exemplu Să analizăm demonstraţia schematică a teoremei:
„Dacă figura ABC este un triunghi, atunci suma măsurilor unghiurilor interioare ale ABC∆

este egală cu 180°”.
A

B

DE
1

2 3

45

C
Fig. 4.4

Ducem BCAD ||  (fig. 4.4).
),3(m)2(m)1(m ∠+∠+∠=S

52 ∠≡∠  (unghiuri alterne interne), 43 ∠≡∠  (unghiuri alterne interne),
deci ).5(m)4(m)1(m ∠+∠+∠=S

,180)5(m)4(m)1(m °=∠+∠+∠  deoarece EAD∠  este alungit.
Astfel, .180°=S

  Axioma de existenţă a unui triunghi congruent cu un triunghi dat

PT (axioma de permutare congruentă a triunghiului). Fie triunghiul ABC şi
semidreapta [A

1
M. Atunci, în semiplanul dat, determinat de dreapta A1M, există

un triunghi congruent cu triunghiul ABC, astfel încât un vârf al acestui triunghi
coincide cu A1, al doilea vârf, B1, aparţine semidreptei [A

1
M, iar al treilea vârf, C1,

se află în semiplanul dat.

P (axioma paralelelor). Prin orice punct ce nu aparţine unei drepte trece o unică
dreaptă paralelă cu dreapta dată.
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Exemple 1. Reciproca teoremei: „Dacă două coarde ale unui cerc sunt congruente, atunci ele sunt
situate la distanţe egale de centrul cercului” este teorema: „Dacă două coarde ale unui
cerc sunt situate la distanţe egale de centrul cercului, atunci ele sunt congruente”.

2. Reciproca teoremei: „Dacă un patrulater este dreptunghi, atunci diagonalele lui sunt
congruente” este propoziţia: „Dacă diagonalele unui patrulater sunt congruente, atunci
el este dreptunghi”, care este falsă.A B

D C
Fig. 4.5

În figura 4.5, ABCD este patrulater cu diagonalele AC şi BD congruente,
dar ABCD nu este dreptunghi!

3. Reciproca propoziţiei: „Dacă un patrulater este dreptunghi, atunci laturile lui sunt
congruente” este propoziţia: „Dacă laturile unui patrulater sunt congruente, atunci
patrulaterul este dreptunghi”. Ambele propoziţii sunt false.

Convenim ca enunţurile a două teoreme reciproce una pentru alta să fie formulate ca o
singură teoremă, utilizând îmbinările „condiţie necesară şi suficientă” sau „dacă şi numai
dacă” sau „atunci şi numai atunci”.

Astfel, cele două teoreme reciproce din exemplul 1 pot fi enunţate împreună, astfel:
„Condiţia necesară şi suficientă pentru ca două coarde ale unui cerc să fie congruente este
ca ele să fie situate la aceeaşi distanţă de centrul cercului” sau: „Două coarde ale unui cerc
sunt situate la aceeaşi distanţă de centrul cercului dacă şi numai dacă ele sunt congruente”.

Propoziţia: „Diagonalele rombului sunt reciproc perpendiculare” este teoremă. Aceeaşi
teoremă poate fi formulată astfel: „Dacă un paralelogram este romb, atunci diagonalele lui
sunt reciproc perpendiculare”. Acum putem formula uşor reciproca ei: „Dacă diagonalele
unui paralelogram sunt reciproc perpendiculare, atunci el este romb”. Aceasta este, de
asemenea, teoremă.

Demonstraţiile teoremelor pot fi de tip direct sau de tip indirect, numite şi demonstraţii
prin reducere la absurd. În astfel de demonstraţii, adevărul concluziei rezultă din falsitatea
negaţiei acesteia (a se vedea Modulul 2).

La demonstraţie am aplicat teorema despre congruenţa unghiurilor alterne interne
(teorema 2). Demonstraţia se bazează pe axioma paralelelor (P) şi pe axioma M2.

Sunt prezente implicit şi definiţii: definiţia paralelelor, a secantei, a unghiului, a triunghiului,
a unghiurilor alterne interne.

De asemenea, sunt folosite implicit noţiunile nedefinite: „punct”, „dreaptă”, „egalitate”.
Se utilizează şi diferite operaţii logice.

Fie propoziţia: „Dacă I, atunci C” (1).
Schimbând locurile ipotezei şi concluziei propoziţiei (1), obţinem o nouă propoziţie:

„Dacă C, atunci I”  (2).
Aceste două propoziţii pot fi:

1) ambele adevărate,
2) una adevărată şi alta falsă,
3) ambele false.

Dacă ambele propoziţii sunt adevărate, atunci ele sunt teoreme şi se numesc teoreme
reciproce una pentru alta. De obicei, una dintre aceste teoreme se numeşte teoremă directă,
iar cealaltă se numeşte reciproca celei directe (a se vedea Modulul 2).
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Exemplu Teoremă. Dacă două drepte sunt paralele, atunci orice dreaptă
care o intersectează pe una o intersectează şi pe cealaltă.
Ipoteza. ,|| ba  c a, }{Pac =I  (fig. 4.6).
Concluzia. c b.
Demonstraţie. Aplicăm metoda reducerii la absurd.
Dacă presupunem că ,|| bc  atunci prin punctul P trec două drepte distincte a şi c paralele

cu dreapta b. Dar aceasta este absurd, deoarece contrazice axioma P a paralelelor. Prin
urmare, aşa cum c şi b nu pot fi paralele, ele trebuie să aibă un punct comun.

Amintim clasificarea perechilor de unghiuri ce se obţin la intersecţia a două drepte distincte
cu o a treia dreaptă, numită secantă.

Perechile de unghiuri (fig. 4.7):
(1, 5), (4, 8), (2, 6), (3, 7) se numesc unghiuri corespondente;
(4, 6), (3, 5) se numesc unghiuri alterne interne;
(1, 7), (2, 8) se numesc unghiuri alterne externe;
(4, 5), (3, 6) se numesc unghiuri interne de aceeaşi parte a secantei;
(1, 8), (2, 7) se numesc unghiuri externe de aceeaşi parte a secantei.

1 2
34

5 6
8 7

Fig. 4.7

Dacă două drepte intersectate de o secantă formează
(fig. 4.8):

1) sau două unghiuri alterne interne congruente;
2) sau două unghiuri alterne externe congruente;
3) sau două unghiuri corespondente congruente;
4) sau două unghiuri interne de aceeaşi parte a secantei suplimentare;
5) sau două unghiuri externe de aceeaşi parte a secantei suplimentare,

atunci sunt congruente unghiurile alterne interne, alterne externe şi cele corespon-
dente; de asemenea, sunt suplimentare unghiurile interne de aceeaşi parte a secantei
şi cele externe de aceeaşi parte a secantei.

eorema 1 ca

b

Fig. 4.8

Două drepte distincte sunt paralele dacă şi numai dacă
unghiurile alterne interne formate de o secantă cu
aceste două drepte sunt congruente (fig. 4.9).

eorema 2

b

a c

Fig. 4.9

Două drepte distincte sunt paralele dacă şi numai dacă
unghiurile alterne externe formate de o secantă cu
aceste două drepte sunt congruente (fig. 4.10).

eorema 3

Două drepte distincte sunt paralele dacă şi numai dacă
suma măsurilor unghiurilor interne de aceeaşi parte
formate de o secantă cu aceste două drepte este egală
cu 180° (fig. 4.11).

eorema 4

b

a c

Fig. 4.10

b

a c

Fig. 4.11

La intersecţia dreptelor a şi b cu dreapta c, unghiurile corespondente sunt congruente
dacă şi numai dacă a || b.

eorema 5

(proprietatea unghiurilor cu laturile respectiv paralele)
Două unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente dacă ambele sunt ascuţite
sau obtuze şi sunt suplimentare dacă unul este ascuţit, iar celălalt – obtuz.

eorema 6

P a

b

c

Fig. 4.6



45

M
O

D
U

LU
L

4Figuri geometrice în plan. Triunghiuri. Cercul şi discul. Recapitulare şi completări

Să demonstrăm, de exemplu, teorema 2.
Fie că dreptele AB şi CD intersectate de secanta EF formează

unghiurile alterne interne congruente CFE şi FEB (fig. 4.12). Să
demonstrăm că dreptele AB şi CD sunt paralele.

Demonstrăm prin metoda reducerii la absurd. Presupunem că
dreptele AB şi CD nu sunt paralele. Atunci ele trebuie să se intersectezeFig. 4.12

A B

F D

E

G

C

într-un punct G. Prin urmare, punctele E, F, G vor fi vârfurile triunghiului EFG al cărui unghi
exterior CFE este congruent cu unghiul interior BEF neadiacent lui, ceea ce contrazice
afirmaţia conform căreia unghiul exterior al unui triunghi nu poate fi congruent cu niciunul
din unghiurile interioare neadiacente.

Deoarece dreptele AB şi CD nu pot avea un punct comun, ele sunt paralele.
Invers, fie dreptele AB şi CD paralele. Să demonstrăm că unghiurile alterne interne CFE

şi FEB formate de acestea cu secanta EF sunt congruente.
Aplicăm metoda reducerii la absurd. Presupunem că unghiurile CFE şi FEB

nu sunt congruente, de exemplu, )(m)(m FEBCFE ∠>∠  (fig. 4.13). Din această
presupunere deducem că prin punctul F putem duce o dreaptă MN, diferită de
dreapta CD, astfel încât ).(m)(m FEBMFE ∠=∠  Conform demonstraţiei de
mai sus, dreptele MN şi AB sunt paralele, deoarece la intersecţia cu secanta EF
se obţin unghiuri alterne interne congruente MFE∠(  şi ).BEF∠  De aici rezultă

că prin punctul F trec două drepte distincte paralele (CD şi MN) cu aceeaşi dreaptă AB.
Dar aceasta contrazice axioma P a paralelelor.

Nu ne rămâne decât să admitem că unghiurile CFE şi BEF sunt congruente.   

1. Dacă două drepte sunt paralele, atunci orice perpendiculară pe una dintre ele este
perpendiculară şi pe cealaltă.

2. Două drepte perpendiculare pe aceeaşi dreaptă sunt paralele.
3. Perpendicularele pe două drepte concurente sunt, de asemenea, concurente.

Corolare

 Exerciţiu • Demonstraţi teoremele 1, 3–6.

Probleme propuse 

Profilurile umanistic, arte, sport

A

1. Să se formuleze o definiţie a:
a) diagonalei unui poligon; c) bisectoarei unui triunghi;
b) coardei unui cerc; d) rombului.

2. Definiţiile: a) „Reuniunea segmentelor ][...,],[],[ 13221 nn AAAAAA −  se numeşte linie frântă”;
b) „Pătratul este un paralelogram cu toate cele patru laturi congruente”

sunt incomplete. Cum pot fi transformate aceste definiţii pentru a deveni corecte?

3. Să se formuleze „ipoteza” şi „concluzia” în propoziţia:
a) Două unghiuri opuse la vârf sunt congruente.
b) Diametrul al unui cerc este mai mare decât orice coardă care nu trece prin centrul cercului.
c) Două triunghiuri sunt congruente dacă au laturile congruente.
d) Două drepte care au două puncte comune distincte coincid.

A B

F D

E

M

N

Fig. 4.13

C



46

M
O

D
U

LU
L

4 Figuri geometrice în plan. Triunghiuri. Cercul şi discul. Recapitulare şi completări

4.  Investigaţi!  Care dintre următoarele propoziţii sunt adevărate?
Pentru care dintre acestea sunt adevărate propoziţiile reciproce?
a) Mărimea unui unghi obtuz este mai mare decât mărimea unui unghi ascuţit.
b) Un triunghi care are două laturi congruente are şi două unghiuri congruente.
c) Suma măsurilor a două unghiuri suplimentare este egală cu 180°.
d) Dacă un patrulater convex are diagonalele congruente, atunci el este dreptunghi.

A F

Profilul real
A1

B

Ñ

5. Triunghiurile ABC şi LMN din desen sunt isoscele.
Dreapta ,|| ABa  dreapta .|| MNb  Să se arate că triun-
ghiurile CDE şi LQP sunt isoscele.

6. Triunghiurile ABC şi LMN din desen sunt dreptunghice.
Dreapta ,|| BCa  dreapta .|| LNb  Să se arate că triunghiu-
rile ADE şi PMQ sunt dreptunghice.

A B

D Ea

C

L M

N

Q

P

b
A

C

D Ea

B

L

M NQ

P

b

7. Dreptele a şi b din desen sunt paralele, c este secantă, AC şi BC sunt bisectoare.
Să se arate că .BCAC ⊥

9. Dreptele a şi b din desen sunt paralele, punctul M este mijlocul segmentului
AB, CD este secantă care trece prin punctul M. Să se arate că punctul M este
mijlocul segmentului CD.

8.  Lucraţi în perechi!  Dreptele a
şi b din desen sunt paralele, c este
secantă, AC este bisectoare. Să se
arate că ].[][ BCAB ≡

A

Bc

a

b
C

A

Bc

a

b
C

A

B
c

a

b

C

D

M

1.  Lucraţi în perechi!  Notăm cu P un patrulater şi considerăm propoziţiile:
1) P este un dreptunghi; 2) laturile lui P sunt congruente;
3) unghiurile lui P sunt congruente; 4) diagonalele lui P sunt congruente.

a) Să se formuleze trei afirmaţii care au ca ipoteză 1) şi drept concluzii, respectiv, 2), 3) şi 4).
b) Să se determine care dintre aceste afirmaţii este falsă şi care dintre cele trei afirmaţii reciproce este adevărată.

B1

2. Fie a şi b două drepte din planul P, concurente în punctul A. Să se descrie figura:
a) ;,, PbPaba UII                b) ).(}{,)( baAPba UIUI

3.  Investigaţi! Fie 
1D  şi 2D  două suprafeţe dreptunghiulare. În ce condiţii 21 DD U  este suprafaţă dreptunghiulară?

Dar ?21 DD I
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A

B

D

O

C
A

B

D

O

C

C1

5. Fie 1T  şi 2T  două suprafeţe triunghiulare congruente. Cum pot fi aranjate aceste suprafeţe în plan, astfel încât:
a) 21 TT I  să fie suprafaţă hexagonală;              b) 21 TT U  să fie suprafaţă triunghiulară;
c) 21 TT U  să fie suprafaţă mărginită de un paralelogram?

§ 2 Cercul şi discul

Cerc de centru O şi rază R, ,0>R  se numeşte mulţimea
punctelor planului situate la distanţa R de punctul O.
Se notează C (O, R) (fig. 4.14 a)).

Discul de centru O şi rază R, ,0>R  este format din mulţimea
punctelor planului a căror distanţă până la O nu întrece R.

Se notează D (O, R) (fig. 4.14 b)).

Mulţimea punctelor planului situate de la centrul O la distanţa mai
mică/mare decât raza cercului R se numeşte interiorul/exteriorul
cercului C (O, R).

 Ne amintim

A B

O

R

a

d

Rd >

a) exterioară cercului

Fig. 4.15

b) tangentă cercului
în punctul M

Rd =

A B

O

R
a

M

d

Rd <

A B

O
R

a
M N

d

c) secantă cercului
în punctele M, N

4. Să se demonstreze că:
a) bisectoarele a două unghiuri adiacente suplimentare sunt perpendiculare;
b) două unghiuri care au acelaşi vârf şi laturile respectiv perpendiculare
sunt congruente sau suplimentare;
c) măsura unghiului format de bisectoarea OB a unghiului AOC şi semi-
dreapta OD situată în interiorul unghiului AOB este egală cu semidiferenţa
măsurilor unghiurilor DOC şi DOA (vezi figura alăturată);
d) măsura unghiului format de bisectoarea OB a unghiului AOC şi semidreapta OD externă
unghiului AOC este egală cu semisuma măsurilor unghiurilor DOA şi DOC  (vezi figura
alăturată);
e) măsura unui unghi exterior al triunghiului este egală cu suma măsurilor unghiurilor interioare
neadiacente lui.

Poziţiile relative ale dreptei a faţă de cercul C (O, R) sunt reprezentate în figura 4.15.
Dreapta a este:

O

MR
rază

dia
m

etr
u

coard
ă

a)
B

A C

D

Fig. 4.14

O

GR
dia

metr
u

rază

b)
F

E
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Dacă dreapta a este tangentă la cercul C (O, R) în punctul M, atunci (fig. 4.15 b)):
1) punctul M este unicul punct comun al dreptei şi cercului;
2) dreapta a este perpendiculară pe raza OM în punctul M;
3) distanţa de la centrul O la dreapta a este egală cu raza R (d = R).

Poziţiile relative a două cercuri sunt reprezentate în figura 4.16. Cercurile ),( 1 rOC  şi
),( 2 ROC  sunt:

2O
Rr

1O

a) exterioare c) secante
în punctele M și N

2O
Rr

1O

M

N

M

2O
Rr

1O

b) tangente exterior
în punctul M

d) tangente interior
în punctul M

2O
Rr

1O
M Rr

21 OO =

e) concentrice

2O

R r

1O

f ) primul interior celui de al 2-lea,
al 2-lea exterior primului

Fig. 4.16

eorema 7 Cele două tangente (luate ca segmente) construite
la cerc din acelaşi punct exterior cercului au lungimi
egale ).( 21 ATAT =  Bisectoarea unghiului format de
aceste tangente trece prin centrul cercului (fig. 4.17).

 Exerciţiu • Demonstraţi teorema 7.

A

Fig. 4.17

O

1T

2T

– Două unghiuri înscrise în cerc care cuprind acelaşi arc sunt egale:
)m()m( BDCBAC ∠=∠  (fig. 4.18).

Fig. 4.18

C

A

B

D
O

– Unghiul la centru corespunzător arcului BC este egal cu dublul unghiului înscris
corespunzător arcului BC: ).(m2)(m2)m()m( BDCBACBOCBC ∠=∠=∠=e

M

A B
O

Fig. 4.19

– Dacă M este un punct de pe cercul C  de centru O şi diametru AB, cu M diferit de
A şi de B, atunci .90)m( °=∠AMB

Reciproc, dacă ,90)m( °=∠AMB  atunci punctul M este
situat pe cercul de diametru AB (fig. 4.19).

– Dacă prin punctul A al cercului C  sunt duse tangenta AB şi
coarda AC, atunci ADCACBAC ),m()(m

2
1

)m( ∠==∠ e
ABDC ||  (fig. 4.20).

Fig. 4.20

C

A B

D

O

 Reţineţi!
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Puterea punctului în raport cu cercul
Fie un cerc, un punct M, o dreaptă ce trece prin punctul M şi intersectează cercul în
punctele A şi B. Atunci produsul MBAM ⋅  nu depinde de alegerea dreptei (fig. 4.21).

Demonstraţie:

eorema 8

1) Considerăm cazul când punctul M nu aparţi-
ne cercului, adică se află sau în interiorul cercului
(fig. 4.21 a)), sau în exteriorul lui (fig. 4.21 b)).

Ducem prin punctul M două drepte: prima inter-
sectează cercul în punctele A şi B, iar a doua – în
punctele C şi D. Construim segmentele BC şi AD şi
obţinem că .~ CBMADM ∆∆  Din proporţionalitatea
laturilor acestor triunghiuri rezultă că

⇒==
MB
DM

MC
AM

BC
AD

.DMMCMBAM ⋅=⋅

2) Dacă punctul M este situat pe cerc (fig. 4.22), atunci acest punct
este o extremitate a coardei, adică punctul M împarte coarda în
două segmente, dintre care unul este nul.
În acest caz, .00 =⋅=⋅=⋅ ABABMMMBAM    

 Reţineţi!

B

Fig. 4.22

MA ≡

Probleme propuse 

Profilurile umanistic, arte, sport
A

B

1. Două cercuri cu razele de 15 cm şi 25 cm sunt tangente exterior. Să se afle distanţa dintre centrele cercurilor.
2. Două cercuri cu razele de 18 cm şi 30 cm sunt tangente interior. Să se determine distanţa dintre centrele cercurilor.
3. Pe un cerc se dau punctele distincte A, B, C şi D. Să se determine măsura unghiului ACD, dacă .50)(m °=∠ABD

4. Punctele A, B, C aparţin unui cerc de rază 18 cm. Să se calculeze lungimea coardei AC, dacă măsura unghiu-
lui ABC este de 30°.

În plus, ,22 aRMBMA −=⋅  când punctul M este interior cercului şi ,22 RaMBMA −=⋅
când punctul M este exterior cercului, unde R – raza cercului, iar a – distanţa de la punc-
tul M la centrul cercului.

5. (  2023) În desenul alăturat, punctele A, B şi C aparţin cercului de centru O, astfel
încât ,50)m( °=∠ABC  iar .)503()m( °−=∠ xAOC  Determinaţi valoarea lui x.

B

CA

D

M

a)
A B

C

D

Mb)

Fig. 4.21

O O

B

C

A
O

Produsul MBAM ⋅  se numeşte puterea punctului în raport cu
cercul dat.
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B C

AO

C

10.  Lucraţi în perechi!  Coardele AC şi BD ale unui cerc se intersectează în punctul E. Ştiind că ,cm20=AC

cm6=BE  şi că ,3:2: =ECAE  să se calculeze lungimea segmentului ED.

7. (  2015) În desenul alăturat, punctele A, B şi C aparţin unui cerc, astfel încât
AC este diametru şi .25)m( °=∠BAC  Scrieţi în casetă măsura unghiului ACB.

=∠ )m( ACB °.

8. (  2019) În desenul alăturat, coardele AB şi BC sunt congruente. Scrieţi în
casetă măsura în grade a arcului mic AB, dacă arcul mic AC este de 100°.

=)m( ABe °.

B

CA
O

25°

B

CA

O

Profilul real

A1

1. Să se arate că mediana corespunzătoare ipotenuzei unui triunghi dreptunghic împarte triunghiul în două triunghiuri
isoscele.

2. Să se arate că o dreaptă ce trece prin punctul de tangenţă a două cercuri tangente exterior le împarte astfel încât arcele
situate în semiplane diferite, mărginite de dreaptă, au aceleaşi măsuri.

3. Prin punctul A de tangenţă a două cercuri tangente exterior trec două drepte care intersectează primul cerc în punctele C
şi B, iar cercul al doilea – în punctele D şi E. Să se arate că triunghiurile cu vârfurile A, B, C şi A, D, E sunt asemenea şi că

.|| BCDE

B

C

A

O
120°

4. (  2021) În desenul alăturat, dreptele BA şi BC sunt tangente la cercul de centru
O în punctele A şi C  respectiv. Scrieţi în casetă măsura în grade a unghiului ABC,
dacă se cunoaşte că .120)m( °=∠AOC

=∠ )m( ABC .

9. Fie un cerc ale cărui coarde AD şi BC se intersectează. Ştiind că ,40)(m °=∠ABC

,100)(m °=∠ACD  să se afle măsura unghiului CAD.

5. (  2017) În desenul alăturat, punctele A, B şi C aparţin cercului de centru O,
astfel încât .30)m( °=∠ABC  Scrieţi în casetă măsura în grade a unghiului AOC.

=∠ )m( AOC .

6. (  2021) În desenul alăturat, dreptele BA şi BC sunt tangente la cercul de
centru O în punctele A şi C  respectiv, iar .60)m( °=∠ABC  Scrieţi în casetă
lungimea coardei AC, dacă AB = 7 cm.

AC =  cm.

B

C

A

O
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C1
11. Fie triunghiul ABC cu înălţimile 1AA  şi 1BB  şi punctul O centrul cercului circumscris acestui triunghi. Să se arate că:

a) patrulaterul BAAB 11  este inscriptibil;
b) dreapta OC este perpendiculară pe dreapta .11BA

12. Două cercuri cu razele R şi r sunt tangente exterior. Să se afle distanţa dintre punctele de tangenţă a tangentei comune
exterioare cu aceste cercuri.

13. Fie punctele A şi B şi unghiul .ϕ  Să se construiască mulţimea punctelor M din plan astfel încât .)(m ϕ=∠AMB  (Se mai
spune că segmentul AB se vede sub un unghi de măsură .)ϕ

14. Punctul P este situat la distanţa de 7 cm de centrul cercului cu raza de 11 cm. Prin acest punct este dusă o coardă de
lungime 18 cm. Să se afle lungimile segmentelor determinate de punctul P pe această coardă.

15. Din punctul A, exterior cercului, sunt duse o tangentă şi o secantă. Distanţa de la punctul A până la punctul de tangenţă
este egală cu 16 cm, iar până la unul din punctele de intersecţie a secantei cu cercul este egală cu 32 cm. Să se afle raza
cercului, dacă distanţa de la centrul cercului până la secantă este egală cu 5 cm.

B1

6. Două cercuri se intersectează în punctele A şi B. Prin punctul A este construită o dreaptă care intersectează cercurile în
punctele C şi D. Să se arate că măsura unghiului CBD este o mărime constantă pentru orice dreaptă ce trece prin punctul A.

7.  Lucraţi în perechi!  Din punctul A, exterior unui cerc, sunt construite două tangente la cerc în punctele de tangen-
ţă B şi C. La arcul BC, situat în interiorul triunghiului ABC, este construită o tangentă, care intersectează segmentele AB
şi AC în punctele 1B , respectiv .1C  Să se arate că perimetrul triunghiului 11CAB  este egal cu 2AB şi nu depinde de poziţia
punctului de tangenţă pe arcul BC.

8. Două cercuri sunt tangente exterior în punctul A. La cercuri este construită o tangentă comună exterioară în punctele de
tangenţă B şi C. Să se arate că triunghiul ABC este dreptunghic.

9. Fie triunghiul ascuţitunghic ABC cu înălţimea 1AA  şi centrul O al cercului circumscris triunghiului ABC. Să se arate că
.1 OACBAA ∠≡∠

10. Două cercuri se intersectează în punctele A şi B. Din punctul C, situat pe dreapta AB şi care nu aparţine segmentului AB,
sunt construite două tangente la cercurile date în punctele D şi E. Să se arate că segmentele CE şi CD sunt congruente.

• Două segmente închise se numesc congruente dacă lungimile lor sunt egale.
• Două unghiuri se numesc congruente dacă măsurile lor sunt egale.

Congruenţa unghiurilor AOB şi 111 BOA  se notează ,111 BOAAOB ∠≡∠  iar congruenţa
segmentelor AB şi A1B1 se notează ].[][ 11BAAB ≡

efiniţii

Triunghiurile ABC şi A1B1C1 se numesc congruente dacă au loc relaţiile:
],[][],[][],[][ 111111 ACCACBBCBAAB ≡≡≡

,111 CABBAC ∠≡∠  ,111 BCAACB ∠≡∠  .111 ABCCBA ∠≡∠

Se notează: .111 CBAABC ∆≡∆
Menţionăm că din faptul că 111 CBAABC ∆≡∆  nu rezultă că ,111 BCAABC ∆≡∆  adică la

congruenţa triunghiurilor contează ordinea vârfurilor.

efiniţie

 Ne amintim

§ 3 Triunghiuri. Congruenţa triunghiurilor. Clasificări
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Fig. 4.23

Se poate demonstra că două triunghiuri congruente cu al treilea sunt congruente.
La rezolvarea multor probleme se aplică metoda triunghiurilor congruente bazată pe

criteriile de congruenţă a două triunghiuri.

Dacă un triunghi este isoscel, atunci unghiurile alăturate bazei sunt congruente.eorema 9

Triunghiul cu toate laturile congruente se numeşte triunghi echilateral.efiniţie

Fig. 4.24

A

B

C

A1

B1

C1

C2

Demonstraţie:
Fie ABC∆  şi 111 CBA∆  în care au

loc relaţiile din enunţ (fig. 4.24). În vir-
tutea axiomei PT, în semiplanul deter-
minat de dreapta A1B1 ce nu conţine
punctul C1 există ,211 CBA∆  astfel încât

ABCCBA ∆≡∆ 211
 (1).

Din (1) obţinem:
],[][][ 1211 ACCAAC ≡≡  ][][][ 1211 BCCBBC ≡≡ .

Construim segmentul 21CC  şi obţinem triunghiurile isoscele
112 CAC  şi 112 CBC , în care au loc relaţiile 121211 CCACCA ∠≡∠  şi

.121112 BCCBCC ∠≡∠  De aici rezultă că 121111 BCABCA ∠≡∠  şi, con-
form criteriului LUL, obţinem că 211111 CBACBA ∆≡∆ .

Aşa cum ABCCBA ∆≡∆ 211 , rezultă că .111 CBAABC ∆≡∆    

Triunghiul cu două laturi congruente se numeşte triunghi isoscel.efiniţie

 Ne amintim

A

B

C

A1

B1

a) C1

A
B

C

A1

B1

b) C1

Criteriul LLL (Latură Latură Latură). Dacă în triunghiurile ABC şi A1B1C1 au loc
relaţiile ],[][ 11BAAB ≡  ],[][],[][ 1111 ACCACBBC ≡≡  atunci 111 CBAABC ∆≡∆ .

Criteriul LUL (Latură Unghi Latură). Dacă în triunghiurile ABC şi A1B1C1 au loc
relaţiile ],[][ 11BAAB ≡ ][][ 11CAAC ≡  şi ,111 CABBAC ∠≡∠  atunci 111 CBAABC ∆≡∆
(fig. 4.23 a)).

Criteriul ULU (Unghi Latură Unghi). Dacă în triunghiurile ABC şi A1B1C1 au loc
relaţiile ,][][ 11BAAB ≡ ,, 111111 CBAABCCABBAC ∠≡∠∠≡∠  atunci 111 CBAABC ∆≡∆
(fig. 4.23 b)).

 Exerciţiu • Demonstraţi criteriile LUL şi ULU de congruenţă a triunghiurilor.
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Triunghiurile se clasifică după:
 Unghiuri

 Laturi

 Ne amintim

Unghiul adiacent suplimentar unui unghi interior al triunghiului se numeşte unghi exterior
al triunghiului.

(proprietatea unghiului exterior al unui triunghi)
Măsura unghiului exterior al unui triunghi este mai mare decât măsura oricărui unghi
interior neadiacent lui.

Demonstraţie:
Vom demonstra că măsura unghiului exterior FCB al triunghiului ABC

(fig. 4.25) este mai mare decât măsura unghiului interior ABC. Pentru aceasta,
construim punctul D pe latura BC, astfel încât ],[][ DCBD ≡  iar pe semi-
dreapta [AD luăm punctul E, astfel încât D să fie situat între A şi E şi

][][ DEAD ≡ . Aşa cum punctele A şi E se află în semiplane diferite, determi-
nate de dreapta BC, şi A se află pe complementara semidreptei [DE, deducem
că punctul E este situat în interiorul unghiului FCB.

Aplicând axioma M2, deducem că ).(m)(m ECDFCB ∠>∠
Conform criteriului LUL de congruenţă a triunghiurilor, rezultă că ECDABD ∆≡∆  şi, prin

urmare, ).(m)(m)(m FCBECDABC ∠<∠=∠
În mod analog se demonstrează că ).(m)(m BACFCB ∠>∠    

eorema 10

Triunghi obtuzunghicTriunghi ascuţitunghic Triunghi dreptunghic

CA

B

C A

B

CA

B

Toate unghiurile sunt ascuţite:
°<∠ ,90)(m A
°<∠ ,90)(m B

.90)(m °<∠C

Un unghi este drept:
.90)(m °=∠C

Un unghi este obtuz:
.90)(m °>∠A

Triunghi echilateralTriunghi scalen (oarecare) Triunghi isoscel

CA

B
C

A B CA

B

Toate laturile au
lungimi diferite:

ACAB ≠ ,
BCAB ≠ ,

.BCAC ≠

Două laturi congruente:
.BCAC =

Toate laturile congruente:
.BCACAB ==

 Ne amintim

Fig. 4.25
A

B

C

D

E

F
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Problemă
rezolvată

Lungimea uneia din laturile congruente ale unui triunghi isoscel este de două ori
mai mare decât lungimea bazei. Să se calculeze lungimile laturilor triunghiului, dacă
semiperimetrul lui este de 40 cm.
Rezolvare:
Perimetrul triunghiului ABC este egal cu 80 cm, deci cm.80=++ BCACAB

Deoarece ,2BCABAC ==  obţinem: .cm16cm805 =⇒= BCBC

Atunci .cm32== ABAC

Răspuns: 16 cm, 32 cm, 32 cm.

Probleme propuse 

Profilurile umanistic, arte, sport

A

5.  Lucraţi în perechi!  Perimetrul unui triunghi isoscel este de 44 cm. Să se determine lungimile laturilor triunghiului,
dacă lungimea bazei este cu 4 cm mai mică decât lungimea laturilor congruente.

6. Perimetrul unui triunghi isoscel este de 56 cm. Să se afle lungimile laturilor triunghiului, dacă lungimea laturilor congruente
este cu 2 cm mai mică decât lungimea bazei.

1. Punctul de intersecţie al segmentelor AB şi CD este mijlocul fiecăruia dintre segmente. Să se determine lungimea
segmentului AC, dacă .cm12=BD

2. O dreaptă intersectează segmentul AB în mijlocul lui. Distanţa de la punctul A la dreaptă este de 8 cm. Să se afle distanţa
de la punctul B la dreaptă.

3. Perimetrul unui triunghi isoscel este de 100 cm, iar lungimea bazei lui este de 40 cm. Să se determine lungimea laturilor
congruente.

4. Să se afle perimetrul unui triunghi isoscel cu baza de 20 cm şi laturile congruente de 40 cm.

B

C

9. Pe laturile triunghiului echilateral ABC se construiesc segmentele congruente AD,
BE şi CF ca în figura alăturată. Ştiind că cm,3=DE  să se determine lungimile
celorlalte laturi ale .DEF∆

7. Pe laturile congruente AB şi AC ale triunghiului isoscel ABC (vezi figura alăturată) se
construiesc două segmente congruente, AD şi AE. Să se afle lungimea segmentului BF,
dacă cm.3=CF
(Indicaţie. CFBBEACDA ∆⇒∆≡∆  este isoscel.)

A

B

F

D E

C

A

B

L

M

NP

C

A

B

F

D

E

C

8.  Investigaţi! Pe laturile AB şi BC ale triunghiului
arbitrar ABC se construiesc în exterior pătratele ABLM
şi BCNP. Să se arate că .ABPLBC ∆≡∆
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Profilul real

A1

B1

C1

1. Să se demonstreze că:
a) înălţimile corespunzătoare laturilor congruente ale unui triunghi isoscel sunt congruente;
b) bisectoarele unghiurilor alăturate bazei unui triunghi isoscel sunt congruente;
c) medianele corespunzătoare laturilor congruente ale unui triunghi isoscel sunt congruente.

2. (  2014) Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu 32 cm. Lungimea bazei triunghiului este cu 2 cm mai mare decât
lungimea fiecărei dintre laturile congruente. Aflaţi lungimea înălţimii corespunzătoare bazei triunghiului.

3. Să se demonstreze că punctul egal depărtat de laturile unui unghi aparţine bisectoarei acestui unghi.

4. (  2019) Bisectoarea BK a triungiului ABC împarte latura AC în segmentele 4=AK cm şi 2=KC cm. Aflaţi lungimea
laturii AB, dacă se ştie că 3=BC cm.

5. Prin mijlocul unui segment este construită o dreaptă. Să se demonstreze că extremităţile segmentului sunt egal depărtate
de dreaptă.

6.  Lucraţi în perechi!  Triunghiul ABC este isoscel ).( ACAB =  Pe laturile AB şi AC se iau punctele 1B , respec-
tiv ,1C  astfel încât .11 ACAB =  Să se demonstreze că:
a) ;11 BACCAB ∆≡∆                                               b) .11 CBCBCB ∆≡∆

7. Triunghiurile ABC şi 111 CBA  sunt congruente. Să se demonstreze că:
a) medianele AM şi 11MA  sunt congruente;
b) bisectoarele AL şi 11LA  sunt congruente.

8. Fie triunghiurile ABC şi 111 CBA  cu medianele AM, respectiv .11MA  Să se demonstreze congruenţa triunghiurilor ABC şi
,111 CBA  dacă se ştie că ],[][ 11MAAM ≡  ][][ 11BAAB ≡  şi ].[][ 11CBBC ≡

9. Să se demonstreze congruenţa triunghiurilor ABC şi ,111 CBA  ştiind că ],[][ 11CAAC ≡  ][][ 11BAAB ≡  şi ],[][ 11MAAM ≡
unde ][AM  şi ][ 11MA  sunt mediane ale triunghiurilor ABC, respectiv .111 CBA

10. Să se demonstreze că triunghiurile ABC şi 111 CBA  sunt congruente, dacă ],[][ 11CBBC ≡  ][][ 11MAAM ≡  şi
,111 AMCCMA ∠≡∠  unde ][AM  şi  ][ 11MA   sunt mediane ale triunghiurilor ABC, respectiv .111 CBA

11.  Investigaţi! Să se arate că lungimea medianei unui triunghi este mai mică decât semisuma lungimilor laturilor ce
pornesc din acelaşi vârf cu mediana.

12.  Lucraţi în perechi!  Să se arate că suma lungimilor medianelor unui triunghi este mai mare decât semiperimetrul
triunghiului şi este mai mică decât perimetrul lui.

13. Să se demonstreze că triunghiurile ABC şi 
111 CBA  sunt congruente, dacă ],[][ 11MAAM ≡  ][AM  şi ][ 11MA  sunt

mediane ale triunghiurilor ABC, respectiv ,111 CBA  
111 CAMMAC ∠≡∠  şi  .111 BAMMAB ∠≡∠

14. Să se demonstreze că triunghiurile ABC şi 111 CBA  sunt congruente, dacă ],[][ 11BAAB ≡  ][][ 11LAAL ≡  şi
111 CABBAC ∠≡∠  ( ][AL  şi ][ 11LA  sunt bisectoare ale triunghiurilor ABC, respectiv ).111 CBA

15. Fie triunghiul isoscel ABC )( ACAB =  cu mediana AM. Să se calculeze lungimea medianei AM, dacă triunghiul ABC are
perimetrul ,P  iar triunghiul ABM are perimetrul .1P

16. Lungimile a, b, c ale laturilor unui triunghi se află în relaţia .5:4:3:: =cba  Să se determine lungimile laturilor triunghiului,
dacă perimetrul lui este de 60 cm.
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§4 Asemănarea figurilor. Asemănarea triunghiurilor.
Teorema lui Thales

Fie k un număr real pozitiv. Transformare de asemănare
de coeficient k (sau asemănare de coeficient k) a pla-
nului se numeşte aplicaţia planului pe el însuşi, care pentru
orice două puncte distincte A, B şi imaginile lor respective

BA ′′,  satisface condiţia .kABBA =′′

efiniţie

Din egalitatea ABkBA ⋅=′′  rezultă că dacă ,BA ≠  atunci .BA ′≠′

1. Compunerea a două asemănări de coeficienţi 1k  şi 2k  este o asemănare de coefi-
cient .21kk

2. Transformarea inversă asemănării de coeficient k este o asemănare de coeficient .
1
k

Demonstraţie:
1. Admitem că punctele arbitrare A şi B se aplică, prin asemănarea de coeficient ,1k  pe

punctele A′ , respectiv ,B′  iar acestea, la rândul lor, prin asemănarea de coeficient ,2k  se
aplică pe punctele A ′′ , respectiv .B ′′  Atunci ABkBA 1=′′  şi .2 BAkBA ′′=′′′′  De aici obţinem

,21 ABkkBA =′′′′  adică transformarea care aplică punctele A şi B pe A ′′ , respectiv B ′′  este
o asemănare de coeficient .21kk

2. La asemănarea de coeficient k, pentru punctele A şi B ale planului şi imaginile respective
A′  şi B′  are loc egalitatea .ABkBA ⋅=′′  De aici rezultă că ,

1
BA

k
AB ′′⋅=  adică transfor-

marea care aplică punctele A′  şi B′  pe punctele A, respectiv B este o asemănare de

coeficient .
1
k

   

Două figuri se numesc asemenea dacă există o transformare de asemănare a planului
care aplică una din aceste figuri pe cealaltă. Congruenţa figurilor este un caz particular al
asemănării ).1( =k

eorema 11

Triunghiurile ABC şi CBA ′′′  se numesc triunghiuri asemenea dacă

k
AC

CA
CB

BC
BA

AB =′′=′′=′′   şi .,, CCBBAA ′∠≡∠′∠≡∠′∠≡∠

Se notează .~ CBAABC ′′′∆∆

Amintim unele teoreme, proprietăţi, precum şi criteriile de asemănare a triunghiurilor.

efiniţie

eorema 12

(teorema fundamentală a asemănării)
Fie ABC un triunghi şi B1 un punct pe dreapta BC, diferit
de C. Dacă dreapta paralelă cu latura AB ce trece prin
punctul B1 intersectează dreapta AC în punctul A1, atunci

CBAABC 11~ ∆∆  (fig. 4.26).

eorema 13

1AA

B

C

1B

Fig. 4.26

 Ne amintim

(Thales) O dreaptă ce nu trece prin niciunul din vârfurile unui triunghi şi este paralelă
cu una din laturile lui taie pe dreptele determinate de celelalte două laturi segmente
proporţionale (fig. 4.26).
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La rezolvarea multor probleme de geometrie se foloseşte metoda triunghiurilor asemenea,
care se bazează pe următoarele criterii de asemănare a triunghiurilor:

Criteriul 1. Dacă două unghiuri ale unui triunghi sunt congruente cu două unghiuri ale
altui triunghi, atunci aceste triunghiuri sunt asemenea.
Criteriul 2. Dacă două laturi ale unui triunghi sunt proporţionale cu două laturi ale
altui triunghi şi unghiurile formate de aceste laturi sunt congruente, atunci aceste
triunghiuri sunt asemenea.
Criteriul 3. Dacă toate laturile unui triunghi sunt proporţionale cu laturile respective
ale altui triunghi, atunci aceste triunghiuri sunt asemenea.

(proprietatea bisectoarei unghiului interior al triunghiului)
Fie triunghiul ABC şi un punct A′  interior laturii BC. Pentru ca semidreapta AA ′[  să
fie bisectoare a unghiului interior BAC al acestui triunghi, este necesar şi suficient ca

AC
AB

CA
AB =′

′   (fig. 4.27).

eorema 14

Dacă laturile unghiului XOY sunt intersectate de ,1,, * >∈ nnn N  drepte paralele A1B1,
A2B2, …, AnBn,  atunci segmentele respective tăiate de aceste drepte pe laturile lui
sunt proporţionale: 

nn

nn

BB

AA

BB

AA

BB

AA

OB

OA

1

1

32

32

21

21

1

1 ...
−

−====  (fig. 4.28).

eorema 15

Dacă două drepte paralele, a şi b, sunt intersectate de ,, *∈nn N  ,2>n  drepte ce
trec prin acelaşi punct O, ,, bOaO ∉∉  atunci segmentele tăiate pe dreptele a şi b
sunt proporţionale: 

nn

nn

BB

AA

BB

AA

BB

AA

1

1

32

32

21

21 ...
−

−===  (fig. 4.29).

eorema 16

B1

A1

O

A2

B2

A3

B3

X

Y

Fig. 4.28

Bn–1 Bn

An–1
An

 Exerciţiu • Demonstraţi teoremele 14–16.

Problemă
rezolvată

Lungimile laturilor triunghiului ABC sunt .,, cABbACaBC ===  Să se afle lungimea
laturii rombului înscris în ,ABC∆  ştiind că un unghi al rombului coincide cu unghiul A al
triunghiului, iar un vârf al acestuia aparţine laturii BC a triunghiului ABC (fig. 4.30).
Rezolvare:

A

B

LM

N C
Fig. 4.30

Fie rombul AMLN înscris în triunghiul ABC. Deoarece o diagonală a rombului
este bisectoarea unghiului A al triunghiului dat, rezultă că vârful L al rombului
este punct de intersecţie a laturii BC şi bisectoarei unghiului A.
Triunghiurile MBL şi ABC sunt asemenea, deci

.:1:)(:: BLLCBLLCBLBLBCMLAC +=+==              (1)
Din teorema bisectoarei unui triunghi rezultă că

.::: cbABACBLLC ==                               (2)

Din egalităţile (1) şi (2) obţinem: .1
cb

bc
ML

c
b

ML
b

+
=⇒+=

Răspuns: Latura rombului este .
cb

bc
+

 Ne amintim

Fig. 4.27

A

C A′ B

Fig. 4.29
B1

A1

O

A2

B2

A3

An

Bn

a

b
...

B3
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Probleme propuse 

Profilurile umanistic, arte, sport
A

1. Lungimile a două laturi ale unui triunghi isoscel sunt de 18 cm şi 6 cm, iar lungimea laturilor congruente ale unui alt
triunghi isoscel este de 6 cm. Să se determine lungimea bazei triunghiului al doilea, dacă unghiurile alăturate bazei ale
primului triunghi sunt congruente cu unghiurile alăturate bazei ale triunghiului al doilea.

2. Triunghiurile ABC şi 111 CBA  sunt asemenea şi ,cm16,cm3,cm12 11 === ACBAAB  .cm211 =CB  Să se afle peri-
metrele triunghiurilor ABC şi .111 CBA

B

3. Piciorul înălţimii CD a triunghiului dreptunghic ABC )90)(m( °=∠C  împarte ipotenuza în segmentele cm18=AD  şi
cm.32=BD  Să se determine lungimile laturilor triunghiului ABC.

4.  Lucraţi în perechi!  În triunghiul ABC, cu înălţimea cm10=AD  şi latura cm,15=BC  este înscris un pătrat,
astfel încât două vârfuri ale acestuia aparţin laturii BC, iar celelalte două se află pe laturile AB şi AC. Să se afle lungimea
laturii pătratului.

5. Dreptele suport ale laturilor neparalele AB şi CD ale trapezului ABCD se intersectează în punctul E. Să se determine
lungimile laturilor triunghiului AED, dacă ,cm20,cm10 == BCAB  cm.30,cm12 == ADCD

6.  Lucraţi în perechi!  Lungimile umbrelor a doi copaci sunt de 10,8 m şi 1,8 m. Copacul al doilea are înălţimea de
1,2 m. Să se afle înălţimea primului copac.

7.  Lucraţi în grup!  Lucrarea practică pe teren:   Aplicarea asemănării triunghiurilor în activitatea cotidiană.

C

Profilul real
A1

B1

1. Unghiurile A şi 
1A  ale triunghiurilor isoscele ])[]([ ACABABC ≡  şi ])[]([ 1111111 CABACBA ≡  sunt congruente.

Să se arate că .~ 111 CBAABC ∆∆

2. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu °=∠ 90)(m C  şi înălţimea CD. Să se arate că:
a) ;~ ACDABC ∆∆                b) ;~ CBDABC ∆∆                c) .~ CBDACD ∆∆

3. Fie triunghiurile asemenea ABC şi 
111 CBA  cu medianele AM, respectiv .11MA  Să se arate că .:: 1111 ABBAAMMA =

4. Fie triunghiurile asemenea ABC şi 
111 CBA  cu bisectoarele AL, respectiv .11LA  Să se arate că .:: 1111 ABBAALLA =

5. Diagonalele patrulaterului ABCD se intersectează în punctul E. Să se arate că DECEBEAE ⋅=⋅  dacă şi numai
dacă .|| ADBC

6. Să se arate că dacă H este punctul de intersecţie a dreptelor suport ale înălţimilor 
111 ,, CCBBAA  ale oricărui triunghi ABC,

atunci au loc relaţiile .111 HCCHHBBHHAAH ⋅=⋅=⋅

7.  Lucraţi în perechi!  Să se arate că în orice trapez sunt coliniare: punctul de intersecţie a dreptelor suport ale
laturilor neparalele, mijloacele bazelor şi punctul de intersecţie a diagonalelor.

8. Fie triunghiul )( BCABABC <  cu bisectoarea BL şi mediana BM. Să se arate că .BMBL <

9. Diagonalele patrulaterului ABCD se intersectează în punctul M şi are loc relaţia .MDBMCMAM ⋅=⋅
Să se arate că .ACBADB ∠≡∠
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C1
10. Lungimile laturilor unui triunghi se raportă ca .5:4:2  Să se afle lungimile laturilor triunghiului asemenea cu cel dat,

ştiind că perimetrul lui este de 66 cm.
11. Triunghiurile ABC şi 111 CBA  sunt asemenea şi ,cm24,cm40,cm32 11 === BABCAB  .cm12– 11 =CAAC

Să se determine lungimile celorlalte laturi ale triunghiurilor.
12. Fie triunghiul ABC cu BCNABM ∈∈ ,  şi .|| ACMN  Să se afle lungimea segmentului AM, dacă ,cm32=AB

cm40=AC  şi cm.30=MN

13.  Lucraţi în perechi!  Dreptele suport ale laturilor neparalele AB şi CD ale trapezului ABCD se intersectează în
punctul O. Să se afle înălţimea triunghiului AOD, dacă cm42,cm14 == ADBC  şi înălţimea trapezului este de 6 cm.

14.  Lucraţi în grup!  Lucrarea practică pe teren:   Aplicaţii ale asemănării triunghiurilor în activitatea cotidiană.

§5 Linii şi puncte remarcabile ale triunghiului

Dacă [MN] este linia mijlocie a triunghiului ABC (M este
mijlocul laturii AB, N – mijlocul laturii BC), atunci [MN] || [AC]
şi 2MN = AC (fig. 4.31).

eorema 17

Segmentul determinat de mijloacele a două laturi ale unui triunghi
se numeşte linie mijlocie a triunghiului.

A

B

CP

N

M

Fig. 4.31

Demonstraţie:
Prin punctul M construim o dreaptă paralelă cu AC. Conform teoremei 13, această dreaptă

va intersecta latura BC în mijlocul ei, deci va trece prin punctul N. Astfel, obţinem
[MN] || [AC]. Dacă prin punctul N vom construi o dreaptă paralelă cu latura AB, atunci ea va
intersecta latura AC în mijlocul ei, pe care îl notăm P, deci .2APPCAPAC =+=  Patrulaterul
AMNP este un paralelogram, prin urmare, .APMN =

Din ultimele două egalităţi rezultă că 2 MN = AC.   

Segmentul determinat de un vârf al triunghiului şi mijlocul laturii opuse acestui vârf se
numeşte mediană a triunghiului.

Medianele unui triunghi sunt concurente într-un punct care împarte fiecare mediană în
raportul 2 : 1, considerând de la vârf.

eorema 18

Punctul de intersecţie a medianelor triunghiului se numeşte centru de greutate al triun-
ghiului.
Mediatoare a unui segment se numeşte dreapta ce trece prin mijlocul segmentului şi este
perpendiculară pe el.
Folosind proprietatea mediatoarei (punctele mediatoarei segmentului sunt egal depărtate

de extremităţile lui), se poate demonstra că mediatoarele laturilor unui triunghi se intersectează
într-un punct egal depărtat de vârfurile lui. Acest punct este centrul cercului circumscris
triunghiului. Prin urmare, oricărui triunghi i se poate circumscrie un cerc.

Segmentul determinat de un vârf al triunghiului şi proiecţia (ortogonală) acestui vârf pe
dreapta suport a laturii opuse se numeşte înălţime a triunghiului.

 Exerciţiu • Demonstraţi teorema 18.

 Ne amintim

 Ne amintim

 Ne amintim

 Reţineţi!

A B

a
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Dreptele suport ale înălţimilor triunghiului sunt concurente.eorema 19

 Exerciţiu • Demonstraţi teorema 19.

Punctul de intersecţie a dreptelor suport ale înălţimilor triunghiului se numeşte ortocentru
al triunghiului.
Triunghiul se numeşte înscris într-un cerc dacă vârfurile lui se află pe cerc. Triunghiul
se numeşte circumscris unui cerc dacă laturile lui sunt tangente la cerc.
Segmentul conţinut de bisectoarea unui unghi al triunghiului şi care este determinat de
vârful acestui unghi şi de punctul de intersecţie a bisectoarei lui cu latura opusă se numeşte
bisectoare a triunghiului.

Bisectoarele unghiurilor interioare ale triunghiului sunt concurente în centrul cercului
înscris în triunghi.

eorema 20

Mediatoarea, mediana, bisectoarea şi înălţimea triunghiului se numesc linii remarcabile
ale triunghiului.

Centrul cercului înscris în triunghi, centrul cercului circumscris triunghiului, centrul de
greutate al triunghiului şi ortocentrul triunghiului se numesc puncte remarcabile ale
triunghiului.

Problemă
rezolvată

În triunghiul ABC sunt duse înălţimile 1AA  şi 1BB  (fig. 4.32). Să se determine măsurile
unghiurilor triunghiului ,11 CBA  ştiind că .90,)(m,)(m °≠+=∠=∠ βαβα BA

Rezolvare:

A

B

C

Fig. 4.32

1A

1B

Deoarece triunghiurile dreptunghice CBB1  şi CAA1  au unghiurile ascuţite
de la vârful C congruente, ele sunt asemenea. Prin urmare, .

11 CA
AC

CB
BC =

Aşa cum triunghiurile ABC şi CBA 11  au laturile ce determină unghiurile
congruente de la vârful comun C proporţionale, conform criteriului 2 de
asemănare, ele sunt asemenea.

Prin urmare, .)(m)(m,)(m)(m 1111 βα =∠=∠=∠=∠ CBAACBCABBCA

Concluzia ce rezultă din această problemă poate fi formulată astfel: dacă picioarele
înălţimilor duse din două vârfuri ale unui triunghi nu coincid, atunci, împreună cu al
treilea vârf al triunghiului, ele determină un triunghi asemenea cu cel dat.

 Reţineţi!

 Ne amintim

Probleme propuse 

Profilurile umanistic, arte, sport

A

2. Să se determine perimetrul triunghiului cu vârfurile în mijloacele laturilor unui triunghi având laturile de 12 cm,
6 cm şi 8 cm.

3. Lungimea bazei unui triunghi isoscel este de cm,24  iar măsura unghiului opus bazei este de 120°.
Să se afle înălţimile triunghiului.

1. (  2016) În desenul alăturat este reprezentat triunghiul ABC, în care AC = 8 cm,
iar AM şi CN sunt mediane. Scrieţi în casetă lungimea segmentului MN.

MN = cm.
A

B

C

N M
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B1

6. Distanţele de la centrul cercului înscris într-un triunghi dreptunghic la vârfurile unghiurilor ascuţite sunt de 5  cm şi
10  cm. Să se determine lungimile laturilor triunghiului şi raza cercului înscris în acest triunghi.

7.  Lucraţi în perechi!  Lungimile laturilor unui triunghi sunt de 5 cm, 6 cm, 7 cm. Centrul cercului înscris în acest
triunghi împarte bisectoarea unghiului mai mare în două segmente. Să se afle raportul lungimilor segmentelor obţinute.

8. Să se determine lungimile bisectoarelor unghiurilor ascuţite ale unui triunghi dreptunghic cu catetele de 18 cm şi 24 cm.

C1
9. În cercul de rază R este înscris un triunghi isoscel. Ştiind că suma înălţimii corespunzătoare bazei şi lungimii bazei este

egală cu lungimea diametrului cercului, să se afle înălţimea triunghiului corespunzătoare bazei.
10. Fie triunghiul ABC cu înălţimile 1AA  şi .1BB  Să se determine lungimea laturii BC, dacă ,cm6=AC  ,cm41 =CB

.cm31 =CA

B

C

Profilul real

A1

4. Medianele corespunzătoare catetelor unui triunghi dreptunghic au lungimile de cm52  şi .cm73  Să se determine
lungimea ipotenuzei.

5. Două laturi ale unui triunghi au lungimile de 10 cm şi 16 cm, iar unghiul format de ele este de 120°. Să se afle înălţimile
corespunzătoare acestor laturi.

6. Un punct al ipotenuzei este egal depărtat de catete şi împarte ipotenuza în segmente cu lungimi de 30 cm şi 40 cm. Să se
determine lungimile catetelor.

7.  Lucraţi în perechi!  Două mediane ale unui triunghi sunt perpendiculare şi au lungimile de 4,5 cm şi 6 cm. Să se afle
lungimile laturilor triunghiului.

8. Mediana construită din vârful unghiului drept al unui
triunghi dreptunghic este congruentă cu o catetă şi are
lungimea de 5 cm. Să se afle lungimile laturilor triunghiului.

9.  Lucraţi în perechi!  Să se determine lungimile
bisectoarelor unghiurilor ascuţite ale unui triunghi drept-
unghic cu catetele de 3 cm şi 4 cm.

2. Să se determine măsurile unghiurilor unui triunghi, ştiind că înălţimea şi mediana construite din acelaşi vârf împart
unghiul în trei unghiuri congruente.

3.  Lucraţi în perechi!  Lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic sunt de 9 cm şi 12 cm. Să se afle distanţa dintre
punctul de intersecţie a bisectoarelor şi punctul de intersecţie a medianelor acestui triunghi.

10. Lungimea unei laturi a unui triunghi este de 36 cm. Prin
punctul de intersecţie a medianelor triunghiului este
construită o dreaptă paralelă cu latura dată. Să se afle
lungimea segmentului tăiat din această dreaptă de
laturile triunghiului.

1. (  2019) În desenul alăturat, bisectoarea BK a triunghiului ABC împarte latura AC
în segmentele AK = 4 cm şi KC = 2 cm. Scrieţi în casetă lungimea laturii AB, dacă se
cunoaşte că BC = 3 cm.

AB = cm. A

B

C
K

4. Două laturi ale unui triunghi au lungimile de 6 cm şi 8 cm. Medianele corespunzătoare
acestor laturi sunt perpendiculare. Să se afle lungimea laturii a treia.

5. (  2023) Fie triunghiul ABC în care MN || AC,  ).(),( BCNABM ∈∈
Determinaţi lungimea segmentului BN, dacă MN = 4 cm, NC = 5 cm, AC = 14 cm.

A

B

C

NM
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§6 Relaţii metrice în triunghiuri

6.1. Relaţii metrice în triunghiul dreptunghic
Fie triunghiul ABC, dreptunghic în C, cu notaţiile obişnuite, şi CD

înălţimea corespunzătoare laturii AB (fig. 4.33).
În triunghiurile ACB, CDB, ADC avem:

αsin=
c
a  (1), αcos=

c
b  (2),

αsin=
a

ac  (3), αtg=
c

c

h

a  (4),

 αcos=
b

bc  (5), αtg=
c

c

b

h  (6).

C

A B
α

D
c

ab

α

cb ca

Fig. 4.33

ch

Teorema catetei
Într-un triunghi dreptunghic, pătratul lungimii unei catete este
egal cu produsul dintre lungimea ipotenuzei şi lungimea
proiecţiei acestei catete pe ipotenuză.

În figura 4.34, ,2 CDBCAC ⋅=  .2 BDBCAB ⋅=

eorema 21

B

C

D

Fig. 4.34

Teorema înălţimii
Într-un triunghi dreptunghic, pătratul înălţimii construite din
vârful unghiului drept pe ipotenuză este egal cu produsul
lungimilor proiecţiilor catetelor pe ipotenuză.

În figura 4.34, .2 BDCDAD ⋅=

eorema 22

Teorema lui Pitagora
Într-un triunghi dreptunghic, pătratul lungimii ipotenuzei este
egal cu suma pătratelor lungimilor catetelor.

În figura 4.34, .222 ABACBC +=

eorema 23

Probleme
rezolvate

1. În interiorul unghiului O cu măsura de 60° se consideră un
punct M situat la distanţele 2 cm şi 11 cm de laturile unghiului.
Să se afle distanţa de la punctul M la vârful unghiului (fig. 4.35).
Rezolvare:
Avem .cm2cm,11 == MBMA  Prelungim AM până la inter-

secţia în C cu latura OB a unghiului AOB. Deoarece MBC∆  este
dreptunghic cu ,30)(m °=∠C  rezultă că .cm4=CM

A

B

C

O

Fig. 4.35

M

60°

30°

 Ne amintim

A

Comparând egalităţile (1) şi (3), (2) şi (5), (4) şi (6), obţinem:

,
a

a

c
a c=  adică caca ⋅=2  (7);                 ,

b

b

c
b c=  adică cbcb ⋅=2  (8);

,
c

c

c

c

b

h

h

a =  adică .2

ccc bah ⋅=

Adunând egalităţile (7) şi (8) membru cu membru, obţinem: ).(22

cc bacba +=+
Aşa cum ,cba cc =+  rezultă că .222 cba =+

Astfel, am demonstrat următoarele trei teoreme.

 Exerciţiu • Să se formuleze în cuvinte relaţiile (1)–(6).
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Probleme propuse 
Profilurile umanistic, arte, sport

A

B

C

Profilul real
A1

1. Lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic sunt de 9 cm şi 12 cm. Să se afle razele cercurilor înscris şi circumscris
triunghiului.

2. (  2018) Raza cercului înscris într-un triunghi echilateral este de 3 cm. Determinaţi perimetrul triunghiului.

3.  Lucraţi în perechi!  Lungimea medianei corespunzătoare ipotenuzei unui triunghi dreptunghic este egală cu
lungimea uneia dintre catete. Să se determine măsurile unghiurilor ascuţite ale triunghiului.

4. Piciorul înălţimii construite din vârful unghiului drept împarte ipotenuza unui triunghi în segmente de 4 cm şi 9 cm. Să se
afle lungimile catetelor.

5. În interiorul unui unghi cu măsura de 60° se consideră un punct M, situat la distanţele de cm7  şi cm72  de laturile
unghiului. Să se determine distanţa de la punctul M la vârful unghiului.

6. Lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic sunt de 8 cm şi 12 cm. Să se afle lungimea bisectoarei unghiului drept.

7.  Lucraţi în perechi!  Punctul de tangenţă a cercului înscris într-un triunghi dreptunghic împarte ipotenuza în
segmente de 5 cm şi 12 cm. Să se determine lungimile catetelor.

8. Punctul de tangenţă a cercului înscris într-un triunghi dreptunghic împarte una din catete în segmente de 3 cm şi 9 cm. Să
se afle lungimea ipotenuzei şi a celeilalte catete.

1. Catetele unui triunghi dreptunghic sunt de 6 cm şi 8 cm. Să se afle:
a) raza cercului circumscris triunghiului;                     b) raza cercului înscris în acest triunghi.

2. Raza cercului circumscris unui triunghi dreptunghic este de 15 cm, iar raza cercului înscris – de 6 cm. Să se afle lungimile
laturilor triunghiului.

În triunghiul dreptunghic OAC avem:
).cm(

3

15
30tg =°⋅= ACOA

Aplicăm triunghiului dreptunghic OAM teorema lui Pitagora şi obţinem:
.cm)(141217522 =+=+= AMOAOM

Răspuns: .cm14=OM

2. Să se exprime raza r a cercului înscris în triunghiul dreptunghic ABC prin catetele a, b
şi ipotenuza c (fig. 4.36).
Rezolvare:

A

BC

O

Fig. 4.36

E

F

G

r
r

r

r a – r

a – r
r

b – r
c

a

b Fie O centrul cercului înscris în triunghiul ABC şi E, F, G – punctele de tangenţă.
Aşa cum patrulaterul EOGC este un pătrat cu latura r, rezultă că

,FBraGB =−=  AFrbAE =−=  (segmentele determinate de un punct şi de
punctele de tangenţă la cerc au lungimi egale). Dar .cABFBAF ==+

Deci, ⇒−+−= rbrac   
2

cba
r

−+=  .
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3. Fie triunghiul dreptunghic ABC şi [CD] bisectoarea unghiului drept. Ştiind că mAD =  şi ,nBD =  să se determine
înălţimea construită din vârful C.

4. În triunghiul dreptunghic ABC, din vârful unghiului drept este construită înălţimea CD. Razele cercurilor înscrise în
triunghiurile ADC şi BDC sunt 1r , respectiv .2r  Să  se determine raza cercului înscris în triunghiul ABC.

5.  Lucraţi în perechi!  Într-un triunghi dreptunghic este înscris un semicerc, astfel încât diametrul lui este situat pe
ipotenuză, iar centrul lui împarte ipotenuza în segmente de 3 cm şi 4 cm. Să se afle lungimile laturilor triunghiului şi raza
semicercului.

6. Bisectoarea unui unghi ascuţit al unui triunghi dreptunghic împarte cateta opusă în segmente de 4 cm şi 5 cm. Să  se afle
lungimile laturilor triunghiului.

C1

7.  Lucraţi în perechi!  Să se demonstreze că dacă unul dintre unghiurile unui triunghi dreptunghic are măsura de 15°,
atunci înălţimea construită din vârful unghiului drept are lungimea egală cu un sfert din lungimea ipotenuzei.
(Indicaţie. Construiţi mediana corespunzătoare ipotenuzei.)

8. În triunghiul ABC, dreptunghic în A, cu ,m1=AC  E şi F sunt mijlocurile segmentelor BC, respectiv AB, iar dreptele AE
şi CF sunt perpendiculare. Să se determine lungimile laturilor triunghiului.

9. Piciorul D al înălţimii CD, construite din vârful unghiului drept al triunghiului ABC, este situat la distanţele m şi n de
catetele AC, respectiv BC. Să se determine lungimile catetelor.

B1

6.2. Relaţii metrice în triunghiul arbitrar
Fie triunghiul ascuţitunghic ABC cu notaţiile obişnuite şi hCD =  –

înălţimea construită din vârful C (fig. 4.37).

În ADC∆  avem ,sinα=
b
h  adică ,sin αbh =  iar în BDC∆  avem

,sin β=
a
h  adică .sin βah =

Prin urmare, ,sinsin βα ab =  adică .
sinsin αβ

ab =

C

A BD
Fig. 4.37

b a

c

h

α β

γ

În mod analog, construind înălţimile din vârfurile A şi B, obţinem că 
γβ sinsin

cb = ,

respectiv .
sinsin γα

ca =  Combinând aceste rezultate, obţinem: .
sinsinsin γβα

cba ==

În cazul triunghiului obtuzunghic ABC, prin raţionamente asemănătoare obţinem acelaşi
rezultat.

 Exerciţiu • Efectuaţi aceste raţionamente.

Astfel, am demonstrat

eorema 24
C

A B

Fig. 4.38

b a

c
α β

γ
Teorema sinusurilor
Lungimile laturilor oricărui triunghi ABC sunt
proporţionale cu sinusurile unghiurilor opuse:

γβα sinsinsin
cba ==  (fig. 4.38).
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În ACD∆  avem: ,cos)180cos( αα bbAD −=−°=
.sin)180sin( αα bbCD =−°=

Prin urmare, ,cosαbcADBAx −=+=  .sinαby =  Aplicând formula distanţei dintre
două puncte, obţinem:

=++−=+−== ααααα 222222222 sincoscos2)sin()cos( bbbccbbcBCa

.cos222 αcbbc −+=
În CDB∆  avem ,cos βaBDx ==  βsinaCDy ==  şi

=+−== 2222 )sin()cos( ββ acaACb =++− βββ 22222 sincos2cos acaca

.cos222 βacca −+=
În mod analog, considerând sistemul de coordonate cu originea în vârful C, obţinem

.cos2222 γabbac −+=
Astfel, am demonstrat

eorema 25

Din această teoremă rezultă că:
a) dacă ,222 cba +>  atunci unghiul opus laturii a este un unghi obtuz;
b) dacă ,222 cba +<  atunci unghiul opus laturii a este un unghi ascuţit;
c) dacă ,222 cba +=  atunci unghiul opus laturii a este un unghi drept.

Se observă că pentru °> 90α  (fig. 4.39) proiecţia laturii AC pe dreapta suport a laturii
AB este αcosbAD −=  şi atunci ADccba ⋅++= 2222  (11).

Pentru ,90°<β  proiecţia laturii BC pe dreapta suport a laturii AB este βcosaBD =  şi
atunci BDccab ⋅−+= 2222  (12).

Formulele (11), (12) constituie

Teorema cosinusului
În orice triunghi ABC, pătratul lungimii oricărei laturi este egal cu
suma pătratelor lungimilor celorlalte două laturi minus produsul
dublu dintre lungimile acestor două laturi şi cosinusul unghiului
format de ele:

);cos(2222 Abccba ∠−+=
);cos(2222 Baccab ∠−+=
)cos(2222 Cabbac ∠−+=  (fig. 4.40).

C

AB

Fig. 4.40

ba

c

Teorema lui Pitagora generalizată
Pătratul lungimii unei laturi a oricărui triunghi este egal cu suma pătratelor lungimilor
celorlalte două laturi plus/minus produsul dublu dintre lungimea uneia din aceste două
laturi şi proiecţia celeilalte laturi pe dreapta suport a primei.

eorema 26

Fie ABC un triunghi arbitrar cu notaţiile obişnuite, hCD =  –  înălţimea
construită din vârful C (fig. 4.39).

Considerăm sistemul cartezian de coordonate cu originea în punctul B,
astfel încât semiaxa pozitivă a absciselor să coincidă cu semidreapta .[BA

Fie (x, y) coordonatele vârfului C. Vârful B are coordonatele (0, 0), iar
vârful A – coordonatele (c, 0).

C(x, y)

A(c, 0)B(0, 0)

Fig. 4.39

b
a

c
αβ

γ

D

y

x
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Probleme
rezolvate

1. Să se demonstreze că, în condiţia teoremei sinusurilor,
,2

sinsinsin
R

cba === γβα  unde R este raza cercului circum-

scris triunghiului ABC (fig. 4.41).

Rezolvare:
Este suficient să demonstrăm că unul din aceste rapoarte este

egal cu 2R.
Fie, de exemplu, unghiul A ascuţit. Trasăm diametrul BD al

cercului circumscris triunghiului ABC.

C

B

Fig. 4.41

D

α
α

O
A

În acest caz, unghiul BDC are aceeaşi măsură α  ca şi unghiul A. În triunghiul dreptunghic
BCD avem ,

sin
BD

BC =α  adică ,2
sin

R
a =α  c.c.t.d.

 Reţineţi! ,Rcba
2

sinsinsin
=== γβα   unde R este raza cercului circumscris triunghiului.

2. Să se demonstreze că suma pătratelor laturilor oricărui paralelogram este egală cu
suma pătratelor diagonalelor.
Rezolvare:

A

B C

D

Fig. 4.42

α
180°– α

Fie paralelogramul ABCD cu α=∠ )(m A   (fig. 4.42). Atunci
.180)(m α−°=∠B  Scriem teorema cosinusului pentru triunghiurile ABD

şi ABC: ,cos2222 αADABADABBD ⋅−+=

).180cos(2222 α−°⋅−+= BCABBCABAC

Adunând aceste egalităţi membru cu membru şi ţinând cont de
egalitatea ,cos)180cos( αα −=−°  obţinem că

,222222 BCABADABACBD +++=+  adică

)2( 2222 ADABACBD +=+   c.c.t.d.

Valori ale sinusului, cosinusului, tangentei şi cotangentei pentru unele unghiuri frecvent
folosite sunt prezentate în tabelul 1, secvenţa 1.2, modulul 8.

Probleme propuse 

1. Lungimile laturilor paralelogramului sunt de cm3  şi ,cm7  iar o diagonală este de 2 cm. Să se determine lungimea
celeilalte diagonale.

2. Într-un cerc cu raza de 10 cm este înscris un triunghi cu două unghiuri de 60° şi 15°. Să se afle perimetrul triunghiului.

3. Lungimile a două laturi ale unui triunghi sunt de 2 m şi 3 m, iar sinusul unghiului format de ele este .
4
15  Să se calculeze

lungimea laturii a treia.

4.  Lucraţi în perechi!  Distanţele de la centrul cercului înscris într-un triunghi dreptunghic până la vârfurile unghiu-
rilor ascuţite sunt de cm5  şi cm.10  Să se afle măsurile unghiurilor ascuţite.

Profilul real
A1

bservaţie
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Probleme recapitulative 

Profilurile umanistic, arte, sport

A

1. O catetă a unui triunghi dreptunghic este de 112 cm, iar ipotenuza sa este de 113 cm. Să se determine perimetrul
triunghiului.

2. Bisectoarea unui unghi ascuţit al unui triunghi dreptunghic împarte cateta opusă în segmente cu lungimea de 4 cm şi
5 cm. Să se afle lungimile laturilor triunghiului.

3. Laturile congruente ale unui triunghi isoscel au lungimea de 4 cm, iar medianele corespunzătoarelor lor sunt de 3 cm.
Să se afle lungimea bazei triunghiului.

B

C1
8. Înălţimea şi mediana unui triunghi împart unghiul din care sunt construite în trei unghiuri congruente. Să se afle lungimile

laturilor triunghiului, dacă mediana este de 5 cm.

9. Printr-un vârf al unui pătrat cu latura a, prin mijlocul unei laturi care nu conţine acest vârf şi prin centrul pătratului este
construit un cerc. Să se determine raza acestui cerc.

B1

5. Un triunghi are laturile de 4 m, 5 m şi 6 m. Să se determine lungimile proiecţiilor laturilor de 4 m şi 5 m pe latura a treia.
6. O latură a unui triunghi este de 3 cm, unul din unghiurile alăturate acestei laturi este de 120°, iar latura opusă acestui

unghi este de 7 cm. Să se afle lungimea laturii a treia.

7.  Lucraţi în perechi!  Să se determine lungimea medianei triunghiului ABC corespunzătoare laturii opuse vârfu-
lui C, dacă .,, cABbACaBC ===

5. (  2018) În desenul alăturat este reprezentat triunghiul ABC, în care
MN || AC,  ),(),( BCNABM ∈∈  BN = 1 cm, NC = 2 cm, AM = 4 cm.
Să se scrie în casetă lungimea laturii AB.

AB = cm.

C
A

BO
100°

4. (  2016) În desenul alăturat, punctele A şi B aparţin cercului de centru O, astfel
încât ,100)m( °=∠AOB  iar dreapta BC este tangentă la cerc. Scrieţi în casetă
măsura în grade a unghiului ABC.

=∠ )m( ABC .

CA

B
NM

6. În fotografia, făcută din avion, să vede că un lan de porumb are forma unui dreptunghi cu dimensiunile 34 ×  cm. Ştiind
că raportul de asemănare între fotografie şi plan este 1:10000, să se afle dimensiunile reale ale lanului de porumb.

7. În triunghiul dreptunghic ABC, BC = 8 cm, AB = 10 cm. Pe prelungirea catetei AC după punctul C se ia punctul D, astfel
încât punctul C se află între A şi D. Să se afle DB, dacă DB = DA.

8. (  2013) Diametrele roţilor din faţă şi din spate ale unei căruţe au
lungimile egale cu 60 cm, respectiv 90 cm. Calculaţi ce distanţă (în
metri) a parcurs căruţa, dacă se ştie că roata din faţă a făcut cu 100 de
rotaţii mai mult decât cea din spate. (Pentru calcule folosiţi 3≈π .) 90 cm

60 cm
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9. Fie triunghiul ABC cu ,cm)26( +=BC  ,45)(m °=∠ABC  .30)(m °=∠ACB

Să se afle perimetrul triunghiului ABC.
10. Într-un cerc sunt construite coardele concurente AB şi CD. Măsurile unghiurilor ABC şi ACD sunt de 50°, respectiv de

40°. Să se afle măsura unghiului DAC.

C

11. Două cercuri de aceeaşi rază, 7 cm, sunt tangente exterior. O dreaptă intersectează cercurile în punctele A, B, C şi D,
astfel încât AB = BC = CD. Să se afle AB.

12.  Lucraţi în perechi!  Din punctul A, situat în exteriorul unui cerc de rază 8 cm, este dusă o secantă de lungimea
10 cm, care este împărţită de cerc în două segmente de aceeaşi lungime. Să se afle distanţa de la punctul A până la
centrul cercului.

Profilul real

A1

1. Înălţimea corespunzătoare bazei unui triunghi isoscel este de 20 cm, iar înălţimile corespunzătoare laturilor congruente
sunt de 24 cm. Să se afle lungimile laturilor triunghiului.

2.  Lucraţi în perechi!  Într-un triunghi cu laturile de 12 cm, 15 cm şi 18 cm este înscris un semicerc, astfel încât
semicercul este tangent la laturile mai mici, iar latura mai mare conţine diametrul semicercului. Să se afle lungimile
segmentelor în care este împărţită latura mai mare de centrul semicercului.

B1

3. Raza cercului înscris într-un triunghi isoscel are lungimea de 1,5 cm, iar a cercului circumscris – de 
8
25  cm. Să se afle

lungimile laturilor, dacă ele se exprimă prin numere întregi.

4.  Lucraţi în perechi!  Într-un atelier de tăiere a tablei rămân deşeuri în formă de triunghi echilateral cu latura de
240 mm. Pentru un nou produs introdus în fabricaţie se vor executa piese în formă de pătrat cu latura de 80 mm şi în formă
de dreptunghi cu dimensiunile 220190 ×  mm. Care din aceste piese se pot executa din deşeuri?

5. Înălţimea dusă din vârful unui unghi alăturat bazei unui triunghi isoscel este de două ori mai mică decât lungimea laturii
corespunzătoare. Să se afle măsurile unghiurilor acestui triunghi (să se analizeze ambele cazuri posibile).

6.  Lucraţi în perechi!  Două cercuri de raze r şi R sunt tangente exterior. O dreaptă intersectează aceste cercuri astfel,
încât cercurile determină pe dreaptă trei segmente congruente. Să se afle lungimile acestor segmente.

7. Un cerc de lungime cm12π  este împărţit de punctele A, B, C în trei arce ale căror lungimi se raportă ca 1:2:3. Determinaţi
aria triunghiului ABC.

C1
8*. Cercul înscris în triunghiul ABC împarte mediana )( 11 ACBBB ∈  în trei segmente congruente. Să se afle raportul lungimilor

laturilor triunghiului ABC.
9. Care este lungimea traiectoriei parcurse de extremitatea orarului cu lungimea de 18 mm al unui ceasornic în:

a) 1 oră;              b) 24 de ore?  .)14,3( ≈π

10.  Lucraţi în perechi!  Care este lungimea traiectoriei parcurse de extremitatea minutarului cu lungimea de 30 cm al
unui ceasornic în:
a) 1 oră;           b) 12 ore;           c) 24 de ore?  .)14,3( ≈π

11. Un ciclist se deplasează pe o pistă circulară cu raza de 240 m. Într-un minut el parcurge 300 m. În câte minute ciclistul va
parcurge un cerc?  .)14,3( ≈π

12. Un autoturism are lăţimea de 1,2 m şi se deplasează pe o pistă circulară cu raza interioară de 100 m, păstrând permanent
distanţa de 50 cm de la marginea pistei. Să se determine diferenţa dintre drumul parcurs de roţile exterioare şi cele
interioare, dacă automobilul parcurge un cerc.  .)14,3( ≈π
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Test sumativ

Profilurile umanistic, arte, sport

Profilul real

1. Ipotenuza triunghiului dreptunghic ABC are lungimea de 9 cm, iar o catetă a sa – de 6 cm. Din vârful C al unghiului drept
se duc mediana CM şi înălţimea CD. Aflaţi MD.

3. Dintr-o ţeavă cu raza de 125 mm pleacă trei ţevi de acelaşi diametru. Aflaţi diametrul acestor trei ţevi, astfel încât ele să
preia tot debitul.

4. Fie ABC triunghi dreptunghic în A şi [BD] – bisectoarea unghiului ).( ACDB ∈  Ştiind că 5=CD  cm, 4=AD  cm,
determinaţi lungimile laturilor triunghiului.

1. Un acoperiş triunghiular are deschiderea ,dAB =  iar panta .3
1=DB

CD

a) Aflaţi valoarea de adevăr a propoziţiei: „ .~ MCNACB ∆∆ ”
b) Determinaţi lungimea grinzii CN, dacă .NBDN =

2. Calculaţi câte discuri de rază r se pot confecţiona prin tăierea
neraţională şi prin tăierea raţională a unei benzi de metal care are
lăţimea 5r şi lungimea 40r (în figură se arată tăierea neraţională (a) şi
cea raţională (b)).

    Timp efectiv  de lucru:45 de minute

A B

DE

S

V

C

A BDM N

C
M ′ N ′

5r

40
r

a)

5r
40

r
A

1O
2O

3O

b)

2. O scară dublă are lungimea unui braţ [VA] de 5 m. Pentru fixare, se foloseşte un fir
[CD], la distanţa de 1 m pe braţ ([AC]), de la sol.
a) Aflaţi valoarea de adevăr a propoziţiei: „ VSBVCD ∆∆ ~ ”.
b) Aflaţi lungimea firului, dacă înălţimea scării ([VS]) este de 4 m.

3. Fie triunghiul echilateral ABC cu latura a. Se consideră cercul care are ca diametru înălţimea CD. Prin punctele A şi C se
duc tangente la acest cerc, care se intersectează în punctul E. Aflaţi perimetrul triunghiului ACE.

4. Arătaţi că într-un triunghi oarecare cu laturile a, b şi c este adevărată relaţia:

.
)(tg

)(tg
222

222

acb

bca
B

A

−+
−+=∠

∠
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Monoame. Polinoame.
Fracţii algebrice35MODULUL

*recunoaşterea şi aplicarea monoamelor, polinoamelor, fracţiilor algebrice în diverse contexte;
*efectuarea operaţiilor de adunare, scădere, înmulţire şi împărţire a monoamelor, polinoamelor, fracţiilor algebrice;
*descompunerea în factori a polinoamelor;
*determinarea rădăcinilor polinoamelor de o singură nedeterminată.

Obiective

§1 Monoame. Operaţii cu monoame

1.1. Noţiunea de monom

În multitudinea de expresii algebrice, de exemplu ,7,2,3,8 22 abbayxY +−
,)32(,32,2023,325 XYxyZYX ++  identificăm:

a) expresii în care asupra literelor se efectuează operaţiile de adunare, scădere, înmulţire,
ridicare la putere cu exponent natural: ;32,2023,7,3 2 xyabyx ++−

b) expresii care conţin litere sub radical: ;2 2ba

c) expresii care reprezintă produs de factori, fiecare dintre ei fiind o expresie numerică sau
o literă cu exponent natural: .)32(,2023,,8 325 XYZYXY +

Expresiile de felul celor din a) se numesc expresii algebrice raţionale, cele din b) –
expresii iraţionale, cele din c) – monoame.

• Un monom este format din coeficient şi partea literală.
• Literele care se folosesc la scrierea monoamelor se numesc

nedeterminate.
• Nedeterminatele se notează, de regulă, cu literele mari ale

alfabetului latin (X, Y, Z etc.).

YX 33

X)32( +
22 XZ

Ceea ce cunoaștem este prea puţin.
Ceea ce nu știm este imens.

Laplace

 Reţineţi! Monomul este expresia algebrică raţională ce reprezintă produs de factori, fiecare dintre
ei fiind o expresie numerică sau o literă cu exponent natural.

• Gradul unui monom în raport cu o nedeterminată este exponentul nedeterminatei
acestuia, scrise ca o putere.

• Gradul unui monom de mai multe nedeterminate este egal cu suma exponenţilor
tuturor nedeterminatelor. Monomul YX 33  are gradul 4, dar gradul 3 în raport cu X.
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Exerciţii propuse 
Profilul real

A1

1.2. Operaţii cu monoame
Monoamele care au aceeaşi parte literală, abstracţie făcând de ordinea scrierii factorilor,
se numesc monoame asemenea.
• Suma, diferenţa monoamelor 21, MM  este expresia 21 MM +  (respectiv 21 MM − )
• Reducerea termenilor asemenea este operaţia prin care o sumă de monoame

asemenea se înlocuieşte cu un monom asemenea cu ele, care are coeficientul egal
cu suma coeficienţilor termenilor asemenea.
Exemplu: .)35(332 2222 YXYXYXYX −=+−

• Produsul monoamelor este monomul al cărui coeficient este produsul coeficienţilor
factorilor şi factorii literali reprezentaţi prin puteri cu aceeaşi bază sunt înlocuiţi cu
produsul lor.
Exemplu: .3232 232 ZYXXYZYX =⋅

• Ridicarea la putere cu exponent natural a unui monom se efectuează conform pro-
prietăţii de ridicare la putere a unui produs ).)(( nnn yxxy ⋅=
Exemplu: .8)2( 3632 YXYX =
Puterea cu exponent 0 a unui monom nenul este monomul 1.

• Monomul R se numeşte câtul monoamelor P şi Q, dacă .PRQ =⋅

Exemplu: ,
5
6

5:6 223 XYYZXZYX =  fiindcă .65
5
6 232 ZYXYZXXY =⋅

În caz general, raportul a 2 monoame este o fracţie algebrică.
Nu există împărţirea la monomul nul.

 Reţineţi!

1. Să se determine care dintre expresii sunt monoame:
a) 2,05, ,YX  X, ;15YZ  ,2010Z  ,

Z
XY  ;22 YX +

b) ,8Y−  ,23 XY  Z, ,XY  ,3XZ −  ,
Z

YX +  .2012Y

2. Să se indice coeficientul şi partea literală a monomului:
a) ;8XY− b) ;2 2YZX

c) ;3 2XZ− d) .29,3 104 ⋅ZY

3. Să se scrie monoamele astfel, ca nedeterminata să figu-
reze o singură dată:
a) ;XYYXZ b) ;YZYZYZ

c) ;32 22 ZYXYX d) .XZYZYZ

4.  Investigaţi! Să se determine gradul monomului:
a) ;3YZX        b) ;2 5XZ−        c) ;1,0 2YX        d) .3YZ

5. Să se indice monoamele asemenea:
a) ,5XY  ,3 2X  ,XY−  ,3YZ  ,25,0 2X−  ,3YZ  ;XYZ

b) ,2XY  ,5,8 3Y−  ,2 2 XY−  ,8,0 3Y  ,333 ZYX  .XY

6. Să se reducă termenii asemenea:
a) ;85,23 44 YXYYXY ++−   b) .102,023 22 XYZXYZ +−−

7. Să se efectueze:
a) ;34 22 XYYX ⋅− b) ;52,8 3YZXXZ ⋅

c) ;33 3XZYZ ⋅ d) .
2
1

2
3
1

7 XYX ⋅

8.  Lucraţi în perechi! Să se efectueze:
a) ;)3( 35YX b) ;)2( 24XYZ−
c) ;)2( 43XY d) .)5,1( 33ZY

9. Să se efectueze:
a) );2(:16 3 XYYX − b) ;4,0:4,6 32 YZZY−

c) ;3:32 252 XZZX d) .
3
1

:
3
1

7 333 XYZZYX

10. Să se efectueze:
a) ;)5,0(283,7 33 ZYXYYYXY −++−

b) .3
8
1

4
4
1

3 22 XYZZZYZY ++⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −+

11.  Lucraţi în perechi!  Să se efectueze:

a) ;)2,1()2(2,03 2332 XYXYXYZYXXY ⋅+−⋅
b) .)()1,0(4,05 33223 XYZYXZYYXZZY −−⋅+⋅−
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efiniţie

§2 Polinoame

2.1. Operaţii cu polinoame

Se numeşte polinom un monom sau o sumă de monoame.

Polinoamele se notează cu literele mari ale alfabetului latin (P, Q, R, H etc.):
.3),,(,3),(,52)( 223 −=+−=+−= XYZZYXRXXYYXYXQXXXP

Coeficienţii polinomului sunt coeficienţii termenilor săi. Polinomul al cărui coeficienţi
sunt toţi egali cu 0 se numeşte polinom nul: 0. Termenul care nu conţine nedeterminate
se numeşte termen liber. Gradul polinomului P este gradul maxim al termenilor săi
nenuli. Se notează „grad P”.
De exemplu, pentru polinomul 52)( 23 +−= XXXP  avem .3)(grad =XP

Un polinom cu doi termeni se numeşte binom, iar cu trei termeni – trinom.

Exerciţiu
rezolvat

Fie monoamele: .5,7,,3,7 63 XZXXYZYX −
a) Formaţi din aceste monoame un polinom în nedeterminatele X, Y, altul în nedeter-
minata X şi un al treilea – în nedeterminatele X, Y, Z.
b) Enumeraţi coeficienţii şi termenul liber ai primului polinom din a).
Rezolvare:
a) ,57),( 63 −+= XYXYXP  ,5)( 6 += XXQ  .5737),,( 63 +−−+= XZXXYZYXZYXT

b) Coeficienţii lui P(X, Y) sunt 7, 1, –5, iar –5 este termenul liber.

 Reţineţi!

Suma (respectiv diferenţa) a două polinoame P, Q este polinomul QP +  (respectiv
QP − ).

Valoarea numerică a unui polinom pentru valorile indicate ale nedeterminatelor este
numărul obţinut prin efectuarea tuturor operaţiilor după înlocuirea valorilor indicate ale
nedeterminatelor. De exemplu, valoarea numerică a polinomului P(X, Y), determinat în
exerciţiul a) rezolvat mai sus, pentru 5,2 == YX  este:

.3270582705)2(5)2(7)5,2( 63 +=−+=−+⋅⋅=P

15.  Investigaţi!  Să se determine legitatea şi să se scrie monomul lipsă:

16. Să se completeze şirul monoamelor:
a) ,XYZ  ,2YZX  ,22 ZYX  ;               b) ,248 ZYX  ,48YX  ,28YX  .

B1

C1

12. Să se efectueze:
a) );6,1:8,42(3,0:18 42453 XZZXYXXYYX +−            b) ).4,0:127(30:9 222223 XZZXXYZZYZXY +−−−

13.  Investigaţi!  Să se completeze cu exponenţi, astfel încât gradul monomului în raport cu toate nedeterminatele
să fie 10:    a) ;3 2 WW ZYX             b) ;)( 32 WZY             c) ;)( WWW ZYX             d) .)5( 22 WW ZYX−

14.  Investigaţi!  Să se stabilească valoarea de adevăr a propoziţiei:
a) Monoamele XY şi 22YX  sunt asemenea. b) Monoamele YX 226  şi YX 2−  se pot reduce.

A F

322 YX 3 9622 YX

53ZY− 2       ?
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Exemple Utilizând metodele adecvate, să se descompună în factori polinomul:
a) );164025()56( 22 +−−− XXX           b) .32 36 −+ XX

2.2. Descompunerea în factori a polinoamelor

 Reţineţi! Iată unele metode frecvent utilizate pentru descompunerea în factori a polinoamelor:
• metoda factorului comun: ).( HRQPHPRPQP ++=⋅+⋅+⋅
• metoda grupării termenilor: HRHPQRQP =⋅+⋅+⋅+⋅

).)(()()()()( RPHQHQRHQPHRQRHPQP ++=+++=⋅+⋅+⋅+⋅=
• descompunerea în factori a trinomului de gradul doi: ),)(( 21

2 xXxXacbXaX −−=++
unde 21, xx  sunt soluţiile ecuaţiei de gradul doi 02 =++ cbxax  asociate acestui trinom;

• utilizarea formulelor de calcul prescurtat;
• metode combinate.

Un rol important în efectuarea calculelor îl are descompunerea în factori a polinoamelor,
adică reprezentarea lor ca produs de polinoame.

Utilizarea acestor proprietăţi facilitează efectuarea calculelor.

Exemplu )11()3()1)(3()1()3( 3333 XXZXYXZXYXZXY =++−⋅−=+−+−⋅−
.622)3( ZXYZXY −=⋅−=

Proprietăţi ale înmulţirii polinoamelor
Pentru orice polinoame P, Q, R sunt adevărate proprietăţile:
1° Comutativitatea: .PQQP ⋅=⋅
2° Asociativitatea: ).()( RQPRQP ⋅⋅=⋅⋅
3° .00 =⋅P

4° Polinomul 1 este element neutru la înmulţirea polinoamelor: .11 PPP =⋅=⋅
5° Înmulţirea polinoamelor este distributivă faţă de adunare/scădere:

.)( RPQPRQP ⋅±⋅=±⋅

De regulă, în expresia obţinută se reduc termenii asemenea.
De exemplu, diferenţa polinoamelor P(X, Y) şi Q(X) din exerciţiul rezolvat este polinomul

.107)5(57 3663 −=+−−+=− YXXXYXQP

Proprietăţi ale adunării polinoamelor
Pentru orice polinoame P, Q, R sunt adevărate proprietăţile:
1° Comutativitatea: .PQQP +=+
2° Asociativitatea: ).()( RQPRQP ++=++
3° Polinomul nul este element neutru la adunarea polinoamelor: .0 PP =+
4° Orice polinom P are opusul său, –P: .0)( =−+ PP

 Reţineţi!

De regulă, în suma obţinută se efectuează reducerea termenilor asemenea.
De exemplu: )5()57( 663 =+⋅−+ XXYX

253575555757 31296366663 −++=⋅−⋅+⋅+⋅−⋅+⋅= YXXYXXYXXXXXYX .

efiniţie Produsul a două polinoame P, Q este polinomul QP ⋅ , ce reprezintă suma produselor
fiecărui termen al polinomului P cu fiecare termen al polinomului Q.
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Exerciţii propuse 
Profilul real

A1

1. Fie polinoamele 123)( 23 ++−= XXXXP  şi .5),( 2234 +−+−= XYYXXXYXQ

a) Să se determine gradele acestor polinoame, să se enumere coeficienţii polinoamelor P(X) şi Q(X, Y).
b) Să se calculeze valoarea numerică a polinomului P(X) pentru .2=X

c) Să se calculeze valoarea numerică a polinomului Q(X, Y) pentru .1,2 =−= YX

2. Fie polinoamele XXXXXP 38)( 234 −+−−=  şi .5)( 23 XXXQ +=
1) Să se efectueze:   );()()( XSXQXP =+               );()()( XDXQXP =−               ).()()( XRXPXQ =−
Să se calculeze şi să se compare:     a)  S(3) cu );3()3( QP +              b)  D(–1) cu ).1()1( −−− QP

2) Să se stabilească o relaţie între polinoamele D(X) şi  R(X).

Rezolvare:
a) Observăm că .)45(164025 22 −=+− XXX

Deci, ).1)(911())45(56()4556()45()56( 22 −−=−−−⋅−+−=−−− XXXXXXXX

b) Dacă notăm ,3 tX =  atunci trinomul 322 −+ tt  se descompune în ),3)(1( +− tt  deci
))3()(1()3)(1(32 333333336 =+−=+−=−+ XXXXXX

).93)(3)(1)(1( 33232 +−+++−= XXXXXX

B1

10.  Lucraţi în grup!  Fie polinoamele
7108)( 23 −+−= XXXXP  şi npXkXmXXQ +++= 23)(  ).,,,( R∈pknm

a) Să se afle valorile parametrilor reali m, n, k, p pentru care polinoamele P(X) şi Q(X) sunt egale.
b) Să se precizeze gradele polinoamelor  P(X), Q(X) în funcţie de valorile parametrilor.
c) Pentru care valori ale parametrilor reali m, n, k, p polinomul Q(X) este nul?
d) Să se calculeze: ).0(),1(),0(),1( QQPP −−

11. Fie polinoamele kXkXXXP −+−= 27)( 25  şi .2)( 25 kXXXXQ +−+−=
Să se afle valoarea parametrului real k pentru care )()()( XQXPXS +=  este polinom nul.

12. Fie polinomul . ,,,2)( 324 R∈+−++= cbacXbXXaXXP

a) Să se afle valorile coeficienţilor a, b, c, ştiind că polinomul P(X) este egal cu .825 234 −+− XXX

b) Să se determine polinomul Q(X), ştiind că .0)()( =+ XQXP

3.  Lucraţi în perechi!  Fie polinoamele
.12)(;15)(;15)( 2422 ++=+=−= XXXRXXQXXP

Să se afle:
a) );()()( XRXQXP −+ b) );()( XQXP ⋅
c) );()( XRXP ⋅ d) );()()( XRXQXP −⋅
e) );(2 XP f) ).()( 22 XQXP ⋅

4.  Investigaţi!  Să se completeze până la pătratul
unui binom:
a) ;1...16 2 ++X b) ;25...9 22 YX +−
c) ...;102 ++ XYX d) .64...3 22 YX +−

5. Aplicând metoda grupării termenilor, să se descompună
în factori:
a) ;9797 234 XXXX +−− b) ;234 XYXYXX −−+
c) .2045 23 −+− XXX

6. Să se reprezinte ca produs de factori:
a) ;11025 2 +− XX b) ;125,0 2 ++ XX

c) ;8126 23 −+− XXX d) .133 23 +++ XXX

7. Aplicând formulele: diferenţa pătratelor, suma (diferenţa)
cuburilor, să se descompună în factori  polinomul:
a) ;64,0 22 YX − b) ;455 22 YX −
c) ;64125 33 YX − d) .1729 3 +X

8. Să se descompună în factori trinomul:
a) ;822 −− XX b) ;134 2 −− XX

c) .22 ++− XX

9. Fie polinoamele XXXP −= 32)(  şi .),( 22 YXYXQ +=
Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiilor.
a) .2),( 42242 YYXXYXQ ++=
b) .2)()( 223 YXXXXQXP +−+=+
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efiniţie

§3 Polinoame de o singură nedeterminată

3.1. Noţiuni generale

Expresia de forma ,...2

210

n

n XaXaXaa ++++ (1)
unde N∈n  şi R∈ia  pentru orice ni ...,,2,1,0=  (se mai notează ni ,0= ), se
numeşte polinom în nedeterminata X.

Dacă numerele naaaa ...,,,, 210  aparţin mulţimii ),,( ZQR  atunci expresia (1) este
polinom în nedeterminata X cu coeficienţi reali (corespunzător, raţionali, întregi).

Numerele  naaaa ...,,,, 210   se numesc coeficienţi ai polinomului (1), expresiile
n

n XaXaXaa ...,,,, 2

210
 se numesc termeni ai acestui polinom, iar coeficientul 0a  se

numeşte termenul liber al polinomului (1).
În cazul în care ,0=n  expresia (1) are forma .0a  Aşadar, orice număr este un polinom
şi astfel de polinoame se numesc polinoame constante.

Exemplu Următoarele expresii sunt polinoame în nedeterminata X:
;002 432 XXXX ++++  ;5397 32 XXX +++  .3

Forma canonică a polinomului nenul (1) este polinomul ,...2

210 ++++ n

n XaXaXaa

,0≠na  unde n este cel mai mare număr natural k, astfel încât nk ≤≤1  şi .0≠ka

Exemplu Forma canonică a polinoamelor ,302 2XX ++  32 0302 XXX +++  este ,32 2X+  iar
forma canonică a polinoamelor XX ++ 237  şi 432 0037 XXXX ++++  este .37 2XX ++

efiniţie Două polinoame în nedeterminata X sunt egale dacă formele canonice ale acestor
polinoame coincid.

Exemple 1. Polinoamele 2531 XX ++  şi 432 00351 XXXX ++++  sunt egale.
2. Polinoamele 432 8452 XXXaX ++++  şi 5432 472 dXcXXbXX +++++  sunt

egale dacă şi numai dacă .0,8,5,7 ==== dcba

 Reţineţi!

 Reţineţi!

C1
15. Fie polinomul .,,,,)( 23 R∈+++= dcbadcXbXaXXR

Să se afle valorile coeficienţilor a, b, c, d,  dacă: .,1)1(,0)1(,1)0( caRRR =−==−=
16. Aplicând formulele studiate, să se descompună în factori cu coeficienţi întregi polinomul:

a) ;)45()36( 22 YXX −−+                b) ;)5(8 33 −− XYX                c) .)1(125 33 ++ XX

17. Să se determine un polinom P(X) de gradul doi cu coeficienţi reali, astfel încât 33 ))(()( αα PP =  pentru orice .R∈α

18.   Să se descompună în factori polinomul:
a) ;43 48 −+ XX                     b) ;,164 ∗∈− NnX n                     c) .,12 ∗+ ∈− NnXX n

13. Să se descompună în factori polinomul:
a) ;8)2(2 23 −−+ XXX b) ;44 36 +− XX

c) ;55 2235 XYXYXX ++− d) .2224 ++− XXX

14.  Lucraţi în perechi!  Să se descompună în factori trinomul:
a) ;5,038 2 −+ XX b) ;201,0 2 −−− XX c) .252 −− XX
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1. Polinomul arbitrar n

n XaXaXaa ++++ ...2

210  este egal cu polinomul
knnn

n XXXaXaXaa ++ +++++++ 0...0... 12

210
 pentru orice .N∈k

2. Polinoamele ,0,...2

210 ≠++++ m

m

m aXaXaXaa  şi ,...2

210 ++++ n

n XbXbXbb

,0≠nb  sunt egale dacă şi numai dacă nm =  şi ii ba =  pentru orice mi ,0=  (sunt egali
coeficienţii termenilor respectivi).

 Reţineţi!

Pentru care valori reale ale parametrilor a şi b sunt egale polinoamele
)1)(()532()( 22 XXXbXXaXP ++++++=  şi ?221)( 32 XXXXQ +++=

Rezolvare:
Aducem )(XP  la forma canonică efectuând operaţiile respective şi egalăm polinoamele:

,221532 323222 XXXXXXbXbXbaXaXa +++=++++++++
.221)15()13(2 3232 XXXXXbaXbaba +++=++++++++

Din definiţia egalităţii a două polinoame obţinem:

⎩
⎨
⎧

=
=⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=++

=+
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=++

=+

.1
,0

,02
,213

,12

,215
,213

,12

b
a

a
ba
ba

ba
ba
ba

 Răspuns: ,0=a  1=b .

Exerciţiu
rezolvat

efiniţii Fie polinomul .0,...)( 2

210 ≠++++= n

n

n aXaXaXaaXP  Termenul n

n Xa  se
numeşte termenul principal al polinomului ),(XP  iar numărul na  se numeşte
coeficientul dominant al polinomului ).(XP

Exemplu Considerăm polinoamele 32 032)( XXXXP +++=  şi .50332)( 32 XXXXQ +++=
Observăm că 2)(grad =XP  şi .3)(grad =XQ  Coeficientul dominant al polinomului )(XP

este 1, iar coeficientul dominant al polinomului )(XQ  este 5.

De regulă, polinoamele în nedeterminata X se notează cu )(),(),( XRXQXP  etc.

bservaţii 1. Pentru polinomul nul gradul nu se defineşte.
2. Orice număr nenul este un polinom care are gradul zero.

Notă. Pentru a simplifica scrierea polinoamelor concrete, convenim să nu scriem termenii
polinomului care au coeficienţii egali cu zero, să notăm termenii de forma kX1  cu ,kX

iar expresia de forma kXa)(−+  cu .kaX−
De exemplu, polinomul 5432 )5(001)4(3 XXXXX −++++−+  se scrie .543 52 XXX −+−

Exerciţiu
rezolvat

Să se afle gradul polinomului:
.)2()43()1(23)( 423322 XaaXaaXaXaXP −−++++−++=

Rezolvare:
Pentru diferite valori ale parametrului real a se obţin polinoame diferite. De aceea, gradul

polinomului )(XP  depinde de valoarea parametrului a. Dacă ,022 ≠−− aa  adică
,}2,1{\ −∈Ra  atunci .4)(grad =XP  Pentru ,1−=a  XXP 23)( +−=  şi .1)(grad =XP

Pentru ,2=a  32 18326)( XXXXP +++=  şi .3)(grad =XP

Fie A o submulţime nevidă a mulţimii R. Notăm prin ][XA  mulţimea polinoamelor în
nedeterminata X cu coeficienţi din A. În particular, notăm cu ][],[],[ XXX ZQR  mulţimile
polinoamelor în nedeterminata X cu coeficienţi reali, raţionali, respectiv întregi. Deoarece

,RQZ ⊂⊂  atunci ][][][ XXX RQZ ⊂⊂  şi ].[],[],[ XXX RRQQZZ ⊂⊂⊂
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1. Dacă )(XP  şi )(XQ  sunt polinoame nenule, atunci:
a) ))(grad),(gradmax())()((grad XQXPXQXP ≤+  ( ));()( XPXQ −≠
b) ).(grad)(grad))()((grad XQXPXQXP +=⋅

2. Dacă ),()()( XQXPXR +=  ),()()( XQXPXS ⋅=  atunci pentru orice R∈a  au loc
egalităţile numerice:

a) );()()( aQaPaR +=                b) ).()()( aQaPaS ⋅=

3.3.1. Împărţirea polinoamelor. Teorema împărţirii cu rest
În calculul cu numere întregi, adeseori se aplică teorema împărţirii cu rest. O teoremă

asemănătoare este adevărată şi pentru polinoame.

eorema 1 (teorema împărţirii cu rest)
Pentru orice polinoame ],[)(),( XXIXD R∈  ,0)( ≠XI  există polinoamele

],[)(),( XXRXC R∈  unic determinate, astfel încât
),()()()( XRXCXIXD +=  unde 0)( =XR  sau ).()( XIXR gradgrad <        (2)

 Reţineţi!

3.2. Adunarea, scăderea şi înmulţirea polinoamelor

Suma, diferenţa, produsul polinoamelor de o singură nedeterminată se efectuează după
aceleaşi reguli ca şi polinoamele de mai multe nedeterminate, deci aceste operaţii se
bucură de aceleaşi proprietăţi.

Exerciţiu
rezolvat

Să se scrie în forma canonică suma, diferenţa şi produsul polinoamelor:
8126)( 23 −+−= XXXXP  şi .13)( 23 ++= XXXQ

Rezolvare:
;23127)()( 32 XXXXQXP +−+−=+  ;9129)()( 2XXXQXP −+−=−

)31()6128()()( 3232 XXXXXXQXP =++⋅+−+−=⋅
.362930128 65432 XXXXXX +−−+−+−=

 Reţineţi!

efiniţie Fie ][...)( 2

210 XXaXaXaaXP n

n R∈++++=  şi .R∈α
Numărul n

naaaa ααα ++++ ...2

210  se numeşte valoarea polinomului )(XP  în
α=X  şi se notează cu ).(αP  Dacă ,0)( =αP  atunci α se numeşte rădăcină a

polinomului )(XP .

Exemplu Fie .32)( 2XXXP ++=  Atunci .12)2(3)2(2)2( 2 =−+−+=−P

bservaţii 1. Dacă A este una dintre mulţimile ZQR ,,  şi ],[)( XAXP ∈  atunci AP ∈)(α  pentru
orice .A∈α
2. Valoarea oricărui polinom în zero este egală cu termenul liber al acestui polinom

.)0( 0aP =

efiniţie Fie A una dintre mulţimile ZQR ,,  şi ].[)( XAXP ∈  Funcţia ),()(,: xPxfAAf =→
se numeşte funcţia polinomială asociată polinomului ).(XP

Exemplu Funcţia polinomială asociată polinomului ][342)( 32 XXXXP R∈++=  este ,:f → RR
.342)( 32 xxxf ++=
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În (2), polinomul D(X) se numeşte deîmpărţit, )(XI  – împărţitor, )(XС  – cât, iar
)(XR  – rest. Dacă ,0)( =XR  atunci )(),( XCXI  se numesc divizori ai lui D(X) (se

notează )(|)(),(|)( XDXCXDXI ), iar D(X) se numeşte multiplu al acestor polinoame
sau se spune că D(X) este divizibil cu )(),( XCXI .

Împărţirea cu rest a polinomului )(XD  la )(XI  necesită efectuarea celor patru operaţii
aritmetice (adunarea, scăderea, înmulţirea, împărţirea) asupra coeficienţilor acestor
polinoame. Dacă polinoamele )(XD  şi )(XI  au coeficienţi numere reale (respectiv,
raţionale), atunci câtul )(XC  şi restul )(XR  sunt  polinoame cu coeficienţi reali (respectiv,
raţionali).

 Reţineţi!

Pentru a împărţi polinomul )(XD  la polinomul nenul )(XI :
1) scriem ambele polinoame în ordinea descreşterii gradelor termenilor acestora;
2) efectuăm împărţirea în coloniţă (similar împărţirii numerelor naturale) astfel încât

termenii câtului să reprezinte rezultatele împărţirii termenului principal al deîmpărţitului (şi a
celor apăruţi ulterior) la termenul principal al împărţitorului;

3) împărţirea se efectuează până când la rest se va obţine un polinom de grad mai mic
decât gradul împărţitorului.

Reprezentăm un algoritm de aflare a câtului şi restului împărţirii a două polinoame, numit
algoritmul împărţirii cu rest a polinoamelor.

Exerciţiu
rezolvat

Să se determine câtul şi restul împărţirii polinomului 12483)( 234 +−−+= XXXXXD  la
trinomul .322)( 2 −+= XXXI

Rezolvare:
224

2
3

2:3 XXX =

XXX
2
5

2:5 23 =

4
9

2:
2
9 22 −=− XX

23422

2
9

33)322(
2
3

XXXXXX +−−=−+⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−

44 344 21

4484476

)(

2

)(

2

4
9

2
5

2
3

322

XC

XI

XX

XX

−+

−+234

234

2
9

33

12483

XXX

XXXX

+−−

+−−+
+

XXX

XXX

2
15

55

12
2
1

5

23

23

+−−

+−+
+

4
27

2
9

2
9

1
2

11
2
9

2

2

−+

++−
+

XX

XX

43421
)(

4
23

10

XR

X −Răspuns: Câtul este ,
4
9

2
5

2
3

)( 2 −+= XXXC  iar restul

este .
4
23

10)( −= XXR

3.3.2. Împărţirea polinoamelor la binomul cX −

Considerăm un polinom 1,)(grad),( ≥XPXP  şi binomul ).( cX −  Din teorema împărţirii
cu rest rezultă că există polinoamele ),(),( XRXC  astfel încât

 ),()()()( XRXCcXXP +−=  unde 0)( =XR  sau .1)(grad)(grad =−< cXXR   (3)
Deoarece 0)( =XRgrad  sau ,0)( =XR  rezultă că )(XR  este un polinom constant,

adică ,)( rXR =  unde .R∈r  Substituind în egalitatea (3) cX =  şi ,)( rXR =  avem
,)()()( rcQcccP +−=  de unde rezultă că ).(cPr =  Astfel, am obţinut următorul rezultat:

 Exerciţiu • Verificaţi egalitatea: ).()()()( XRXCXIXD +⋅=
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Exerciţiu
rezolvat

Folosind schema lui Horner, să se determine câtul şi restul împărţirii polinomului
5242)( 234 +−−= XXXXP  la binomul .3−X

Rezolvare:
Alcătuim tabelul (se scriu inclusiv coeficienţii nuli):

2 –4 –2 0 5
3 2 –4 + 3 · 2 = 2 –2 + 3 · 2 = 4 0 + 3 · 4 = 12 5 + 3 · 12 = 41

Răspuns: Câtul împărţirii este ,12422)( 23 +++= XXXXC  iar restul este .41=r

Practic, calculul coeficienţilor 0121 ,,...,, bbbb mm −−  ai câtului )(XC  şi al restului r se
poate face utilizând următorul tabel, numit schema lui Horner2:

ma 1−ma 2−ma 1a 0a

mm ab =−1 112 −−− += mmm cbab 223 −−− += mmm cbab 110 cbab += 00 cbar +=c ...

...

Considerăm polinomul .0,..)( 01

1

1 ≠++++= −
− m

m

m

m

m aaXaXaXaXP  În baza teore-
mei 2, există )(XC  şi r, astfel încât .)()()( rXCcXXP +−=

Exerciţiu
rezolvat

Să se afle restul împărţirii polinomului 1)( 24 −++= mXmXXXP  la binomul ,mX −
dacă la împărţirea lui P(X) la binomul 1−X  se obţine restul –6.
Rezolvare:
Conform teoremei lui Bézout ,6)1( −=P  deci 3611114 −=⇒−=−⋅+⋅+ mmm  şi

.133)( 24 −−−= XXXXP  Restul căutat este .62)3()( =−= PmP

eorema 2 (teorema lui Bézout1)
Restul împărţirii unui polinom ][)( XXP R∈  la binomul ][)( XcX R∈−  este egal
cu ).(cP

Această teoremă furnizează o metodă de a determina restul împărţirii unui polinom arbitrar
la binomul cX −  fără a efectua împărţirea.

Exemplu Restul împărţirii polinomului 182142)( 234 +−−+= XXXXXP  la binomul 3−X  este
.211832314323)3( 234 =+⋅−⋅−⋅+== Pr

1 Etienne Bézout (1730–1783) – matematician francez
2 William George Horner (1786–1837) – matematician britanic

Consecinţă Numărul c este rădăcină a polinomului )(XP  dacă şi numai dacă )()()( XCcXXP ⋅−=
( )(XP  e divizibil cu cX − ).

Exerciţii propuse 
Profilul real

A1

1. Să se determine ,,, R∈cba  astfel încât ),()( XQXP =  dacă:
a) ,)()(4)( 432 aXcXXbcXbcXP ++++++=  ;)2()12(4)( 432 XXaXXaaXQ ++++−+=
b) ,3)12(2)( 2XXabXP +++=  .)13(2)( 32 cXaXXbbaXQ ++++−=

2. Să se afle gradul polinomului ][)( XXP R∈  în funcţie de a, dacă:
a) ;)1()1(3)( 322 XaXaaXXP −++++=           b) .)43()32()1()( 42222 XaaXaaXaaXP −++−++−+=

3. Să se calculeze ),32(),3(),2(),1( +− QPPP  dacă 5432 22)( XXXXXXP +−−−+=  şi .610)( 24 +−= XXXQ

4. (  2022) Determinaţi restul împărţirii polinomului 152)( 23 +−+= XXXXP  la binomul .2−X

5. Să se determine ),(cP  dacă .2,132171536)( 234567 =+++−−++= cXXXXXXXXP

6. Să se calculeze )()(),()( XQXPXQXP −+  şi ),()( XQXP ⋅  dacă ,235)( 32 XXXXP ++−=  .321)( 2XXXQ −+=
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C1
14. Ce condiţii trebuie să satisfacă numerele a, b şi c pentru ca )(XP  să fie divizibil la polinomul 1)( 2 ++= cXXXQ :

a) ;)( 4 baXXXP ++=             b) ;)( 3 baXXXP ++=             c) ?)( 5 baXXXP ++=
15. Să se determine restul împărţirii polinomului )(XP  la polinomul ),(XQ  dacă:

a) ,43)( 2142 +−= XXXP   ;1)( 2 −= XXQ           b) ,222)( 3101319 ++++= XXXXXP  ;1)( 2 += XXQ

c) ,1232)( 56121718 −+−+−= XXXXXXP  .1)( 4 −= XXQ

16. Resturile împărţirii polinomului )(XP  la binoamele 3,2,1 −−− XXX  sunt, respectiv, 2, 3 şi 4. Să se afle restul
împărţirii polinomului )(XP  la polinomul ).3)(2)(1( −−− XXX

17*. Fie ],[)( XXP R∈  astfel încât 64)3()1()()1( +=+−++ xxPxxPx  pentru orice .R∈x

Să se afle restul împărţirii polinomului )(XP  la polinomul ).2)(1( −− XX

B1

8. Să se determine câtul şi restul împărţirii polinomului )(XP  la polinomul ),(XQ  unde:
a) ,13232)( 234 ++−+= XXXXXP   1)( += XXQ  (inclusiv folosind schema Horner);
b) ,45323)( 245 ++−−= XXXXXP  ;32)( 3 ++= XXXQ

c) ,532)( 23 XXXXP −+=  ;123)( 2 −+= XXXQ

d) ,1232432)( 23456 ++−+−+= XXXXXXXP  .23)( 2 +−= XXXQ

9. Care dintre punctele )1;1(A  şi )9;2(B  aparţin graficului funcţiei polinomiale asociate polinomului
][32)( 3 XXXXP R∈−+= ?

10. Resturile împărţirii polinomului )(XP  la binoamele 2−X  şi 3−X  sunt 2, respectiv 5. Să se afle restul împărţirii
polinomului )(XP  la trinomul .652 +− XX

11. Restul împărţirii polinomului )(XP  la trinomul 1272 ++ XX  este .143 +X  Să se afle resturile împărţirii polinomului
)(XP  la binoamele 3+X  şi 4+X  respectiv.

12. Să se determine valorile parametrului real a pentru care restul împărţirii polinomului )(XP  la binomul )(XQ  este r,
dacă: a) ,436)( 234 ++−+= XXaXXXP   ;5,3)( −=+= rXXQ

b) .37,2)(,542)3()( 223 =−=+++++= rXXQaaXXaXXP

13. Să se determine polinomul de gradul doi ],[)( XXP R∈  dacă:
a) ;4)2(,2)1(,4)1( =−=−= PPP b) .13)2(,18)3(,6)1( ==−= PPP

7. Să se determine câtul )(XC  şi restul )(XR  împărţirii polinomului )(XP  la binomul ),(XQ  dacă:
a) ,4323)( 346 +−+−= XXXXXP  ;2)( −= XXQ        b) ,127452)( 2345 ++−++= XXXXXXP  ;3)( += XXQ

c) (  2022)  ,152)( 23 +−+= XXXXP  .2)( −= XXQ

§4 Rădăcinile polinoamelor

4.1. Noţiunea de rădăcină multiplă a polinomului
Diverse aplicaţii ale polinoamelor (rezolvarea ecuaţiilor, rezolvarea problemelor textuale,

interpolarea funcţiilor ş.a.) se bazează pe noţiunea de rădăcină a polinomului.

Exerciţiu
rezolvat

Să se determine dacă numerele 2 şi 3 sunt rădăcini ale polinomului
.4444)( 2345 +−++−= XXXXXXP

Rezolvare:
Aşa cum ,0)2( =P  iar 0)3( ≠P  (Verificaţi!), conchidem că numărul 2 este rădăcină a

polinomului P(X), iar numărul 3 nu este rădăcină.
Efectuând împărţirea la ,2−X  obţinem: ).22)(2()( 34 −+−−= XXXXXP

Observăm că 2 este rădăcină şi a câtului ,22)( 34 −+−= XXXXC  şi ),1)(2()( 3 +−= XXXC
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Dacă ,1=m  atunci α  se numeşte rădăcină simplă; dacă ,2≥m  atunci α  se numeşte
rădăcină multiplă de ordin m a polinomului ).(XP  Rădăcina unui polinom care are ordinul
de multiplicitate 2 (respectiv 3) se numeşte  rădăcină dublă (respectiv triplă).

Ordinul de multiplicitate al unei rădăcini poate fi determinat cu ajutorul schemei lui Horner,
efectuând succesiv împărţirea polinomului )(XP  la α−X  )),()()(( 1 XCXXP ⋅−= α  apoi
a câtului obţinut )(1 XC  la α−X  ))()()(),()()(( 2

2

21 XCXXPXCXXC ⋅−=⋅−= αα
ş.a.m.d., până se obţine un cât )( XCs  care nu este divizibil cu .α−X

Deci, ).()()( XCXXP s

s ⋅−= α  Numărul s va fi ordinul de multiplicitate al rădăcinii α  a
polinomului ),(XP  deoarece 1)( +− sX α  nu divide ).()( XCX s

s ⋅−α
În exerciţiul precedent, numărul 2 este rădăcină dublă pentru

.4444)( 2345 +−++−= XXXXXXP

Este firească întrebarea dacă un polinom arbitrar are rădăcini. Teorema fundamentală a
algebrei afirmă că orice polinom din ],[XR  al cărui grad e mai mare sau egal cu 1 are cel
puţin o rădăcină, însă ea nu e neapărat reală.

efiniţie Numărul m, ,∗∈Nm  se numeşte ordin de multiplicitate al rădăcinii α  a polinomului
)(XP  dacă mX )( α−  divide ),(XP  iar 1)( +− mX α  nu divide ).(XP

 Reţineţi! Orice polinom de grad impar cu coefcienţi reali are cel puţin o rădăcină reală.

O metodă utilă de determinare a rădăcinilor unui polinom cu coeficienţi întregi
(eventual, şi descompunerea lui în factori) este „căutarea” lor printre divizorii
termenului liber al polinomului.

Exerciţiu
rezolvat

Să se descompună în factori polinomul: .1222)( 234 +−+−= XXXXXP
Rezolvare:
Punem la încercare numerele 1±  care sunt divizori ai termenului liber 1. Uşor, se

calculează că ,0)1( =P  deci, în baza teoremei Bézout, P(X) se divide cu :1−X

).1)(1()( 23 −+−−= XXXXXP  La fel procedăm şi în cazul câtului ,1)( 23 −+−= XXXXC

pentru care 1=X  este rădăcină, deci ).1)(1()( 2 +−= XXXC  Astfel am reuşit să aflăm
rădăcinile lui :)(XP  10 =X  – rădăcină dublă şi să-l descompunem în factori:

).1()1()( 22 +−= XXXP

prin urmare, ).1()2()( 32 +−= XXXP  Astfel, )(XP  este divizibil cu ,)2( 2−X  însă putem
verifica uşor că )(XP  nu este divizibil cu .)2( 3−X  În astfel de situaţii spunem că avem
rădăcină multiplă.

4.2. Descompunerea polinoamelor în factori ireductibili

Fie A una dintre mulţimile ZQR ,,  şi .1,)(grad],[)( ≥=∈ nnXPXAXP  Polinomul
)(XP  se numeşte reductibil peste A dacă există polinoamele )()(),( XAXCXQ ∈  de

grad cel puţin unu, astfel încât ).()()( XCXQXP ⋅=  În caz contrar, el se numeşte ireductibil
peste A.

Exemple 1. Orice polinom de grad 1 cu coeficienţi din A este ireductibil peste A.
2. Polinomul 3)( 2 += XXP  este ireductibil peste ,R  fiindcă ecuaţia asociată 032 =+x

n-are soluţii reale.
3. Polinomul 3)( 2 −= XXQ  este reductibil peste ,R  deoarece ),3)(3()( +−= XXXQ

însă este ireductibil peste ZQ, .
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Exerciţii propuse 
Profilul real

A1

1. Să se determine dacă α  este rădăcină a polinomului ),(XP  unde:
a) ;2,27722)( 2345 −=+++++= αXXXXXXP

b) ,31514323)( 234567 +−+−−+−= XXXXXXXXP  .3=α
2. Ştiind că ,0)( =αP  să se determine rădăcinile reale ale polinomului ),(XP  dacă:

a) ;1,22)( 23 =+−−= αXXXXP                    b) ;4,455)( 23 −=+++= αXXXXP

c) .24,247321)( 23 =+−−= αXXXXP

3. Să se descompună în factori ireductibili peste R  polinomul:
a) ;13 −X                b) ;164 −X                c) ;43 24 −− XX                d*) .110 24 +− XX

4. Să se determine ordinul de multiplicitate al rădăcinii α  a polinomului ),(XP  dacă:
a) ;1,13443)( 2345 =−+−+−= αXXXXXXP            b) .2,841052)( 2345 =−++−−= αXXXXXXP

Pentru a efectua operaţii cu fracţii algebrice (şi nu numai) este utilă noţiunea de cel mai
mic multiplu comun (c.m.m.m.c.) a două sau mai multe polinoame.

Exerciţiu
rezolvat

Să se descompună polinomul 1222)( 234 +−+−= XXXXXP  în factori ireductibili
peste R.
Rezolvare:
Prin înlocuire, obţinem că 1=α  este rădăcină a lui )(XP  şi a câtului C(X)

)).()1()(( XCXXP ⋅−=  Efectuând împărţirea lui )(XP  la ,)1( 2−X  obţinem
).1()1()( 22 +−= XXXP  Factorii 1−X  şi 12 +X  sunt ireductibili peste R.

efiniţie Un polinom )(XM  se numeşte c.m.m.m.c. al polinoamelor )(XP  şi )(XQ  dacă
(i) )(XM  este multiplu comun al lor ( )(|)( XMXP  şi )(|)( XMXQ );
(ii) )(XM  este divizor pentru oricare multiplu comun al polinoamelor )(XP  şi ).(XQ

Cel mai mic multiplu comun al polinoamelor )(XP  şi )(XQ  se poate determina ca
produsul tuturor factorilor ireductibili (peste R), ce se întâlnesc în aceste descompuneri, cu
exponentul cel mai mare, dacă acel factor se întâlneşte în ambele descompuneri. C.m.m.m.c.
se determină cu exactitatea unui factor numeric.

Exemplu Fie ),1)(32()1()( 22 ++++= XXXXXP  )1()1()( 23 +++= XXXXQ  polinoame des-
compuse în factori ireductibili peste R. Atunci )1)(32()1()( 23 ++++= XXXXXM

este c.m.m.m.c. al polinoamelor ).(),( XQXP

 Reţineţi! O metodă de determinare a c.m.m.m.c. al polinoamelor )(XP  şi )(XQ  se bazează pe
descompunerea în factori ireductibili a acestora.

În baza consecinţei din teorema Bézout, cunoscând rădăcinile unui polinom, îl putem
descompune în produs de factori. Mai mult, e demonstrabil că orice polinom ],[)( XXP R∈
grad ,1≥P  poate fi reprezentat sub forma:

,)(...)()(...)()( 2

11

2

1
11 ms t

mm

tk

s

k

n cXbXcXbXXXaXP ++⋅⋅++⋅−⋅⋅−= ββ
unde 

nmms accbb ,...,,,...,,,...,, 111 ββ  sunt numere reale, 
ms ttkk ...,,,...,, 11

 sunt numere
naturale, ),(grad2...2... 11 XPttkk ms =+++++  şi toate trinoamele nu au rădăcini reale.
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Exemplu Fracţia din exerciţiul de mai sus se simplifică astfel:

.
41

1
)21)(21()1(

)1)(1(

)(

)(
2X

X
XXXX

XXX

XQ

XP

−
−=

+−+
+−=

efiniţie

§5 Fracţii algebrice

Raportul 
Q
P  a două polinoame ,0,, ≠QQP  se numeşte fracţie algebrică sau fracţie

raţională.

Exerciţiu
rezolvat

Să se afle DVA al fracţiei: .
)4)(1(

)1(

)(

)(
3

2

XXX

XX

XQ

XP

−+
−=

Rezolvare:
Rezolvăm ecuaţia asociată polinomului Q(X): .0)4)(1( 3 =−+ xxx

Soluţiile ei sunt }.5,0;0;5,0;1{ −−=S  Deci, DVA al fracţiei este .\ SR

Cu fracţiile algebrice se efectuează mai multe operaţii.

 Reţineţi! Domeniul valorilor admisibile (DVA) al unei fracţii algebrice (cu o nedeterminată)
este mulţimea tuturor numerelor reale pentru care numitorul fracţiei este diferit de zero.

• Simplificarea fracţiilor

Pentru simplificarea fracţiei e necesar să descompunem în produs de factori ireductibili
(peste R) numitorul şi numărătorul ei, apoi să simplificăm fracţia obţinută ca şi fracţiile
numerice.

 Reţineţi!

B1

5*. Să se determine c.m.m.m.c. al polinoamelor ),(XP  ),(XQ  dacă:
a) ,)3)(1()2()1()( 343 +++−= XXXXXP  );5)(4()3()2()( 43 −+++= XXXXXQ

b) ,)3()1()1()( 34222 +−+= XXXXP  ;)1)(1()1()( 523 −++= XXXXQ

c) ,)3)(1()1()( 2324 −−−= XXXXP  .)1)(1()9()( 3232 −++−= XXXXXQ

8. Să se determine numerele ,,, R∈cba  astfel încât ele să fie rădăcini ale polinomului .23 cbXaXX −+−

9. Să se arate că 1 este rădăcină dublă a polinomului .2,1123 ≥−+− −+ nnXnXX nnn

10*. Să se arate că )(XP  se divide cu ),(XQ  dacă:
a) ;)1()(,)1()( 21 −=++−= + XXQnXnXXP n          b) .)1()(,12)12()( 2122 +=++−= − XXQnXXnXP nn

11*. Să se arate că, dacă ,3≥n  atunci polinomul XnXnX n )2()1( 2 −+−−  se divide cu ,)1( 2−X  dar nu se divide cu
.)1( 3−X

12. (  2024) Determinaţi valorile reale ale lui a şi b, pentru care 2=x  este rădăcină dublă a polinomului
.2)( 34 baXXXXP ++−=

13. Fie o placă metalică de formă dreptunghiulară cu lungimea de 10 dm şi lăţimea de 8 dm. Din fiecare colţ al acestei plăci
se taie câte un pătrat cu latura de x dm. Din placa rămasă se face o cutie deschisă cu înălţimea de x dm. Să se determine
valoarea lui x pentru care volumul cutiei formate să fie egal cu .dm24 3

C1

6. Să se determine ordinul de multiplicitate al rădăcinii α  a
polinomului ),(XP  unde:
a) ;3,1834)( 23 =+−−= αXXXXP

b) .2,3240122)( 234 −=−−−+= αXXXXXP

7. Să se determine rădăcinile reale ale polinomului  şi să se
descompună polinomul în factori ireductibili peste R:
a) ;3242 234 +−+− XXXX      b) ;7282 234 ++++ XXXX

c) ;5242 234 −++− XXXX      d) .134 −−+ XXX
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A amplifica o fracţie algebrică înseamnă a înmulţi numărătorul şi numitorul fracţiei la
(cu) acelaşi polinom de grad cel puţin egal cu 1.
Prin simplificarea (amplificarea) unei fracţii algebrice se poate modifica DVA.

efiniţii • Fracţia algebrică care nu se poate simplifica printr-un polinom de grad nenul se
numeşte ireductibilă.
• Două fracţii algebrice )(

)(

1

1

XQ

XP
 şi )(

)(

2

2

XQ

XP
 se consideră egale (pe DVA comun)

dacă în egalitatea )(

)(

)(

)(

2

2

1

1

XQ

XP

XQ

XP =  produsul mezilor este egal cu produsul extremilor:

).()()()( 1221 XQXPXQXP ⋅=⋅

 Reţineţi!

• Amplificarea fracţiilor

• Operaţiile de înmulţire, împărţire, ridicare la putere cu exponent întreg ale fracţiilor
algebrice se efectuează după aceleaşi reguli ca şi operaţiile respective cu fracţiile ordinare.

Aceste operaţii se execută pe DVA comun şi, de regulă, în fracţia rezultat se efectuează
toate simplificările posibile, deci DVA al expresiei obţinute poate fi diferit de cel iniţial.

 Reţineţi!

Exemplu Să se determine suma .
3

11

3

3
2 −++

−
=

XXXX
S

Rezolvare:
DVA comun este }.3;0{\R  Pe acest DVA avem:

.
3

2
)3(

2
)3(

33
)3()3(

3

3

3
2 −

=
−

=
−

+−+=
−

+
−

−+
−

=
XXX

X
XX

XX
XX
X

XX
X

XX
S

• Adunarea fracţiilor algebrice

Suma a două fracţii algebrice cu acelaşi numitor este o fracţie algebrică care are
numărătorul egal cu suma algebrică a numărătorilor fracţiilor iniţiale, iar numitorul ei
coincide cu numitorul fracţiilor iniţiale.
Pentru a aduna pe DVA comun două fracţii algebrice cu numitori diferiţi, fracţiile se
aduc la acelaşi numitor (prin simplificare, amplificare sau determinând c.m.m.m.c. al
polinoamelor de la numitori), apoi rezultatele se adună ca fracţii cu acelaşi numitor.

De regulă, în fracţia obţinută în rezultatul adunării se fac simplificări până se obţine o
fracţie ireductibilă.

 Reţineţi!

Exemplu Să se efectueze operaţiile:   a) ;
33

22
:

33

22
3

2

2

3

+
++

+−
−

X

XX

XX

X       b) .
1

3

2

−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −
X

X

Rezolvare:
a) DVA comun este }.3{\ −R

Avem: =
++

+⋅
+−

−=
+

++
+−

−
22

)3(

33

)2(

33

22
:

33

22
2

33

2

33

3

2

2

3

XX

X

XX

X

X

XX

XX

X

).3)(2(
)22)(33(

)33)(3)(22)(2(
22

22

+−=
+++−

+−+++−= XX
XXXX

XXXXXX

DVA al câtului este },3{\ −R  deşi DVA al expresiei obţinute este .R

b) DVA este }.0{\R  Conform regulii de ridicare la putere, obţinem:

.
)1()1(

)(

1

11
3

6

3

32

3

2

3

2 −
=

−
=

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −
=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − −

X

X

X

X

X

XX

X  DVA al rezultatului este deja }.1{\R
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5 Monoame. Polinoame. Fracţii algebrice

5. Să se descompună în factori polinomul:
a) ;44 22 YXYX ++ b) ;25,02 +− ZZ

c) ;49429 2 ++ XX d) .169 2 +− XX

B1

Exerciţii şi probleme recapitulative 
Profilul real

A1

1. Să se determine produsul QP ⋅ : ;32736)( 232 +−−−= XXXXP  .20743687)( 3223 +−++−−= YYYYYYQ

2. Să se scrie în forma canonică suma, diferenţa şi produsul polinoamelor P(X) şi Q(X):
a) ;4102)(;3)( 22 +−== XXXQXXP                          b) .263)(;1)( 32 ++−=−−= XXXQXXP

3. Să se scrie în forma canonică:
a) ;)23( 3+X                b) ;)3( 3Y+−               c) );139)(13( 2 ++− YYY                d) ).139)(13( 2 +−+ XXX

4. Să se determine care dintre elementele mulţimii {–2, –1, 0, 1, 3, 5} sunt rădăcini ale polinomului:
a) ;25)( 3 XXXP −=                 b) ;22)( 23 −−−= XXXXP                 c) .34)( 23 XXXXP +−=

C1
7. Să se aducă la forma cea mai simplă pe DVA:

a) ;
226

)1(2

1
3

2 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−+
−⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

−
−

XX

X

X
X b) ;

23

1
1

1
2

3
)23(

2

2 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
+−

−
−

−
−

⋅+−
XXXX

X
XXX

c) ;)21(
14

124

18

18 2

2

2
1

2

3

X
X

XX

X

X −⋅
−

+−⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
+

−

d) .
12

1

124

144
:

18

14
2

2

3

2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
⋅

+−
+−

+
−

XXX

XX

X

X

8. Fie .
2

23
)(

2

−
++=

X
XX

XE a) Să se scrie expresia sub forma ,
2

)( −
++=

X
c

baXXE  . , , R∈cba

b) Să se determine ,Z∈X  astfel încât .)( Z∈XE

B1

5. Să se efectueze pe DVA al expresiei:

a) ;
4

3

2

3
22 X

X

XX

X

−
−+

+
+

b) ;
4

)4(

4

)4(
2

2

2

2

XX

X

XX

X

−
−+

+
+

c) ;
3
3

9

3
2

2

−
++

−
−

X
X

X

X

d) ;
55

521 2

2 −+
−

−
X
X

XX
e) ;

8
2

8642

3

++−−
− XX

X

X

X
f) .

1

2
11

1
2

1

−
+−++⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

−

−

X

X
X

X
X

6. Să se scrie sub formă de fracţie algebrică ireductibilă pe DVA:

a) ;
3

62 3

2 −⋅−
X
X

X

X
b) ;

3

22

222

3
3

2

X

X

X

X −⋅
−

c) ;
102

100 2

5

2

−
−⋅−

X
X

X

X

d) ;
2

)2(
:)4(

2
2

−
+−

X

X
X e) ;

36

753
:

183

)5(
2

22

−
−

+
−

Y

Y
Y

Y
f) .

2
1

:
4 2

2
2

−
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−

X
X

X
X

Exerciţii propuse 
Profilul real

A1

1. Să se afle  DVA comun al perechilor de fracţii algebrice:
a) ;

2
6şi

4
5 −+ XX                          b) ;

3
şi

3
1

+− X
X

X
                         c) .

2

13şi
63
4

2 XX

X
X
X

+
−

+
−

2. Să se scrie fiecare sumă de două fracţii algebrice din exerciţiul 1 sub formă de fracţie ireductibilă.
3. Să se precizeze DVA al fracţiilor ireductibile obţinute în 2.
4. Să se calculeze valoarea fracţiei obţinute ca rezultat al adunării fracţiilor din exerciţiul 1 c) pentru:

a) ;1−=X                                          b) ;25,0=X                                      c) .2=X

6. Aplicând formulele studiate, să se descompună în factori
ireductibili peste R polinomul:
a) ;)4(2516 22 +− YY b) ;81)92( 2 −−X

c) ;164 3 +X d*) .1256 −Z
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5Monoame. Polinoame. Fracţii algebrice

Test sumativ
    Timp efectiv  de lucru:45 de minute

1. Fie polinomul .1)4(5)( 242 −−−−= XXXXXP
a) Scrieţi polinomul în forma canonică.
b) Completaţi caseta:  =)(grad XP .
c) Aflaţi câtul şi restul împărţirii polinomului P(X) la binomul 1)( −= XXQ .
d) Aflaţi rădăcinile polinomului ).()( XQXP −
e) Determinaţi C(X) şi R(X), astfel încât .2)(grad),()()1()( 2 <+⋅−= XRXRXCXXP

2. Fie expresia .
5

3
8

4)( 22 +
−

+
=

XX
XE

a) Aflaţi DVA al expresiei.
b) Aflaţi valorile reale ale lui X pentru care .0)( ≠XE

c) Aflaţi ),(αE  dacă α  este rădăcina pozitivă a polinomului ).4()( 2 −= XXXP

3. Descompuneţi în factori polinomul .8)5( 33 XXY ++

4. Arătaţi că 1 este rădăcină dublă a polinomului .133 259 −+− XXX

Profilul real

12. Să se afle valorile parametrului real a, ştiind că polinomul P(X) este multiplu al polinomului Q(X):
a) ;3)(,52)( 23 −=++−= XXQaXaXXXP           b) ).2)(2()(,2)1(3)( 23 +−=−−++= XXXQXaXXaXP

13. Să se efectueze pe DVA: .
3

11

3

1
3

2

−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−

++
− XXXX

14*. Să se scrie un polinom Q(X) în forma canonică, ştiind că rădăcinile lui sunt egale cu inversele rădăcinilor polinomului
.153)( 2 −+= XXXP

15.  Lucraţi în grup!  Fie P(X) un polinom cu coeficienţi reali, cu gradul cel mult egal cu 2, astfel încât 0)( =αP

pentru }.3  ,2  ,1{∈α  Să se demonstreze că P(X) este polinomul nul.

C1

7. Să se descompună în factori ireductibili peste R grupând termenii polinomului:
a) ;552 YXXYX −+− b) ;242 23 −+− YYY

c) ;8823 YXYXX +−− d) .3323 +++ XXX

8. Să se afle câtul C(X) şi restul R(X) împărţirii polinomului P(X) la binomul Q(X):
a) ;4)(,20)( 2 −=−+= XXQXXXP

b) ;32)(,20296)( 23 −=+−+= XXQXXXXP

c) (  2023) .1)(,162)( 223 −=+−= XXQXXXP

9. Aplicând teorema lui Bézout, să se determine restul împărţirii polinomului P(X) la binomul ,)( α−= XXQ  dacă:
a) ;1,142)( 3 =++= αXXXP                                         b) .2,21653)( 24 −=−+−−= αXXXXP

10. Să se stabilească dacă polinomul P(X) se divide la polinomul Q(X):
a) ;4)(,64)( 4 +=−= XXQXXP                                b) ).1)(3()(,152)( 3 +−=+−= XXXQXXXP

11. Fie fracţia algebrică .
)4()1(

)1(
32

2

XXX

XX

−+
−

a) Să se afle DVA.               b) Să se simplifice fracţia.               c) Să se afle valoarea ei pentru .12 −=X
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6 Funcţii reale. Proprietăţi fundamentale

efiniţie

Funcţii reale.
Proprietăţi fundamentale36MODULUL

identificarea şi utilizarea noţiunilor funcţie, graficul funcţiei în diverse contexte;
determinarea proprietăţilor fundamentale ale funcţiei şi ale graficului ei;
clasificarea funcţiilor studiate după diferite criterii;
aplicarea proprietăţilor funcţiilor în situaţii reale şi/sau modelate.

Obiective

§1 Noţiunea de funcţie. Recapitulare şi completări

1.1. Noţiunea de funcţie. Moduri de a defini o funcţie

În activitatea de zi cu zi este necesar uneori să stabilim relaţii (asocieri) între elementele
unor mulţimi. De exemplu, fie A mulţimea tipurilor de produse dintr-o secţie a unui magazin,
B – mulţimea preţurilor produselor din această secţie. Dacă am vrea să determinăm produ-
sul x (din A) ştiind preţul y din B, s-ar crea o confuzie, pentru că ar putea fi mai multe
produse care au preţul y. Dacă însă examinăm corespondenţa inversă, ştiind produsul x din
A, să determinăm preţul lui y din B, atunci fiecărui x îi va corespunde un unic preţ y din B.

În acest caz se spune că avem definită o funcţie f de la A la B.

Prin funcţie se înţelege tripletul ordonat ,),,( fBA  unde A, B sunt mulţimi nevide, iar
f  este o corespondenţă (lege) care asociază fiecărui element Ax ∈  un unic element

.By ∈  În alţi termeni, funcţia este o aplicaţie de la A la B: BAf →:   (fig. 6.1 b)).

Dacă lui x i se asociază y, atunci se notează )(xfy =  şi se spune că y este imaginea lui
x sau valoarea funcţiei  f  în punctul x. Mulţimea A se numeşte domeniu de definiţie al
funcţiei  f  şi se notează: D(f), iar mulţimea B se numeşte codomeniul funcţiei  f  sau
domeniul de valori. Funcţia ),,( fBA  se mai scrie BAf →:  şi se citeşte „ f definită pe A
cu valori în B” sau „ f  de la A la B”. Mulţimea }))(()({1 yxfAxByB =∈∃∈=  se numeşte
imaginea mulţimii A sau mulţimea valorilor funcţiei  f  şi se notează f (A) sau E(f ), sau
Imf. Cu )( 0xf  se notează valoarea funcţiei  f  în punctul .0x  Deci, }.)({)( AxxffE ∈=

bservaţie Vom examina funcţiile reale (numerice) pentru care A şi B sunt submulţimi ale mulţimii R.

efiniţie

Algebra nu este decât o geometrie scrisă, geometria
nu este decât o algebră figurată.

Marie-Sophie Germain

Funcţiile 111: BAf →  şi 222 : BAf →  se numesc funcţii egale dacă:
1) ;21 AA =    2) ;21 BB =    3) )()( 21 xfxf =  pentru orice x din .1A
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6Funcţii reale. Proprietăţi fundamentale

Exemple 1. Funcţiile ,)(,:şi|,|)(,: 2xxggxxff =→=→ ++ RRRR  sunt egale, întrucât
),()( gDfD =  coincid codomeniile şi pentru orice R∈x  avem ).(||)( 2 xgxxxf ===

2. Funcţiile |,|)(,:şi|,|)(,: xxggxxff =→=→ + RRRR  nu sunt egale, deoarece
codomeniile lor sunt diferite.

3. Este clar că funcţiile egale au şi mulţimile de valori egale. Mulţimea de valori a funcţiei
||)(,: xxff =→ +RR , este ,+R  fiindcă oricare ar fi +∈Ry  există R∈x , şi anume

,yx ±=  astfel încât .)( yxf =  De altfel, şi funcţia ,)(,: 2xxgg =→ RR  are
aceeaşi mulţime de valori.

4. Relaţia 12 −−= xy  nu defineşte o funcţie: nu există R∈x  pentru care putem
calcula y.

 Reţineţi! • Pentru funcţia BAf →: , corespondenţa f se numeşte dependenţă funcţională. În
relaţia ,,cu),( ByAxxfy ∈∈=  variabila x se numeşte variabilă independentă
sau argumentul funcţiei, iar variabila y – variabilă dependentă.

• Dacă este clar din context care sunt mulţimile A, B, atunci, în loc de BAf →: , vom
spune şi vom scrie „funcţia  f ”.

Dacă BAf →:  este o funcţie, ,Im, fKAM ⊆⊆  atunci prin imaginea mulţimii M
la aplicaţia  f  vom înţelege submulţimea })({)( MxxfMf ∈=  a mulţimii B, iar prin
preimaginea mulţimii K vom înţelege submulţimea })({ KxfAxT ∈∈=  a mulţimii A.

Exerciţiu
rezolvat

Fie funcţia ,3)(,: 2 +=→ xxff RR  şi mulţimile ].7,3[,]2,0[ == KM

Să se determine:   a) imaginea mulţimii M;   b) preimaginea mulţimii K.
Rezolvare:
a) Pentru a determina  f(M) – imaginea mulţimii M, ţinem cont că 20 ≤≤ x  şi succesiv

obţinem: ,40 2 ≤≤ x ,733 2 ≤+≤ x .)( 73 ≤≤ xf  Deci, .]7,3[)( ⊆Mf  Este adevărată şi
incluziunea inversă, ),(]7,3[ Mf⊆  deoarece ecuaţia ,32 =+ tx  ],7,3[∈t  are soluţii în
intervalul ].2,0[  Aşadar, .]7,3[)( =Mf

b) Din inegalitatea dublă 7)(3 ≤≤ xf  obţinem ,2|| ≤x  adică preimaginea mulţimii K
este mulţimea .]2,2[−=T

 Ne amintim Funcţia poate fi definită:
1) în mod sintetic – printr-un tabel, printr-o diagramă, printr-un grafic, prin enumerarea

perechilor ordonate de numere;
2) în mod analitic – cu ajutorul unei expresii (formule).

 Modul sintetic de definire a funcţiei

–1
1

2
3

1

2

3

Fig. 6.1

fA Bb)

x –1 0 3,14 5
)(xf 7 1 0 0,3

a)
a) Printr-un tabel poate fi definită o funcţie al cărei domeniu de de-

finiţie este finit şi conţine un număr mic de elemente (fig. 6.1 a)).
b) Printr-o diagramă poate fi definită o funcţie al cărei domeniu de

definiţie şi codomeniu sunt reprezentate cu ajutorul diagramelor
Euler-Venn (fig. 6.1 b)).

c) Printr-un grafic.

 Modul analitic de definire a funcţiei
Cel mai frecvent, o funcţie se defineşte în mod analitic, adică

corespondenţa dintre valorile variabilei dependente şi ale celei
independente este dată de o formulă, o relaţie, o proprietate.
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6 Funcţii reale. Proprietăţi fundamentale

Exemple 1. Fie funcţia .)(,: xxff =→ ++ RR  Valoarea radicalului este univoc determinată,
deci în mod unic va fi determinată valoarea funcţiei  f  pentru orice .+∈Rx

2. Funcţia „partea întreagă”. Notăm cu ,],[ R∈aa  cel mai mare număr întreg care
nu-l întrece pe a. De exemplu: ,3]1,3[ =  ,3]1,2[ −=−  ,2]2[ =  .3][ =π
Funcţia ],[)(,: xxgg =→ ZR  se numeşte funcţia partea întreagă a numărului şi
se notează ].[

Se verifică uşor proprietăţile funcţiei ]:[

1° ;][ xx ≤        2° .,,][][ RZ ∈∈+=+ xmmxmx

3. Funcţia „partea fracţionară”. Notăm cu ],[}{ aaa −=  ,R∈a  partea fracţionară a
numărului a. De exemplu: ;1,00101,1]01,1[01,1}01,1{ =−=−=

;9,0)3(1,2]1,2[1,2}1,2{ =−−−=−−−=−  .12]2[2}2{ −=−=
Funcţia },{)(),1,0[: xxhh =→R  se numeşte funcţia partea fracţionară a numă-
rului şi se notează { }.

4. Funcţia lui Dirichlet este },1,0{: →Rf  
⎩
⎨
⎧=

ra]ional.estedac
ra]ionalestedac
iă,0

ă,1
)(

x
x

xf

 Reţineţi! Deseori, se acceptă să se definească funcţia numai prin formula ,)(xfy =  determinând,
de fapt, numai dependenţa funcţională, care, de altfel, nu depinde de notaţia variabilelor,
domeniul de definiţie şi codomeniul funcţiei urmând să fie determinate. În acest caz,
domeniul de definiţie )( fDD =  se consideră egal cu domeniul valorilor admisibile
(DVA) al variabilei x în expresia  f(x), iar mulţimea E(f) se consideră egală cu  f(D).

Exerciţiu
rezolvat

Să se afle mulţimile D(f), E(f) ale funcţiei  f  definite de .23)( +−= xxf

Rezolvare:
)( fD  este mulţimea soluţiilor inecuaţiei ,03 ≥−x  deci .),3[)( ∞+=fD

Mulţimea valorilor unei funcţii  f  definite analitic este mulţimea valorilor reale ale parame-
trului t, pentru care ecuaţia txf =)(  are cel puţin o soluţie în ).( fD  În cazul dat, această
ecuaţie ia forma tx =+− 23  şi în intervalul ),3[ ∞+  este echivalentă cu fiecare din
ecuaţiile ,23 −=− tx  2)2(3 −=− tx  pentru .02 ≥−t  Astfel, oricare ar fi ,),2[ ∞+∈t

ecuaţia tx =+− 23  are soluţie care aparţine mulţimii ).( fD

Prin urmare, .),2[)()( ∞+== fEDf

Johann Peter Gustav
Lejeime Dirichlet

(1805–1859) –
matematician german

1.2.  Operaţii cu funcţii
Participanţii nxxx ...,,, 21  la un concurs muzical sunt apreciaţi de către un juriu şi, separat,

de către spectatori.

                                                                                     ,

unde }.15...;;1;0{, ∈zy

Punctele finale se obţin prin adunarea punctelor acordate de către juriu şi de
către spectatori (respectiv).

1x 2x ... nx

11 zy + 22 zy + ... nn zy +

Primul tabel defineşte o funcţie f, al doilea – o funcţie g, al treilea – o funcţie h de la
}...;;;{ 21 nxxxA =  la ].30;0[=B  De fapt, valorile funcţiei h se obţin adunând valorile re-

spective ale funcţiilor f şi g, de aceea h se consideră suma funcţiilor f şi g şi se notează
.gfh +=

  Investigăm

Participanţii 1x 2x ... nx 1x 2x ... nx

Punctele 1y 2y ... ny 1z 2z ... nz

           Juriul                      Spectatorii
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6Funcţii reale. Proprietăţi fundamentale

Un rol deosebit în compunerea funcţiilor îl au funcţiile identice: ,: MMM →ε
.,)( MxxxM ∈=ε

Fie funcţiile .)(,:,)(,:,: xxBBxxAABAf BBAA =→=→→ εεεε  Să determinăm
compusele BAfB →:oε  şi .: BAf A →εo

Avem: ,,)())(())(( Axxfxfxf BB ∈== εε o  şi ,)())(())(( xfxfxf AA == εεo  .Ax ∈
Prin urmare, funcţiile ff BA oo εε ,  şi  f  au acelaşi domeniu de definiţie A, acelaşi codome-
niu B şi iau valori egale pentru orice .Ax ∈  Rezultă că aceste trei funcţii sunt egale:

.fff BA == oo εε

Exerciţiu
rezolvat

Să se determine suma şi produsul funcţiilor
,: ++ → RRf  ,1)( += xxf  şi .2)(,: +=→ ++ xxgg RR

Rezolvare:
În baza definiţiei, pentru funcţiile RRRR →⋅→+ ++ :,: gfgf  obţinem:

.2)1())((,21)()())(( ++=⋅+++=+=+ xxxgfxxxgxfxgf

Dacă funcţiile f, g au domenii de definiţie diferite şi este necesar de a examina suma sau
produsul lor, atunci ele se consideră definite pe mulţimea ).()( gDfD I

Pentru a extinde aplicarea funcţiilor în diferite contexte, este necesar să se examineze şi
alte operaţii cu funcţii.

efiniţie Fie funcţiile ,:şi: 1 EBgBAf →→  cu .1BB ⊆  Funcţia ,: EAh →  definită prin
egalitatea ,,))(()( Axxfgxh ∈=  se numeşte compusa (compunerea) funcţiei g
cu funcţia  f  şi se notează .fg o

Enunţăm fără demonstraţie:

eorema 1 Pentru funcţiile ,:şi:,: DChCBgBAf →→→  compunerea lor este asociativă:
.)()( fghfgh oooo =

Exerciţiu
rezolvat

Să se decidă dacă există compusele ,, gffg oo  pentru ,1)(,),1[: −=→∞+ + xxff R
.3)(,),2[: 2 −=→∞+− xxgg R

Rezolvare:
Aşa cum incluziunea ),1[ ∞+⊆R  este falsă, rezultă că nu se poate defini compusa

.gf o  Deoarece ),,2[ ∞+−⊆+R  funcţia fgh o=  este definită, are domeniul de definiţie
,),1[ ∞+  codomeniul R şi .43)1()1())(())(()( 2 −=−−=−=== xxxgxfgxfgxh o

 Reţineţi! Operaţia de compunere a funcţiilor, în general, nu este comutativă, adică .fggf oo ≠

efiniţie Se numeşte suma, produsul, câtul funcţiilor R→Af :  şi R→Ag: , respectiv
funcţia );()())((,:)( xgxfxgfAgf +=+→+ R

funcţia );()())((,:)( xgxfxgfAgf ⋅=⋅→⋅ R

funcţia ,
)(

)(
)(,:

xg

xf
x

g

f
A

g

f =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛→ R  ,0)( ≠xg  pentru orice x din A.

 Reţineţi!
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6 Funcţii reale. Proprietăţi fundamentale

Exerciţii şi probleme propuse 
Profilul real

A1

1. Să se determine domeniul de definiţie al funcţiei
:: R→Df

a) ;
4

1
)( +=

x
xf    b) ;

4

1
)(

2 +
=

x
xf    c) .

4

1
)(

2 −
=

x
xf

2. Să se determine mulţimea valorilor funcţiei :: R→Df

a) ;2)( 2 −= xxf    b) ;)( 2xxxf −=    c) .
1

1
)( −

=
x

xf

5.  Lucraţi în perechi!  Să se determine domeniul de definiţie al funcţiei :: R→Df

a) ;
1
1

)( −
+=

x
x

xf              b) ;
2||

2
)( −

−=
x
x

xf              c) ;
}{

1
)(

x
xf =              d) .

][
1

)(
x

xf =

6. Să se determine domeniul de definiţie şi mulţimea valorilor funcţiei :: R→Df

a) ];[)( xxf =                     b) ;2
1)( −

= xxf                     c) .43
2)( +

−= x
xxf

7.  Lucraţi în grup!  Să se afle suma, produsul şi compusa gf o  ale funcţiilor ::, RR →gf

a) ;1)(|,|)( −== xxgxxf              b) ;1)(,1)( 33 +=+= xxgxxf              c) .1)(,1)( 33 −=−= xxgxxf

B1

8. Să se determine compusele 43421
oooooo

ori

......,,,

n

ffffffff  ale funcţiei :: RR →f

a) ;)( 2xxf =                          b) .1)( −= xxf

9. Să se reprezinte sub formă de compusă a două funcţii (diferite de cele identice) funcţia RR →Φ: :
a) ;)1()( 1710 +=Φ xx                          b) .1)( 3 2 −=Φ xx

10*. Fie funcţiile ,,:,: gfCAgBAf ≠→→  .AM ⊆  Există ,, ∅≠MM  încât Mxxgxf ∈∀= ),()( ?
Să se dea exemple.

11. Se consideră funcţia .5)(,: 3 −=→ xxff RR  Să se calculeze produsul ).2024(...)0(...)2024( fffP ⋅⋅⋅⋅−=

C1

§2 Proprietăţile fundamentale ale funcţiilor reale

Funcţiile reprezintă un instrument important pentru
studiul proceselor, fenomenelor economice, sociale etc. De
exemplu, la confecţionarea motorului pentru automobil
trebuie, printre altele, să se determine cantitatea de benzină
consumată într-un minut pentru un anumit număr de turaţii
(într-un minut). Deci, se va elabora/construi o funcţie ce
stabileşte dependenţa dintre numărul de turaţii şi cantitatea
de benzină consumată (într-un minut). Însă, pentru utilizarea eficientă a funcţiilor, e necesar
să se cunoască proprietăţile lor: monotonia, zerourile, valorile extreme ş.a.

  Investigăm

3.  Investigaţi! Să se decidă dacă sunt egale funcţiile:

a) ;2)(,:,2)(,: xxggxxff =→=→ RZRR

b) ;2
1)(,

2
)( 2 −=

−
= xxg

xx
xxf

c) .)2(
22)(,2

11)(,:, −
−=

−
+=→ xx

xxgxxxfDgf R

4. Fie .1||)(,:},4,3,2,1,0{},3,2,1,0{ +=→=±±±= xxfBAfBA  Să se definească funcţia  f  printr-o diagramă.
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6Funcţii reale. Proprietăţi fundamentale

b) Graficul unei funcţii
descrescătoare

O x

y

x1 x2

f (x1) f (x2)

c) Graficul unei funcţii
strict crescătoare

x

y

O
d) Graficul unei funcţii
strict descrescătoare

x

y

O

Fig. 6.3

efiniţie

2.1. Graficul funcţiei

Se numeşte graficul funcţiei BAf →:  mulţimea .)}(,|);{( xfyAxyxG f =∈=

Exemple 1. Fie funcţia .12)(,: −=→ xxff RR  Punctul )3;2(A  aparţine graficului func-
ţiei  f, fiindcă ,3)2( =f  iar punctul B(3; 1) nu aparţine graficului acestei funcţii, deoa-
rece .15)3( ≠=f

2. Reprezentarea grafică ne ajută vizual să formulăm concluzii referitoare
la variaţia funcţiei. De exemplu, fie că dependenţa dintre numărul y de
persoane (din cele 1375 persoane selectate) de o anumită înălţime şi
această înălţime x este reprezentată grafic în figura 6.2. Se observă uşor
că: persoane cu statura de 140 cm sunt puţine; odată cu creşterea înălţimii,
numărul lor creşte până când înălţimea ajunge la 165 cm, apoi, odată cu
creşterea în continuare a înălţimii, numărul persoanelor (de o anumită
statură) descreşte.

2.2. Zeroul funcţiei
Zeroul funcţiei este un număr α  pentru care .0)( =αf

Este bine să cunoaştem punctele în care graficul funcţiei  f  intersectează axa Ox; în
astfel de puncte funcţia poate să-şi schimbe semnul valorilor sale.

De exemplu, funcţia ,12)(,: −=→ xxff RR  are un unic zerou: .
2
1=x

2.3. Monotonia funcţiei

efiniţii • Funcţia BAf →:  se numeşte crescătoare (descrescătoare) pe un interval închis I,
,AI ⊆  dacă pentru orice ,21 xx <  ,, 21 Ixx ∈  avem )()( 21 xfxf ≤  )).()(( 21 xfxf ≥

• Funcţia BAf →:  se numeşte strict crescătoare (strict descrescătoare) pe un
interval I, ,AI ⊆  dacă pentru orice ,21 xx <  ,, 21 Ixx ∈  avem )()( 21 xfxf <

)).()(( 21 xfxf >

x

y

200

150

100

50

140 165 190
Fig. 6.2

 Ne amintim

 Ne amintim

Funcţia crescătoare sau descrescătoare (strict crescătoare sau strict descrescătoare) pe
un interval se numeşte monotonă (strict monotonă) pe acest interval.

Creşterea (descreşterea) funcţiei pe un interval semnifică faptul că valorii mai mari a
argumentului ce aparţine acestui interval îi corespunde valoarea mai mare sau egală (mai
mică sau egală) a funcţiei (fig. 6.3).

Geometric, creşterea (descreşterea) strictă a unei funcţii pe un interval se ilustrează
astfel: la deplasarea pe graficul funcţiei în sensul pozitiv al axei Ox, se va efectua concomitent
o deplasare în sensul pozitiv (negativ) al axei Oy, adică în sus – figura 6.3 c) (în jos – figura
6.3 d)).

a) Graficul unei funcţii
crescătoare

x

y

O x1 x3

f (x1)
f (x3)

f (x2)

x2
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6 Funcţii reale. Proprietăţi fundamentale

eorema 2 Funcţia ),0(0,)(,: 2 <>++=→ aacbxaxxff RR  este strict crescătoare (des-

crescătoare) pe ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+− ,

2a
b  şi strict descrescătoare (crescătoare) pe .

2
, ⎥⎦

⎤
⎜⎝
⎛ −∞−

a
b

2.4. Paritatea funcţiei

Funcţia R→Df :  se numeşte pară (impară) dacă:
1) pentru Dx ∈  avem Dx ∈−  şi
2) )()( xfxf =−  ))()(( xfxf −=− , pentru orice .Dx ∈

Exemple 1. Funcţia ,,)(,: *** RRR ∈=→ a
x
a

xff  este impară, întrucât:

1) pentru ∗∈Rx  avem ∗∈− Rx  şi

2) )()( xf
x
a

x
a

xf −=−=−=−  pentru orice .*R∈x

2. Funcţia ,3)(,: 2 +=→ + xxff RR  este pară, fiindcă
)(33)()( 22 xfxxxf =+=+−=−  pentru orice .R∈x

3. Funcţia ,,,)(,: *2 RRR ∈++=→ bacbxaxxff  nu este nici pară, nici impară,
deoarece cbxaxxf +−=− 2)(  şi se va găsi o astfel de valoare x0 încât

)()( 00 xfxf ±≠−  (de exemplu, 
a

b
x

20 −= ).

4. Funcţia definită prin formula 2+= xy  nu-i nici pară, nici impară fiindcă 9=x

aparţine, iar 9−=− x  nu aparţine domeniului ei de definiţie (domeniul de definiţie nu
este simetric în raport cu originea coordonatelor).

Este important să cunoaştem interpretarea geometrică a parităţii funcţiei.

efiniţie

eorema 3 Graficul funcţiei pare este simetric faţă de axa Oy, iar graficul funcţiei impare este
simetric faţă de originea O(0; 0) a sistemului de axe ortogonale.

Demonstraţie:
În baza definiţiei, punctele ),(),,( yxMyxM −′  (simetrice faţă de axa Oy) concomitent

aparţin sau nu aparţin graficului funcţiei pare  f , deoarece )()( xfxfy −==  (fig. 6.4 a)), iar
punctele ),;( yxM  );( yxM −−′′  (simetrice faţă de originea O(0; 0)) concomitent aparţin
sau nu aparţin graficului funcţiei impare  f , deoarece )()( xfxfy −=−=
(fig. 6.4 b)).   

f (–x) = f (x)

y

a) Graficul unei funcţii pare

3

xO x–x

);( yxM);( yxM −′

3)( 2 += xxf

b) Graficul unei funcţii impare

f (–x) = –f (x)

x

y

O

f(x)

x
–x

0,)( >= a
x
a

xf

);( yxM

);( yxM −−′′

Fig. 6.4
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efiniţie Funcţia R→Df :  se numeşte periodică dacă există un astfel de număr real T,
,0≠T  numit perioada funcţiei, încât:

1) pentru Dx ∈  avem ;)( DTx ∈±        2) )()( xfTxf =±  pentru orice .Dx ∈

 Exerciţiu Arătaţi că numerele ,, *Z∈kkT  de asemenea, sunt perioade ale unei funcţii periodice
cu perioada T.

Exemplu Considerăm funcţia },{)(,)1,0[: xxff =→R  unde {x} este partea fracţionară a
numărului real x. Orice număr întreg nenul T este perioadă a acestei funcţii, întrucât

.},{}{ R∈=+ xxTx

Într-adevăr, în baza proprietăţilor funcţiei ],[  obţinem:
).(}{][)]([][}{)( xfxxxTxTxTxTxTxTxf ==−=+−+=+−+=+=+

Graficul acestei funcţii este reprezentat în figura 6.5.

Exerciţiu
rezolvat

Să se studieze paritatea funcţiei:
a) ,: R→Df  ;1)( 2 ++= xxxf    b) ,);4[: R→∞+−f  .)( 2xxf =

Rezolvare:
a) .)( R=fD  Deoarece ),1()1(),1()1( ffff −≠−≠−  condiţia 2) din definiţie nu se

respectă, deci funcţia  f  nu este nici pară, nici impară.
b) .);4[)( ∞+−=fD  Constatăm că nu se respectă condiţia 1) din definiţie. De exemplu,

pentru ).(5),(5 fDxfDx ∉−=−∈=  Deci, funcţia  f  nu este nici pară, nici impară.

 Reţineţi! 1. Este suficient să studiem comportarea funcţiilor pare, impare doar pe porţiunea
domeniului de definiţie conţinută pe semiaxa pozitivă Ox.

2. Orice funcţie R→Df : al cărei domeniu de definiţie ))(( DfD =  este simetric faţă
de originea O poate fi reprezentată sub forma ,21 hhf +=  unde 

1h  este o funcţie
pară, iar 

2h  este o funcţie impară.

Într-adevăr, acestea sunt funcţiile:

,))()((
2
1

)(,)(:, 121 xfxfxhfDhh −+=→R  .))()((
2
1

)(2 xfxfxh −−=

 Exerciţiu Demonstraţi că 
1h  este o funcţie pară, iar 2h  este o funcţie impară.

2.5. Periodicitatea funcţiei
Valorile funcţiei al cărei grafic este reprezentat în figura 6.5

se repetă la creşterea argumentului cu 1:
.,)(...)2()1()( Z∈+==+=+= nnxfxfxfxf

Despre comportarea acestei
funcţii pe R  ne putem da seama
ştiind comportarea ei pe un inter-
val de lungimea 1, de exemplu,
pe .)1,0[

y

–3 –2 –1 321O x

1

Fig. 6.5
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Una dintre problemele majore pentru funcţiile periodice este determinarea perioadei minime
pozitive ,0T  numită perioada principală, deoarece, cunoscând valorile funcţiei pe
un interval ),[ 0Taa +  de lungime ,0T  se vor cunoaşte valorile în orice alte puncte din
mulţimea .)( fD

Într-adevăr, pentru orice )( fDx ∈  există ,Z∈k  astfel încât ),[ 00 TaaTkx +∈⋅+  şi
.)()( 0Tkxfxf ⋅+=

Exemple 1. Perioada principală a funcţiei },{)(,)1,0[: xxff =→R  este .10 =T

Într-adevăr, orice T, ,10 <<T  nu este perioadă a acestei funcţii, deoarece există x,
10 << x , astfel încât ,10 <+< Tx  .Txx +<  Deci, în baza monotoniei, .)()( Txfxf +<

2. Funcţia ,,)( R∈= aaxf  nu are perioadă principală: orice T > 0 este perioadă a ei.

 Reţineţi! 1. E suficient să studiem comportarea funcţiei periodice doar pe un interval din D(x) de
lungimea perioadei.

2. Dacă funcţia  f  este strict monotonă pe un interval infinit (nemărginit), atunci ea nu
este periodică.

2.6. Extremele funcţiei

Problemă Un fermier a obţinut dreptul de a-şi marca un
lot experimental de formă dreptunghiulară,
mărginit dintr-o parte de un canal rectiliniu de
irigare. Dimensiunile lotului sunt limitate de
lungimea p a frânghiei cu care el trebuie să
marcheze lotul din trei părţi. Este firesc că
fermierul vrea să marcheze un lot de arie maxi-
mum posibilă. Prietenii îi dau sfaturi contradic-
torii în privinţa dimensiunilor lotului. Care este
soluţia?

Rezolvare:
Pentru soluţionarea problemei, vom exprima aria A  a lotului prin mărimea x a lungimii

laturii paralele cu canalul: ,2
xpx −⋅=A  unde 

2

xp −  este
lungimea laturii perpendiculare pe canal. Am obţinut funcţia
de gradul II, definită prin formula

),,0(,22
1)( 2 pxxpxx ∈+−=A  al cărei grafic reprezintă o

parabolă cu ramurile orientate în jos (fig. 6.6). Cea mai mare
valoare a funcţiei )(xA  este atinsă în vârful parabolei cu
abscisa .

20

p
x =  Astfel, funcţia )(xA  are maxim local în Fig. 6.6

8

2p

2

p

p

xO

A

punctul ).,0(,
2 00 px
p

x ∈=  Prin urmare, lungimea laturii paralele cu canalul este ,
2

p

lungimea laturii perpendiculare pe canal este 
4

p , iar valoarea maximă a ariei lotului este .
8

2p

Şi analitic se poate arăta că valoarea maximă a ariei lotului se obţine pentru ,
20

p
x =

deoarece pentru orice x, ,px <<0  avem .8822
1)(

222 pppxx ≤+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−=A
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Deci, se poate defini funcţia ABg →: :
    .,,)()( AxByyxfxyg ∈∈=⇔=           (1)

Astfel, dacă funcţia  f „trasează căi” de la A la B, atunci
funcţia g „trasează căi” de la B la A, inverse celor trasate
de  f . Dacă mulţimile A şi B sunt finite, atunci relaţia (1)
poate fi reprezentată cu ajutorul diagramelor (fig. 6.8).

x1

x2

x3

y1

y2

y3

f

gA B

Fig. 6.8

efiniţie Funcţia ABg →:  se numeşte inversa funcţiei ,: BAf →  dacă
,)()( yxfxyg =⇔=  oricare ar fi ., AxBy ∈∈

Unele funcţii BAf →:  au o proprietate deosebită: fiecărui element Ax∈ , în mod unic,
îi corespunde un element Bxf ∈)(  şi invers, fiecărui element By ∈  îi corespunde un unic
element ,Ax∈  astfel încât .)( yxf =  Aşa funcţie este, de exemplu, funcţia .3f

efiniţie Se numeşte −ε vecinătate a punctului a orice interval deschis de forma
),,()( εεε +−= aaaV  .0>ε

Intervalul ),( ∞+−∞  se consideră vecinătate a oricărui punct .R∈a

efiniţie Punctul Aa ∈  se numeşte punct de maxim (respectiv minim) local al funcţiei
,: BAf →  dacă există o vecinătate ,)(aVε  astfel încât )()( afxf ≤  (respectiv
)()( afxf ≥ ), pentru orice .)( AaVx Iε∈

Punctele de maxim (respectiv minim) local ale funcţiei  f  se
numesc puncte de extrem local ale ei.

Dacă a este punct de maxim (respectiv minim) local al func-
ţiei  f, atunci valoarea respectivă  f (a) se numeşte maxim
(respectiv minim) local al acestei funcţii. Maximurile şi minimurile
locale ale funcţiei se numesc extremele locale ale acesteia. În
figura 6.7, 2a  este punct de minim local, iar 31, aa  sunt puncte
de maxim local ale funcţiei  f.

Fig. 6.7

x

y

O

)( 2af

)( 3af

3a
2a

)( 1af

1a

 Reţineţi! Funcţia strict monotonă pe un interval deschis nu are extreme pe acest interval.

2.7. Inversa unei funcţii. Funcţii inversabile
Fie funcţiile:

|;|)(,: 11 xxff =→ RR  .||)(,:|;|)(,: 3322 xxxffxxff ==→=→ +++ RRRR
S-ar părea că funcţiile 321 ,, fff  se deosebesc puţin, însă ele au proprietăţi distincte im-

portante.
Pentru funcţia :1f

a) există 21 xx ≠ , astfel încât );()( 2111 xfxf =
b) există elemente din codomeniu care nu au preimagini în ).( 1fD

Pentru funcţia :2f  orice element din codomeniu are preimagine în ).( 2fD

Pentru funcţia :3f  orice element din codomeniu are preimagine în )( 3fD  şi doar o unică
preimagine.
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Exerciţiu
rezolvat

Să se determine inversa funcţiei ,),1[: +→∞+ Rf  .1)( −= xxf

Rezolvare:
Pentru a determina inversa ),,1[:1 ∞+→+

− Rf  din egalitatea 1−= xy  exprimăm
variabila x prin y şi obţinem .12 += yx  Variabila x este unic determinată. Schimbând locurile
variabilelor x şi y, obţinem ,12 += xy  adică .1)( 21 +=− xxf  Prin urmare, inversa funcţiei  f
este ),,1[:1 ∞+→+

−f R  .1)( 21 +=− xxf

Examinând compunerea funcţiilor ABgBAf →→ :,:  în condiţiile (1), obţinem:

⎩
⎨
⎧

∈===
∈===

.,)())(()()(
;,)())(()()(

Axxygxfgxfg
Byyxfygfygf

o
o

                           (2)

Folosind funcţiile identice BA εε ,  ale mulţimilor A şi B, scriem relaţiile (2) astfel:
., AB fggf εε == oo

Din acest motiv, funcţia g (notată 1−f ) este inversă pentru  f , respectiv funcţia  f   (notată
1−g ) este inversă pentru g.

Dacă funcţia BAf →:  este definită printr-o formulă, atunci inversabilitatea, precum şi
inversa ei pot fi determinate, ţinând cont de (1), în modul următor:
1) din relaţia ,,),( ByAxxfy ∈∈=  variabila x se exprimă prin y şi se obţine x = g(y);
2) dacă această relaţie asigură o exprimare unic determinată a lui x prin y, atunci func-

ţia  f  este inversabilă;
3) schimbând locurile variabilelor x şi y în formula x = g(y) (pentru a păstra notaţiile

acceptate), obţinem formula )(xgy = , care defineşte funcţia inversă ABg →:  pentru
funcţia  f.

efiniţie Funcţia care posedă funcţie inversă se numeşte funcţie inversabilă.

Inversa funcţiei  f  se notează cu 1−f . Funcţia  f este inversa funcţiei 1−f , deoarece
.)()(1 yxfxyf =⇔=−  Funcţiile  f  şi 1−f  se numesc funcţii inverse. (Nu confundaţi

1−f  cu 
f
1 !)

Proprietăţi ale funcţiilor inverse BAf →:  şi ABf →− :1

1° Inversa unei funcţii (dacă există) este unică.
2° .)()(,)()( 11 BfEfDAfEfD ==== −−

3° Graficele funcţiilor  f  şi 1−f  sunt simetrice faţă de dreapta de ecuaţie .xy =
4° Ambele funcţii  f  şi  f –1, concomitent, sunt strict crescătoare sau strict descres-

cătoare.

 Reţineţi!

De exemplu,  funcţia care ar pune în evidenţa corespondenţa dintre o mulţime de persoane
şi numele lor de familie nu este inversabilă (Argumentaţi!), iar funcţia care pune în evidenţă
corespondenţa dintre o mulţime de persoane şi IDNP-urile lor este inversabilă (Argumentaţi!).

Exemplu În figura 6.9 sunt reprezentate graficele funcţiilor inverse
,1)(,),1[: −=→∞+ + xxff R  şi

,1)(),,1[: 211 +=∞+→ −
+

− xxff R
simetrice faţă de dreapta de ecuaţie .xy =

y =
 x

2 + 
1

y =
 x

y

xO 1

1

Fig. 6.9

2

2

1−= xy
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6Funcţii reale. Proprietăţi fundamentale

Exerciţii şi probleme propuse 
Profilul real

A1

B1

A Bf

1
2

3

–1

–3
3

1

3. Să se determine zerourile funcţiilor din exerciţiile 1 şi 2.

4.  Lucraţi în perechi!  Să se determine domeniul de
definiţie al funcţiei:

a) ;21)( ++= xxxf b) ;2
1

1)( x
x

xf −+
−

=

c) .22)( xxxf −+−=

6. Fie funcţiile ;2)(,: 2xxff =→ RR  ;)(,]10;5[: 3xxgg =→− R  ;1)(,: 3 +=→ xxhh RR
;)(,];0(: 24

11 xxxff −=→∞+ R  .3)(,]8;3(: 5

22 xxff −=→− N
Să se determine care dintre funcţii sunt pare, care – impare şi care – nici pare, nici impare.

7. 1) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei :: R→Df

a) ;
1

1
)(

2 +
=

x
xf                          b) };{)( xxf =                          c) .|54|)( 2 −−= xxxf

2) Să se arate că funcţiile din a) şi b) sunt mărginite.

8. Se consideră funcţia .12)(,: +=→ xxff RR  Să se arate că .,78))(( R∈∀+= xxxfff oo

1. Să se determine paritatea şi intervalele de monotonie ale
funcţiei :: R→Df

a) ;32)( −= xxf           b) ;
5

)(
x

xf −=           c) .||)( xxf =

2. 1) Să se afle punctele de extrem local şi extremele locale
ale funcţiei: a) ;)(,: 2 xxxff +=→RR

b) .||)(,: xxff −=→ RR
2) Să se arate că ||)( xxf −=  este mărginită superior.

5.  Investigaţi!  Fie funcţia:

2.8. Funcţii mărginite
efiniţii • Funcţia BAf →:  se numeşte mărginită inferior (respectiv mărginită supe-

rior) dacă există un astfel de număr real m (respectiv M), numit minorant (respectiv
majorant), încât pentru orice Ax ∈  este adevărată inegalitatea )(xfm ≤  (respectiv

Mxf ≤)( ).
• Funcţia mărginită inferior şi superior se numeşte funcţie mărginită.

Exerciţiu
rezolvat

Să se arate că funcţia ,: RR →f ,0,)( 2 >++= acbxaxxf  este mărginită inferior, dar
nu este mărginită superior.
Rezolvare:

.
4

4
2

)(
22

a
acb

a
b

xaxf
−−⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +=  Atunci ,

4
4

)(
2

a
acb

xf
−−≥  fiindcă 0

2

2

≥⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +
a

b
xa  pentru

orice .R∈x  Deci, funcţia  f  este mărginită inferior de numărul .
4

42

a
acb

m
−−=

Pentru a arăta că funcţia  f  nu este mărginită superior, examinăm ecuaţia txf =)(  cu

parametrul :mt ≥  .
2

)(
2

mt
a

b
xatxf −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +⇔=  Ultima ecuaţie are soluţii, întrucât mem-

brul drept ia valori nenegative (pentru valori oricât de mari ale lui t). Astfel, funcţia f  poate
lua valori oricât de mari, deci ea nu este mărginită superior.

Să se descopere o regulă care asociază
fiecărui element din A un element din B şi
să se definească funcţia  f  în mod analitic.
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C1
13. Să se demonstreze că dacă RR →:f  este o funcţie periodică şi RR →:g  este o funcţie oarecare, atunci compusa

RR →:fg o  este funcţie periodică. Este oare adevărat şi pentru funcţia gf o ? Să se dea exemple.

14*. Să se reprezinte ca sumă a două funcţii, una pară şi alta impară, funcţia :)(: R→fDf

a) ;32)( 2 +−= xxxf b) .2)( −= xxf

15. 1) Să se demonstreze că funcţia  f  este inversabilă şi să se determine inversa ei:

a) ;12)(,: +=→ xxff RR b) .2)(,}1{\}2{\: −
=→ x

xxff RR

2) Să se arate că funcţia din d) nu este mărginită.
16. Fie y timpul, iar x viteza cu care un automobil parcurge o porţiune de autostradă cu lungimea de 300 km. Este variabila

y o funcţie de variabila x? Să se determine şi să se argumenteze monotonia ei.
17. Se consideră funcţia ,3)(,: −=→ xxff RR  şi inversa ei RR →:g . Să se calculeze ).1()2( −+ gg

18. Funcţiile R→Dgf :,  sunt crescătoare pe domeniul D. Să se decidă care dintre funcţiile fffgfgf ,,,, −+−+
fgff o,, 23  de la D la R sunt monotone pe D. Aduceţi exemple.

Exerciţii şi probleme recapitulative 
Profilul real

A1

1. Să se afle D(f), E(f) pentru funcţia  f  definită în mod analitic:
a) ;35,0)( −= xxf b) ;31)( += xxf c) .3)( 2 xxxf −=

2.  Investigaţi!  Pentru funcţiile  f din ex. 1 să se determine, eventual utilizând graficele, intervalele (maxim posibile) pe
care ele sunt crescătoare, descrescătoare.

3.  Lucraţi în perechi!  Fie y cantitatea de
energie electrică consumată de la începutul
anului calendaristic de către o casă de locuit,
x  – timpul care s-a scurs de la începutul
anului. Care dintre graficele de mai jos ar putea
reprezenta dependenţa dintre y şi x? O x

y

O x

y

O x

ya)                                       b)                                           c)

9. Funcţia R→Df :  este crescătoare şi pozitivă pe D ).,0)(( Dxxf ∈>  Să se arate că:
a) 2f  este crescătoare pe D;         b) f  este crescătoare pe D;         c) 

f
1  este descrescătoare pe D.

10. Să se afle extremele locale ale funcţiei:   a) ;
1

1
)(,]1,0(:

2 +
=→

x
xff R             b) .||)(,: 2 xxxff −=→ +RR

11.  Investigaţi!  Care dintre funcţiile },5{)(,2
1)(},{)(],[)(,4,1,: 4321 xxfxxfxxfxxfifi =

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧====→ RR

sunt periodice? Să se determine perioadele principale ale funcţiilor periodice.

12. Să se studieze paritatea funcţiei :))((: fDDEDf =→

a) ;2)( 3 xxxf +=                          b) ;
1
1

1
1

)( +
−+

−
+=

x
x

x
x

xf                          c) .1)( 2 ++= xxxf

4. Să se afle intervalele de semn constant ale funcţiei :: R→Df
a) ;3

23)( x
xxf +

−−= b) ;4
22)( x

xxf −
+−= c) .4

26)( x
xxf +

−−=

5. Să se determine extremele locale ale funcţiei :: RR →f
a) ;2)( 2 xxxf +−= b) ;3)( 2xxxf += c) .6)( 2 xxxf +=

B1
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14.  Lucraţi în grup! Proiect STREAM. Aplicaţii ale funcţiilor în operele de artă și arhitectură

C1
11. Să se reprezinte sub formă de funcţie compusă a două funcţii (diferite de cele identice) funcţia RR →Φ: :

a) ;)2()( 2
3

7 +=Φ xx                            b) .
13

1)( 24 ++
=Φ

xx
x

12. Fie A mulţimea triunghiurilor înscrise într-un cerc de raza 5, una dintre laturi fiind diametrul. Funcţia ]25,0(: →Af

pune în corespondenţă fiecărui triunghi aria lui. Să se stabilească dacă  f  este inversabilă.

13. Să se arate că graficul funcţiei ,: RR →f  54)( 2 ++= xxxf  se află deasupra dreptei .1=y

6.  Lucraţi în grup!  Fie funcţiile ,: RR →f ,2)( xxf +=  ,: RR →g .3)( xxg −=  Să se determine suma, diferenţa,
produsul şi compusele fggf oo ,  ale acestor funcţii.

7. 1) Să se studieze paritatea funcţiei :: R→Df    a) ;1)( xxf =           b) ;)( 2 xxxf +=           c) xxxf 2)( 5 += .

2) Să se arate că xxxf += 2)(  nu este mărginită superior, dar este mărginită inferior.
8. Două automobile pornesc concomitent dintr-un oraş şi continuă mişcarea în aceeaşi direcţie. Distanţele la care se află ele

de la clădirea primăriei oraşului se calculează conform 31601 += xS  şi 1902 += xS  respectiv, x fiind timpul în care ele se
află în mişcare. Peste câte ore de la începutul mişcării automobilele se vor afla la aceeaşi distanţă de la primărie?

9. Suma care trebuie întoarsă în funcţie de numărul x de zile de la contractarea unui împrumut se calculează conform relaţiei
liniare .251575 xS −=  Peste câte zile împrumutul va fi achitat?

10. Un antreprenor a acordat un credit de 1600 u.m., clientul având obligaţia să restituie lunar 25 u.m. Determinaţi funcţia  f
care descrie suma rămasă de achitat după x luni de la contractare şi funcţia g ce descrie suma rambursată de client după
aceste x luni. Care dintre aceste 2 funcţii este crescătoare/descrescătoare?

Test sumativ
    Timp efectiv  de lucru:45 de minuteProfilul real

1. Numiţi litera care corespunde variantei corecte.
Domeniul de definiţie al funcţiei  ,1

2
1

)(,: −+
−

=→ x
x

xfDf R  este mulţimea

A  ).2,1()1,0( U           B  ].1,0[           C  ).,2()2,1[ ∞+U           D  ]2,1[ .

2. Funcţia |,1|)(,: −=→ xxff RR  este strict monotonă pe unele dintre intervalele ),,0[),,1[ ∞+∞+  ].1,(),,( −∞∞+−∞
Să se determine intervalele de monotonie maxim posibile.

3. a) Determinaţi care dintre punctele 
2
1

,2,1,1,0 −−  sunt puncte de extrem local ale funcţiei .|2|)(,: 2 xxxff +=→ RR

b) Aflaţi extremele locale respective ale funcţiei.

4. Determinaţi zerourile funcţiei ,: R→Df  .42
4)( xx

xxf −+
−
−=

5. Determinaţi care dintre graficele a–d reprezintă graficul funcţiei ,: R→Df  4
12)( +−= xxf :

6. a) Reprezentaţi funcţia ,42)(,: +=→ xxhh RR  ca o compusă a două dintre funcţiile
.)(,5)(,4)(,2)(,4,1,: 4321 xxfxxfxxfxxfifi =+=+===→ RR

b) Care dintre aceste funcţii este impară?
c) Care dintre aceste funcţii este mărginită superior / inferior?

a)                                                 b)                                             c)                                                       d)

O x

y

4
1

8
1

O x
y

–2

4
1

O x

y

5

3
2

O x

y

3
2

15
2−
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7 Funcţii elementare. Ecuaţii. Inecuaţii. Sisteme. Totalităţi

  Investigăm Utilizând graficul funcţiei de gradul I (fig. 7.1), formulaţi proprietăţile funcţiei de gradul I.
a)                                                                b)

α
O

b

x

y

b
ax

y
+

=

0>a

α

O

b

x

y

b
ax

y
+

=
0<a

Fig. 7.1

• Funcţia de forma ,)(,: axxff =→ RR  unde ,∗∈Ra  se numește proporţionali-
tate directă.
• Numărul a se numește coeficient de proporţionalitate (sau panta graficului func-
ţiei  f ) sau coeficient unghiular al graficului funcţiei  f.

efiniţii

Funcţii elementare. Ecuaţii.
Inecuaţii. Sisteme. Totalităţi37MODULUL

recunoașterea funcţiilor, ecuaţiilor, inecuaţiilor, sistemelor, totalităţilor studiate în diverse contexte;
aplicarea funcţiilor studiate și a proprietăţilor acestora în rezolvarea problemelor din diferite domenii;
clasificarea ecuaţiilor, inecuaţiilor, sistemelor, totalităţilor după diverse criterii;
rezolvarea ecuaţiilor, inecuaţiilor, sistemelor, totalităţilor prin metode variate;
modelarea unor situaţii cotidiene și/sau din diverse domenii cu ajutorul funcţiilor, ecuaţiilor, inecuaţiilor, sistemelor
studiate.

Obiective

§1 Funcţia de gradul I. Ecuaţii de gradul I.
Inecuaţii de gradul I. Sisteme. Totalităţi

1.1. Funcţia de gradul I

• Se numește funcţie de gradul I funcţia de forma ,)(,: +=→ baxxff RR
.0,, ≠∈ aba R

• Numărul a se numește panta (sau coeficientul unghiular al) graficului funcţiei  f.

Nimic întâmplător nu se întâmplă
în viaţa noastră neîntâmplătoare...
În ceruri ecuaţia e simplă?
Dar ce-ncâlceli mai jos – în furnicare!...

Iulian Filip

 Ne amintim

efiniţii

 Ne amintim
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 Reţineţi! Proporţionalitatea directă este un caz particular al  funcţiei de gradul I: .0=b

Fig. 7.2

0>a 0<a

funcţia  f  este strict crescătoare funcţia  f  este strict descrescătoare

∗∈=→ RRR aaxxff ,)(,:

α
O x

y

ax
y =

α

O x

y

ax
y =

a)                                                                b)

1.2. Ecuaţii de gradul I. Sisteme. Totalităţi

efiniţie • Egalitatea de forma )()( xBxA =  se numește ecuaţie cu o necunoscută.
• Se numește soluţie a ecuaţiei cu o necunoscută valoarea necunoscutei care trans-
formă această ecuaţie într-o egalitate numerică adevărată.
• Mulţimea valorilor necunoscutei pentru care au sens toate componentele ecuaţiei
(pot fi calculate valorile lor) se numește domeniul valorilor admisibile (DVA) al
acestei ecuaţii.

Noţiunea de ecuaţie Ne amintim

Mulţimea de numere în care se caută soluţiile unei ecuaţii, de regulă, se precizează în
enunţul problemei (în majoritatea cazurilor această mulţime este DVA).

A rezolva o ecuaţie înseamnă a găsi toate soluţiile ei (în mulţimea de numere indicată).
Vom nota cu S mulţimea soluţiilor ecuaţiei.

Soluţii ale ecuaţiei pot fi numai acele valori ale necunoscutei care aparţin DVA al ecuaţiei.

Se notează: ).()()()( 2211 xBxAxBxA =⇒=

Menţionăm că ecuaţia nu are soluţii dacă DVA al ei este mulţime vidă.

Două ecuaţii se numesc echivalente dacă mulţimile soluţiilor lor sunt egale.
Echivalenţa ecuaţiilor )()(și)()( 2211 xBxAxBxA ==  se notează cu simbolul „⇔”
astfel: ).()()()( 2211 xBxAxBxA =⇔=

efiniţie

Echivalenţa ecuaţiilor, de regulă, se va examina în DVA al ecuaţiei iniţiale. În particular,
ecuaţiile care nu au soluţii sunt echivalente (indiferent de DVA).

Fie ecuaţiile )()( 11 xBxA =  și ).()( 22 xBxA =  Ecuaţia a doua )()( 22 xBxA =  se numește
consecinţă a primei ecuaţii )()( 11 xBxA =  dacă fiecare soluţie a primei ecuaţii este
soluţia și a ecuaţiei a doua.

efiniţie

bservaţie

 Reţineţi!
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7 Funcţii elementare. Ecuaţii. Inecuaţii. Sisteme. Totalităţi

Sistemele incompatibile sunt echivalente.
Vom enumera unele transformări fundamentale care păstrează echivalenţa siste-
melor. Le vom numi transformări echivalente. Fie o mulţime M (în particular DVA) în
care ecuaţiile sistemului au sens.

Schimbând ordinea ecuaţiilor unui sistem, obţinem un sistem echivalent cu cel iniţial în
mulţimea M.
Înlocuind o ecuaţie a sistemului printr-o ecuaţie echivalentă cu aceasta, obţinem un
sistem echivalent cu cel iniţial în mulţimea M.
Exprimând într-o ecuaţie a unui sistem o necunoscută prin celelalte necunoscute și
substituind această expresie în celelalte ecuaţii ale sistemului, obţinem un sistem alcătuit
din ecuaţia iniţială și cele noi formate, care este echivalent cu cel iniţial în mulţimea M.
Înlocuind o ecuaţie a unui sistem cu o ecuaţie care se obţine în urma adunării algebrice
(adunării sau scăderii ecuaţiilor membru cu membru) a ecuaţiei date cu orice altă ecuaţie
a sistemului, obţinem un sistem echivalent cu cel iniţial în mulţimea M.

 Reţineţi!

Fie ecuaţiile cu două necunoscute .0),(,0),( 21 == yxEyxE  Se cere să se afle soluţiile
lor comune, adică perechile ordonate de valori (a, b) ale necunoscutelor, care satisfac fiecare
din ecuaţiile date.

În asemenea cazuri se spune că este dat un sistem de două ecuaţii cu două necunoscute.

Acesta se scrie:
⎩
⎨
⎧

=
=

.0),(
,0),(

2

1

yxE
yxE

Tratări similare sunt și pentru sistemul de trei, patru etc. ecuaţii cu trei, patru etc.
necunoscute. În continuare vom studia și rezolva diverse tipuri de sisteme de ecuaţii.

Se numește soluţie a sistemului de două (respectiv trei) ecuaţii cu două (respectiv
trei) necunoscute perechea ordonată (a, b) de valori (respectiv tripletul ordonat (a, b, c)
de valori) ale necunoscutelor care este soluţie a fiecărei ecuaţii din sistemul dat, cu
alte cuvinte, care transformă fiecare ecuaţie într-o egalitate numerică adevărată.

efiniţie

Două sisteme de ecuaţii se numesc echivalente dacă mulţimile lor de soluţii sunt
egale.

efiniţie

A rezolva un sistem de ecuaţii înseamnă a găsi toate soluţiile lui.
Mulţimea soluţiilor unui sistem de ecuaţii (notată cu S) este intersecţia mulţimilor

soluţiilor ecuaţiilor din sistem.
Un sistem de ecuaţii se numește compatibil dacă el are cel puţin o soluţie. Sistemul care

are o mulţime finită de soluţii se numește compatibil determinat, iar cel care admite o
infinitate de soluţii se numește compatibil nedeterminat.

Un sistem de ecuaţii care nu are soluţii se numește incompatibil.
Rezolvarea sistemului de ecuaţii începe, de regulă, cu determinarea domeniului valorilor

admisibile (DVA) al sistemului.
Domeniul de valori admisibile al sistemului de ecuaţii este intersecţia domeniilor de

valori admisibile ale ecuaţiilor sistemului.

Noţiunea de sistem de ecuaţii
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Să se rezolve în R  ecuaţia:    .0)2)(1(2 =+− xxx                                                  (1)
Rezolvare:
DVA: R.∈x  Un produs de doi sau mai mulţi factori este egal cu zero, dacă cel puţin unul

dintre factori este egal cu zero. Prin urmare, obţinem 02 =x  sau ,01=−x  sau .02 =+x
Așadar, se pune problema de a afla toate valorile necunoscutei care satisfac cel puţin una
din aceste ecuaţii. În cazul dat se spune că avem de rezolvat o totalitate de trei ecuaţii cu o
necunoscută. Ea se notează:

⎢
⎢

⎣

⎡

=+
=−

=

.02
,01

,02

x
x
x

                                                   (2)

Noţiunea de totalitate de ecuaţii (sisteme)
Problemă
rezolvată

Fie ecuaţiile 0)(1 =xE  și .0)(2 =xE  Dacă se cere să se afle toate valorile necunoscu-
tei x care satisfac cel puţin una din aceste ecuaţii, atunci se spune că e dată o totalitate de

ecuaţii și acest fapt se scrie astfel: ⎢⎣
⎡

=
=

0)(
0)(

2

1

xE
xE

 sau se pune semnul „ ; ” între ecuaţii:

0)(0)( 21 == xExE ;  (ori se scrie „sau” între ecuaţii: 0)(1 =xE  sau ).0)(2 =xE

Notaţii similare se folosesc pentru totalităţi de trei, patru etc. ecuaţii și pentru totalităţi de
sisteme de ecuaţii.

 Reţineţi! Mulţimea soluţiilor unei totalităţi de ecuaţii (sisteme) (notată cu S) este reuniunea
mulţimilor soluţiilor ecuaţiilor (sistemelor) din această totalitate.

Să rezolvăm totalitatea (2) în DVA al ecuaţiei iniţiale: 
⎢
⎢

⎣

⎡

∈−=
∈=
∈=

⇔
⎢
⎢

⎣

⎡

=+
=−

=

DVA.2
DVA,1
DVA,0

02
,01

,02

x
x
x

x
x
x

Atunci }1;0;2{−=S  este mulţimea soluţiilor ecuaţiei (1).

Amintim metodele principale de rezolvare a sistemelor de ecuaţii studiate în gimnazii:
a) metoda substituţiei (a se vedea transformarea III);
b) metoda reducerii (bazată pe transformarea IV);
c) metoda utilizării necunoscutei (necunoscutelor) auxiliare;
d) metoda grafică.

Ecuaţia 0)(...)()( 21 =⋅⋅⋅ xExExE n

este echivalentă în DVA cu tota-

litatea de ecuaţii 
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=
=

.0)(

,0)(

,0)(

2

1

K

xE

xE

xE

n

Ecuaţia 2

2

2

1 ))(())(( xExE =  este
echivalentă în DVA cu totalitatea de

ecuaţii ⎢⎣
⎡

−=
=

).()(
),()(

21

21

xExE
xExE

bservaţie Este important să sesizăm că, în cazul în care o ecuaţie se reduce la o totalitate de ecuaţii,
mulţimea de soluţii a ecuaţiei date este formată numai din soluţiile totalităţii care aparţin
DVA al ecuaţiei iniţiale.

Prezentăm încă două transformări care păstrează echivalenţa ecuaţiilor:

În contextul noţiunii totalitate de sisteme de ecuaţii, la rezolvarea sistemelor de ecuaţii
se aplică și metoda descompunerii în factori. De exemplu, dacă o ecuaţie a sistemului
este echivalentă în DVA al sistemului cu o totalitate de două (respectiv trei etc.) ecuaţii,
atunci sistemul dat este echivalent în DVA al lui cu o totalitate de două (respectiv trei
etc.) sisteme, care se obţin din cel iniţial prin înlocuirea ecuaţiei respective cu ecuaţiile din
totalitate.

 Reţineţi!
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Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R ecuaţia .0)5)(13( =−+ xx

Rezolvare:
DVA: R.∈x  Avem 

⎢
⎢
⎣

⎡

=

−=⇔⎢⎣
⎡

=−
=+⇔=−+

.5

,
3
1

05
,013

0)5)(13(
x

x
x
x

xx  Deci, .5;
3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

Răspuns: .5;
3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

 Reţineţi! Totalitatea de două ecuaţii de gradul I cu o necunoscută are forma: ⎢⎣
⎡

=+
=+

.0
,0

22

11

bxa
bxa

1.3. Ecuaţii liniare cu parametru

Fie 0),( =axF  o ecuaţie care conţine necunoscutele x și a. Dacă se cere să se rezolve
ecuaţia cu necunoscuta x pentru fiecare valoare a lui a, atunci 0),( =axF  se numește
ecuaţie cu necunoscuta x şi parametrul a.

Să se rezolve în R  ecuaţia, unde a este parametru real:
a) ;2=ax                   b) .3)9( 2 −=− axa
Rezolvare:
a) 1) Dacă ,0=a  atunci obţinem ecuaţia ,20 =⋅ x  care nu are soluţii, deci .∅=S

2) Dacă ,0≠a  atunci obţinem ecuaţia de gradul I ,2=ax  cu soluţia ,2
a  deci .2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧= aS

Răspuns: ∅=S  pentru ;0=a  
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=

a
S

2  pentru .∗∈Ra

Exerciţiu
rezolvat

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R × R sistemul de ecuaţii 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

.9)2(

,23
2yx

yx

Rezolvare:

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

−=+
=−

⎩
⎨
⎧

=+
=−

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢⎣
⎡

−=+
=+

=−
⇔

⎩
⎨
⎧

=+
=−

.
5

13

,
5
1

;1
,1

32
23

32
23

32
32

23

9)2(

23
2

y

x

y
x

yx
yx

yx
yx

yx
yx

yx

yx

yx

Răspuns: .
5

13
;

5
1

),1;1(
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−=S

Ecuaţii de gradul I. Sisteme, totalităţi de două ecuaţii de gradul I
 Ne amintim

• Ecuaţia de tipul ,0=+ bax  ,, R∈ba  se numește ecuaţie liniară (sau ecuaţie
afină).
• Dacă ,0≠a  ecuaţia liniară se numește ecuaţie de gradul I cu o necunoscută.

efiniţii

Sistemul de două ecuaţii de gradul I cu două necunoscute are forma

⎩
⎨
⎧

=+
=+

.
,
222

111

cybxa
cybxa

Soluţia sistemului este perechea ordonată de valori (a, b) ale necunoscutelor, care
transformă fiecare ecuaţie a sistemului într-o egalitate numerică adevărată.

Amintim metodele de rezolvare a sistemelor de două ecuaţii de gradul I cu două
necunoscute:  metoda substituţiei;

 metoda reducerii;
 metoda grafică.
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1.4. Inecuaţii de gradul I cu o necunoscută. Sisteme. Totalităţi
1.4.1. Noţiuni generale

Inecuaţie cu o necunoscută se numește inegalitatea ce conţine o necunoscută.

Forma generală a unei inecuaţii (aici și în continuare cu o necunoscută) este f(x) > g(x)
sau f(x) < g(x), sau f(x) ≥ g(x), sau f(x) ≤ g(x), unde f(x), g(x) sunt expresii matematice.

efiniţie

• Mulţimea valorilor necunoscutei pentru care au sens (există) toate componentele
inecuaţiei se numește domeniul valorilor admisibile (DVA) al acestei inecuaţii.
• Numărul a se numește soluţie a inecuaţiei cu o necunoscută dacă el transformă
inecuaţia într-o inegalitate numerică adevărată (într-o propoziţie adevărată).

efiniţii

 Ne amintim

efiniţie Două inecuaţii cu o necunoscută se numesc echivalente dacă mulţimile soluţiilor lor
sunt egale.

A rezolva o inecuaţie cu o necunoscută înseamnă a determina toate soluţiile ei.
Vom nota cu S mulţimea soluţiilor inecuaţiei.

 Reţineţi!

Inecuaţiile cu o necunoscută care nu au soluţii sunt echivalente (indiferent de DVA).

La rezolvarea inecuaţiilor, este util să cunoaștem cele mai importante transformări
echivalente:

;0)()()()( >−⇔> xgxfxgxf

);()()()( xfxgxgxf <⇔>

)()()()( xagxafxgxf >⇔>  pentru ;0, >∈ aa R

)()()()( xagxafxgxf <⇔>  pentru ;0, <∈ aa R

 )()()()( xgxfxgxf nn >⇔>  ),2,)()(( N∈≥> nnxgxf nn  pentru ,0)( ≥xf

0)( ≥xg  și n număr natural;
)()()()( xgxfxgxf nn >⇔>  ),2,)()(( N∈≥> nnxgxf nn  pentru n număr natu-

ral impar.
Afirmaţii similare sunt adevărate și pentru inecuaţiile de tipul

).()(),()(),()( xgxfxgxfxgxf ≤<≥

 Reţineţi!

b) .3)3)(3(3)9( 2 −=+−⇔−=− axaaaxa
1) Dacă ,3=a  atunci obţinem ecuaţia ,00 =⋅ x  deci .R=S
2) Dacă ,3−=a  atunci obţinem ecuaţia ,60 −=⋅ x  deci .∅=S
3) Dacă },3{\ ±∈Ra  atunci obţinem ecuaţia de gradul I ,3)3)(3( −=+− axaa  cu soluţia

,3
1
+= ax  deci .3

1
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

+
= aS

Răspuns: R=S  pentru ;3=a  ∅=S  pentru ;3−=a  
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

+
=

3
1

a
S  pentru }.3{\ ±∈Ra

Deoarece la rezolvarea inecuaţiilor verificarea în cazul unui număr infinit de soluţii este
practic imposibilă, va fi mai eficient să nu admitem transformări care conduc la obţinerea
soluţiilor străine sau la pierderea soluţiilor. Prin urmare, transformările efectuate trebuie să
fie echivalente.

Atenţie!

Noţiunea de inecuaţie
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Să ne amintim ce este un sistem de inecuaţii cu o necunoscută.
Fie două inecuaţii A(x) > 0 și B(x) > 0 cu o necunoscută. Dacă se pune condiţia să

determinăm mulţimea valorilor necunoscutei x ce satisfac (verifică) ambele inecuaţii, atunci
se spune că avem de rezolvat un sistem de două inecuaţii cu o necunoscută.

Sistemul respectiv se notează: 
⎩
⎨
⎧

>
>

.0)(
,0)(

xB
xA   (1)

Sisteme de inecuaţii cu o necunoscută

bservaţii 1. Fiecare inecuaţie a sistemului (1) poate avea unul din semnele: „ ≥”, „ ≤”, „<”.
2. Sistemul de inecuaţii poate să conţină două sau mai multe inecuaţii.

Orice valoare a necunoscutei care satisface (verifică) toate inecuaţiile sistemului se
numește soluţie a sistemului de inecuaţii cu o necunoscută.

efiniţie

Două sisteme de inecuaţii cu o necunoscută se numesc echivalente dacă mulţimile
soluţiilor lor sunt egale.

Sistemele de inecuaţii care nu au soluţii sunt echivalente.

efiniţie

 Reţineţi! A rezolva un sistem de inecuaţii înseamnă a determina mulţimea soluţiilor lui.
Mulţimea soluţiilor unui sistem de inecuaţii cu o necunoscută (notată cu S) este
intersecţia mulţimilor soluţiilor inecuaţiilor acestui sistem.

bservaţie Sistemele echivalente de inecuaţii ce se rezolvă pe o mulţime se numesc echivalente în
această mulţime.

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R sistemul de inecuaţii 
⎩
⎨
⎧

>−
≥+

.051
,032

x
x

Rezolvare:

.
5
1

;5,1

5
1

,5,1

15
,32

051
,032

⎢⎣
⎡

⎟⎠
⎞−∈⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

−≥
⇔

⎩
⎨
⎧

<
−≥⇔

⎩
⎨
⎧

>−
≥+

x
x

x

x
x

x
x

Răspuns: .
5
1

;5,1⎢⎣
⎡

⎟⎠
⎞−=S

Totalităţi de inecuaţii cu o necunoscută

Fie două inecuaţii A(x) < 0 și B(x) < 0 cu o necunoscută. Dacă se pune problema de a
determina mulţimea valorilor necunoscutei, astfel încât fiecare valoare a necunoscutei să fie
soluţie cel puţin a uneia dintre inecuaţii, atunci se spune că avem de rezolvat o totalitate
de două inecuaţii cu o necunoscută.

Totalitatea respectivă se notează: ⎢⎣
⎡

<
<

.0)(
,0)(

xB
xA   (2)

bservaţii 1. Fiecare inecuaţie a totalităţii (2) poate avea unul din semnele: „≥”, „>”, „≤”.
2. Totalitatea de inecuaţii poate să conţină două sau mai multe inecuaţii.

 Reţineţi! A rezolva o totalitate de inecuaţii înseamnă a afla mulţimea soluţiilor ei.
Mulţimea soluţiilor unei totalităţi de inecuaţii cu o necunoscută (notată cu S) este
reuniunea mulţimilor soluţiilor inecuaţiilor acestei totalităţi.

Orice valoare a necunoscutei care verifică cel puţin o inecuaţie a totalităţii se numește
soluţie a totalităţii de inecuaţii cu o necunoscută.

efiniţie
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Două totalităţi de inecuaţii cu o necunoscută se numesc echivalente dacă mulţimile
soluţiilor lor sunt egale (indiferent de DVA).

Totalităţile care nu au soluţii sunt echivalente (indeferent de DVA).

efiniţie

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R inecuaţia .5,0|12| ≤−x

Rezolvare:

⎩
⎨
⎧

≤
≥⇔

⎩
⎨
⎧

≤
≥⇔

⎩
⎨
⎧

≤−
−≥−⇔≤−≤−⇔≤−

.75,0
,25,0

5,12
,5,02

5,012
,5,012

5,0125,05,0|12|
x
x

x
x

x
x

xx

Deci, ].75,0;25,0[∈x

Răspuns: ].75,0;25,0[=S

1.4.3. Inecuaţii de gradul I cu o necunoscută cu modul
Vom examina unele metode de rezolvare a inecuaţiilor de gradul I ce conţin necunoscute

în modul:
Inecuaţia de tipul )(|)| xgxf ≤(  în DVA este echivalentă cu inecuaţia dublă

,)()()( xgxfxg ≤≤−  adică cu sistemul 
⎩
⎨
⎧

≤
−≥

.
,

)()(
)()(

xgxf
xgxf

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R  inecuaţia .063 ≥−x
Rezolvare:

.263063 ≥⇔≥⇔≥− xxx
Grafic, mulţimea soluţiilor se reprezintă astfel:
Răspuns: ).,2[ ∞+=S

x20

 Reţineţi! 1. Mulţimea soluţiilor unui sistem de inecuaţii de gradul I cu o necunoscută este intersecţia
mulţimilor soluţiilor inecuaţiilor acestui sistem.
2. Mulţimea soluţiilor unei totalităţi de inecuaţii de gradul I cu o necunoscută este reuniunea
mulţimilor soluţiilor inecuaţiilor acestei totalităţi.

1.4.2. Inecuaţii, sisteme, totalităţi de inecuaţii de gradul I cu o necunoscută
 Ne amintim

Inecuaţiile de tipul ,0,0,0,0 ≥+>+≤+<+ baxbaxbaxbax   ,0≠a  ,, R∈ba  se
numesc inecuaţii de gradul I cu o necunoscută.

De regulă, inecuaţiile de gradul I se rezolvă prin efectuarea unor transformări echi-
valente.

efiniţie

 Reţineţi! Similar se rezolvă inecuaţia de tipul .( )(|)| xgxf <

Inecuaţia de tipul )(|)| xgxf ≥(  în DVA este echivalentă cu totalitatea ⎢⎣
⎡

−≤
≥

.
,
)()(

)()(
xgxf

xgxf

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R inecuaţia .5|3| ≥− x

Rezolvare:

).,8[]2,(
8

,2
53
,53

5|3| ∞+−−∞∈⇔⎢⎣
⎡

≥
−≤⇔⎢⎣

⎡
−≤−

≥−⇔≥− Ux
x
x

x
x

x

Răspuns: ).,8[]2,( ∞+−−∞= US

 Reţineţi! Similar se rezolvă inecuaţia de tipul .)()( xg|xf| >
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Exerciţii şi probleme propuse 

Profilurile umanistic, arte, sport
A

1. Determinaţi panta graficului și reprezentaţi grafic funcţia:
a) ;102)(,: +=→ xxff RR b) ;3)(,: xxgg −=→ RR
c) ;5)(,: xxhh −=→ RR d) .5,1)(,: =→ xpp RR

2.  Investigaţi! Stabiliţi tipul unghiului format de direcţia pozitivă a axei Ox și graficul funcţiei:
a) ;16)(,: +=→ xxff RR b) ;31)(,: xxgg −=→ RR

c) ;3,2)(,: xxhh −=→ RR d) .5)(,: =→ xpp RR

3.  Lucraţi în perechi! Fie funcţia :: RR →f

a) ;21)( xxf −=           b) .65,1)( += xxf

1) Aflaţi zeroul funcţiei  f.
2) Trasaţi graficul funcţiei  f.
3) Utilizând graficul, determinaţi valorile lui x pentru care:
a) ;0)( >xf      b) .0)( ≤xf

4) Determinaţi tipul unghiului format de fG  cu direcţia
pozitiva a axei Ox.
5) Determinaţi dacă funcţia este strict crescătoare.

4. Fie funcţia :: RR →g

a) ;5,3)( xxg =                      b) .
3
2

)( xxg −=

1) Aflaţi zeroul funcţiei g.
2) Trasaţi graficul funcţiei g.
3) Utilizând graficul, determinaţi valorile lui x pentru care:
a) ;0)( >xg      b) .0)( <xg

4) Determinaţi tipul unghiului format de gG  cu direcţia
pozitivă a axei Ox.
5) Determinaţi dacă funcţia g este strict descrescătoare.

5. Să se rezolve în R  ecuaţia:
a) ;7)2(5,3 =−x                     b) ;023 =−x                     c) ).1(36

4
3 −=+− xx

6.  Lucraţi în perechi! Să se rezolve în R,R×  prin trei metode, sistemul de ecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

−=+−
=−

;423
,32

yx
yx b) 

⎩
⎨
⎧

−=−
=+−
.13

,225,0
yx

yx

7. Să se rezolve în R  inecuaţia:
a) ;5)12(3)2(9 xxx >+−− b) .0)23(3)12(4 >+−− xx

8.  Lucraţi în perechi! Fie funcţiile ,12)(,:, xxfgf −=→ RR  .65,2)( +−= xxg

a) Să se afle zerourile funcţiilor  f  și g.
b) Să se determine intervalele pe care .0)(;0)(;0)(;0)( >≤<≥ xgxgxfxf
c) Să se afle coordonatele punctului de intersecţie a fG  și .gG
d) Să se rezolve în R  inecuaţia ).()( xgxf <

e) Să se rezolve în R  sistemul de inecuaţii 
⎩
⎨
⎧

>
≤

.0)(
,0)(

xg
xf

B

9. Se știe că lungimea râului Prut este cu 399 km mai mică decât lungimea râului Nistru.
a) Care este lungimea fiecărui râu, dacă suma lungimilor lor este de 2305 km?
b) Ce porţiune din râurile Prut și Nistru traversează teritoriul Republicii Moldova? (Utilizaţi
harta geografică.)

NistruPrut

Inecuaţia de tipul |)(||)| xgxf ≤(  în DVA este echivalentă cu inecuaţia .)()( 22 xgxf ≤

Exemplu: 14444)12()2(|12||2| 2222 ⇔++≤+−⇔+≤−⇔+≤− xxxxxxxx

.,
3
1

]3,(0383 2 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+−−∞∈⇔≥−+⇔ Uxxx
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11. Populaţia unei culturi bacteriologice (în momentul de timp )0=t  este de 2400 de
indivizi.
Peste 5 h 30 min., numărul lor a crescut până la 22200 de indivizi.
a) Să se exprime numărul de indivizi în funcţie de timp (măsurat în ore).
b) Să se afle peste câte ore numărul de indivizi va deveni egal cu 56400.

1O x

y

1

fG

12.  Lucraţi în perechi! Să se transpună în limbaj matematic, apoi să se rezolve problema:

a) cu ajutorul ecuaţiei;                                               b) prin sistem de ecuaţii.
1) Suma a două numere reale este 44. Să se afle numerele, dacă unul este cu 10 mai mare decât celălalt.
2) Diferenţa a două numere reale este 45. Să se afle numerele, dacă unul este de 10 ori mai mic decât celălalt.
3) În două depozite sunt 520 t de mere. Dacă s-ar muta 60 t dintr-un depozit în celălalt, cantităţile din cele două depozite
ar fi egale. Ce cantitate de mere se află în fiecare depozit?

13. La o parcare sunt motociclete (cu două roţi) și autoturisme. În total sunt 48 de
unităţi și 168 de roţi. Câte motociclete și câte autoturisme sunt la parcare?
Să se rezolve problema:
a) prin metoda falsei ipoteze;
b) cu ajutorul ecuaţiei;
c) prin compunerea unui sistem de ecuaţii.

14. Suma de 2760 de lei este plătită în bancnote de 20 de lei și 50 de lei. Să se afle câte bancnote de fiecare fel sunt, dacă se
știe că numărul celor de 50 de lei este egal cu dublul celor de 20 de lei.

15. Tatăl are 33 de ani, iar fiica 9 ani. Peste câţi ani tatăl va avea triplul vârstei fiicei?

16. Să se traseze graficul funcţiei ,)(,: baxxff +=→ RR  dacă:
a) ;1,3 −== ba b) ;2,5,2 =−= ba c) ;0,

4
1 == ba

d) ;5,0 −== ba e) ;2,3 −=−= ba f) .
5
1

,
2
1 == ba

17. Să se completeze cu un număr real, astfel încât graficul funcţiei :: RR →f

a) =)(xf ;2+x b) =)(xf – ;2−⋅ x

c) =)(xf ;x⋅ d) =)(xf – x⋅
să formeze cu direcţia pozitivă a axei Ox:
1) un unghi ascuţit;          2) un unghi obtuz.

18. Sergiu are 7 ani, iar tatăl lui are 39 de ani. Să se afle câţi ani vârsta lui Sergiu va rămâne mai mică

decât 3
2  din vârsta tatălui.

19.  Investigaţi! Să se afle valorile lui ,, R∈xx  pentru care există triunghiuri cu laturile de
lungimea  3x + 1, x + 3, 4x – 2.

20. (  2016) În desenul alăturat este reprezentat graficul funcţiei .)(,: baxxff +=→ RR
Utilizând desenul, scrieţi unul dintre semnele <, > sau =, astfel încât propoziţia obţinută să fie
adevărată:  

a
b    0.

21. (  2022) Fie funcţia .26)(,: +−=→ xxff RR  Dedeterminaţi valorile reale ale lui x
pentru care ).3()( fxf >

10. Să se determine zerourile funcţiei :: RR →f
a) ;12)( += xxf               b) );21)(5()( xxxf −+=              c) ).3)(4)(2()( xxxxf ++−=
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C
22. Să se rezolve prin trei metode problema:

a) 25 de muncitori au primit pentru o zi de lucru 6500 de lei. Unii sunt plătiţi cu 200 de
lei pe zi, iar ceilalţi – de 1,5 ori mai mult. Câţi muncitori au primit câte 200 de lei?
b) Un bazin de 35,7 hl poate fi umplut de două robinete în 7 ore. Debitul (pe oră) al
unui robinet este cu 90 l mai mare decât al celuilalt. Care este debitul fiecărui robinet?

23. Să se indice într-un sistem de coordonate mulţimea punctelor:
1) ale căror abscise satisfac inecuaţia: a) ;23 <<− x b) ;61 <≤− x
2) ale căror ordonate satisfac inecuaţia: a) ;21 <<− y b) .53 ≤< y

Profilul real
A1

1. Fie funcţiile definite prin formulele:
.3)(,10)(,5,1)(,5)(,25,0)(,2)(,12)( 654321 xxfxfxxfxfxxfxxfxxf −===−=+=−=+=

a) Să se determine funcţiile crescătoare pe .R                         b) Să se determine funcţiile descrescătoare pe .R

2. Să se determine funcţia de gradul I, știind că:
a) 1)2( =f  și ;2)0( −=f                b) 4)1( =−f  și ;0)1( =f                c) 21)3( −=f  și .2)2( =f

3. Fie funcţiile ,25)(,: +=→ xxff RR  și .2)(,: xxgg −=→ RR
a) Să se afle coordonatele punctului de intersecţie al graficelor fG  și .gG

b) Să se afle valorile lui x pentru care ).()( xgxf ≤
4. Să se rezolve în R  ecuaţia: .0)12)(12)(2( =−+− xxxx

5.  Investigaţi! Fie funcţiile ,52)(,:, +=→ xxfgf RR  .21)( xxg −=

a) Să se demonstreze că  f  este strict crescătoare pe R , iar g – strict descrescătoare pe .R
b) Să se determine valorile lui x pentru care graficul fG  este situat mai sus decât graficul .gG

B1

6.  Lucraţi în perechi! Să se rezolve problema:    a) cu ajutorul ecuaţiei;        b) prin compunerea unui sistem de ecuaţii.
Distanţa dintre două staţii este de 650 km. Un tren accelerat parcurge această distanţă cu 12 ore mai repede decât un
marfar, deoarece viteza acestuia este cu 24 km/h mai mare decât a marfarului. Să se afle viteza fiecărui tren.

7. Să se afle numerele reale x și y dacă se știe că 523 −=− yx  și .23 =+ yx

8. Să se rezolve în R  sistemul de inecuaţii:   a) 
⎩
⎨
⎧

≤−
>−

;25
,013

x
x           b) 

⎩
⎨
⎧

<−
>+−

;115,0
,532

x
x           c) 

⎩
⎨
⎧

<−
≥−

.0284,1
,9)2(3

x
x

9.  Lucraţi în grup! Să se rezolve în RR ×  sistemul de ecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

=−+
=−−

;024
,0832

yx
yx b) 

⎩
⎨
⎧

−=+
=−

;923
,732

yx
yx c) 

⎩
⎨
⎧

=−
=+−

.333

,032

yx

yx

10. Un aliaj din cupru și cositor cu masa de 12 kg conţine 45 % de cupru. Câte kilograme de cositor trebuie adăugat la acest
aliaj pentru a obţine unul ce conţine 40 % de cupru?

11. Avem două categorii de oţel: cu 5 % de nichel și cu 40 % de nichel. Ce cantitate de oţel de fiecare din aceste categorii
trebuie să luăm astfel încât, fiind retopite, să obţinem 140 t de oţel ce conţine 30 % de nichel?

12*.  Investigaţi! Pentru care valori ale parametrului real a sistemul de ecuaţii: 
⎩
⎨
⎧

++=+++
=−+

)1(2)2()12(

,2)12(
22 aayaxa

ayax

a) este compatibil nedeterminat;        b) este compatibil determinat;        c) este incompatibil?

C1
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§2 Funcţia de gradul II. Ecuaţii de gradul II.
Inecuaţii de gradul II. Sisteme. Totalităţi

2.1. Funcţia de gradul II

Funcţia ,0,,,,)(,: 2 ≠∈++=→ acbacbxaxxff RRR
se numește funcţie de gradul II.

efiniţie

y

xO

0>∆

a
b
2

−

2x1x

a4
∆−

y

xO

0<∆

a
b
2

−

0>∆y

xO
a

b

2
− 2x1x

a4
∆−

0<∆y

x
O a

b

2
−

a4
∆−

0=∆y

x
O a

b

2
−

0>a

0<a

y

x

0=∆

a
b
2

−O

 Ne amintim

  Investigăm Utilizând graficul funcţiei de gradul II (fig. 7.3) determinaţi proprietăţile ei.

Fig. 7.3

2.2. Ecuaţii de gradul II cu o necunoscută

Menţionăm că soluţiile ecuaţiei de gradul II sunt abscisele punctelor de intersecţie cu
axa Ox a graficului funcţiei de gradul II, asociate acestei ecuaţii.

Existenţa soluţiilor reale ale ecuaţiei de gradul II, precum și numărul lor depind de valoarea
discriminantului acb 42 −=∆  al acestei ecuaţii.

1) Dacă ∆ < 0, ecuaţia nu are soluţii reale. Prin urmare, .∅=S

2) Dacă ∆ = 0, mulţimea soluţiilor conţine un unic element: .
2a
b

x −=  Deci, .
2 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧−=

a
b

S

3) Dacă ∆ > 0, mulţimea soluţiilor ecuaţiei conţine două elemente: ,21 a
bx ∆−−=

.22 a
bx ∆+−=  Astfel, .

2
;

2 ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∆+−∆−−=

a
b

a
b

S

Împărţind ambii membri ai ecuaţiei de gradul II ,0,,,,02 ≠∈=++ acbacbxax R
la a, obţinem ecuaţia de gradul II, forma redusă: ,02 =++ qpxx ., R∈qp

Ecuaţia de tipul ,0,,,,02 ≠∈=++ acbacbxax R  se numește ecuaţie de gradul II,
iar a, b, c se numesc coeficienţii ei.

efiniţie

 Ne amintim
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2.3. Ecuaţii de gradul II cu parametru

Fie 0),( =axF  ecuaţie de gradul II care conţine necunoscutele x și a. Dacă se pune
problema de a rezolva ecuaţia cu necunoscuta x pentru fiecare valoare a lui a, atunci

0),( =axF  se numește ecuaţie de gradul II cu necunoscuta x şi parametrul a.

eorema 2 (reciproca teoremei lui Viète)
Dacă numerele reale ,1x  2x  verifică
relaţiile (2), atunci ,1x  2x  sunt soluţiile
ecuaţiei (1).

Dacă numerele reale ,1x  2x  verifică
relaţiile (4), atunci ,1x  2x  sunt soluţiile
ecuaţiei (3).

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R și să se discute după valorile parametrului a, ,R∈a  ecuaţia:
.034)12(2)1( 2 =++−−− axaxa

Rezolvare:
1) Analizăm situaţia când coeficientul lui 2x  ia valoarea zero, deoarece în acest caz

ecuaţia iniţială se transformă într-o ecuaţie de gradul I. Avem .1=a

Pentru 1=a  obţinem: .5,3072 =⇔=+− xx

2) Pentru 1≠a  determinăm valorile lui a, astfel încât discriminantul ecuaţiei să ia valoarea

zero: .
3
1

101612)34)(1(4)12(4 2 =⇔=+−=+−−−=∆ aaaaa

Dacă ,
3
1

1>a  atunci ∆ < 0 și ecuaţia nu are soluţii reale.

Dacă 
3
1

1<a  și ,1≠a  atunci 0>∆  și ecuaţia are soluţiile:

,
1

34)12(
1 −

−−−=
a

aa
x  .

1

34)12(
2 −

−+−=
a

aa
x

Răspuns: }5,3{=S  pentru ;1=a

∅=S  pentru ;,
3
1

1 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+∈a

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−+−

−
−−−=

1
3412

;
1

3412
a

aa
a

aa
S  pentru ;

3
1

1,1)1,( ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∞∈ Ua

}5{=S  pentru .
3
1

1=a

eorema 1 (teorema lui Viète)
Dacă ,1x  2x  sunt soluţiile ecuaţiei

,0,02 ≠=++ acbxax       (1)

atunci 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅

−=+

.

,

21

21

a
cxx

a
bxx

        (2)

Dacă ,1x  2x  sunt soluţiile ecuaţiei
,02 =++ qpxx               (3)

atunci 
⎩
⎨
⎧

=⋅
−=+
.

,
21

21

qxx
pxx       (4)
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1. O porţiune de drum se află pe dreapta .34 +−= xy  O porţiune de cale ferată are
forma hiperbolei .3

xy =  Dacă drumul va fi construit (prelungit) rectiliniu în continuare,
va intersecta el oare calea ferată?

Rezolvare:
Problema se reduce la determinarea punctelor de intersecţie a dreptei și hiperbolei

respective. La rândul său, aceasta se reduce la stabilirea compatibilităţii sistemului de

ecuaţii: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+−=

.
3

,34

x
y

xy
 Prin substituţia lui y, în ecuaţia a doua obţinem sistemul 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

+−=

.
3

34

,34

x
x

xy

Așa cum ecuaţia a doua nu are soluţii reale (Verificaţi!), rezultă că și sistemul nu are soluţii.
Deci, drumul prelungit rectiliniu nu va intersecta calea ferată.

2. Să se determine raza și centrul cercului tangent la axele de coordonate și la ramura
hiperbolei xy 4=  din cadranul I (fig. 7.5).

Probleme
rezolvate

A

O a x

y

C

xy 4=

Fig. 7.5

Rezolvare:
Din considerente de simetrie, este clar că centrul cercului se va afla pe dreapta

de ecuaţie ,xy =  deci coordonatele lui vor fi (a, a). Această dreaptă intersectează

hiperbola în punctul A, ale cărui coordonate sunt soluţie a sistemului: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.4
,

xy

xy

2.4. Interpretarea geometrică a unor ecuaţii de gradul II cu două necunoscute

Geometric, mulţimea soluţiilor unei ecuaţii cu două necunoscute reprezintă o mulţime de
puncte într-un plan dotat cu un sistem de axe ortogonale. Forma figurii respective depinde
de gradul ecuaţiei și de structura ei. Cele mai simple ecuaţii de gradul II cu două necunoscute
și figurile determinate de ele sunt reprezentate în figura 7.4.

Cu ajutorul ecuaţiilor acestor figuri pot fi rezolvate diferite probleme.

O x

y

222 )()( rbyax =−+−

222 ryx =+

cbxaxy ++= 2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ==
x
k

ykxy

Fig. 7.4

r

r

),( baA

Obţinem ).2;2(),2;2(1 AA −−  Observăm că )2;2(1 −−A  nu satisface condiţia proble-
mei. Centrul C al cercului va satisface condiţia: ,aAC =  deci ,)2()2( 22 =−+− aaa

.2|| <a  Obţinem .224 −=a  Astfel, centrul cercului este ),224;224( −−C  iar raza
lui este .224 −=r
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Vom expune unele metode de rezolvare a ecuaţiilor ce conţin necunoscuta în modul.
 Aplicarea definiţiei modulului

Exemplu. ⎢⎣
⎡

−=
=⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<−
−=−

⎩
⎨
⎧

≥−
=−

⇔=−
.3

,7

02
,52

;02
,52

5|2|
x
x

x
x

x
x

x

Răspuns: S = {–3; 7}.

 Folosirea relaţiei )()(|)(||)(| 22 xgxfxgxf =⇔=

Exemplu. 
⎢
⎢
⎣

⎡

=

−=⇔=−−⇔−=+⇔−=+
.4

,
3
2

08103)12()3(|12||3| 222

x

x
xxxxxx

Răspuns: .4,
3
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

 Aplicarea relaţiei ⎢⎣
⎡

−=
=⇔=

.
,
)()(

)()(
|)(||)(|

xgxf
xgxf

xgxf

Exemplu. ⎢⎣
⎡

=
−=⇔⎢⎣

⎡
=++
=−−⇔⎢⎣

⎡
−−=−

+=−⇔+=−
.4
,1

04

,043

24

,24
|24||| 2

2

2

2
2

x
x

xx

xx

xxx

xxx
xxx

Răspuns: S = {–1; 4}.

 Utilizarea necunoscutei auxiliare
Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .01||2 2 =−− xx

Rezolvare:
DVA: x ∈ R. Fie | x | = t, .0≥t  Deoarece ,|| 22 xx =  obţinem ecuaţia 2t 

2 – t – 1 = 0, cu soluţiile

.
2
1

,1 21 −== tt  Revenim la necunoscuta x și obţinem: ⎢⎣
⎡

−=
=⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−=

=

.1
,1

2
1

||

,1||

x
x

x

x

Răspuns: S = {–1; 1}.

 Aplicarea metodei explicitării modulilor
Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .2|3|3|12| xxx =+−−
Rezolvare:
1) Determinăm DVA: x ∈ R.

2) Aflăm zerourile expresiilor din module:   ;5,0012 =⇔=− xx  .303 −=⇔=+ xx

3) Zerourile obţinute divizează axa numerelor
(în caz general, DVA al ecuaţiei iniţiale) în inter-
valele :),5,0[),5,0,3[),3,( ∞+−−−∞

4) Explicităm modulii pe fiecare interval:

5) Rezolvăm ecuaţia pe fiecare interval, luând
în considerare rezultatul explicitării modulelor pe intervalul respectiv.

Astfel, examinăm trei cazuri.
a) Pentru x ∈ (–∞, –3) avem 2x – 1 < 0, x + 3 ≤ 0. Deci, ),12(|12| −−=− xx

)3(|3| +−=+ xx  și obţinem:
–(2x – 1) + 3(x + 3) = 2x ⇔ –x + 10 = 0 ⇔ x = 10 ∉ (–∞, –3).

Așadar, x = 10 nu este soluţie a ecuaţiei iniţiale.

x–3 0,5

x–3
– +–

0,5– ++

12 −x

3+x

2.5. Ecuaţii cu o necunoscută ce conţin necunoscuta în modul
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x3–1

4

y

y=a

O 1

fG

Fig. 7.6

2.6. Inecuaţii de gradul II cu o necunoscută

Inecuaţiile de tipul ,0,0,0 222 <++≥++>++ cbxaxcbxaxcbxax  ,02 ≤++ cbxax

a, b, c  ∈  R, a ≠ 0, se numesc inecuaţii de gradul II cu o necunoscută.
efiniţie

Vom analiza două metode de rezolvare a acestor inecuaţii.

  Aplicarea studiului funcţiei
Fie funcţia  f: R → R, ,)( 2 cbxaxxf ++=  a, b, c ∈ R, a ≠ 0. În tabel sunt prezentate

mulţimile soluţiilor inecuaţiei ,0,02 ≠>++ acbxax  în funcţie de semnul coeficientu-

lui a și al discriminantului ∆ = b2 – 4ac, unde ,
,21 a

b
x

∆−−=  )0(
22 ≥∆∆+−=

a
b

x  sunt
soluţii ale ecuaţiei ,02 =++ cbxax  și .21 xx ≤

 Ne amintim

b) Pentru ⎟⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈

2
1

,3x  avem 2x – 1 ≤ 0, x + 3 ≥ 0 și obţinem:

–(2x – 1) – 3(x + 3) = 2x ⇔ –7x – 8 = 0 ⇔ .
2
1

,3
7
8 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈−=x

Prin urmare, 
7
8−=x  este o soluţie a ecuaţiei iniţiale.

c) Pentru ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∈ ,
2
1

x  avem ,012 ≥−x  03 >+x  și obţinem:

2x – 1 – 3(x + 3) = 2x ⇔ .,
2
1

3
10 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∉−=x

Deci, 
3

10−=x  nu este soluţie a ecuaţiei iniţiale.

6) Răspunsul reprezintă reuniunea mulţimilor soluţiilor obţinute în fiecare caz.

Răspuns: .
7
8

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

Înălţimea h la care ajunge o minge aruncată vertical în sus
se calculează conform formulei ,2125)( 2 ++−= ttth  unde
h se măsoară în metri, iar t este timpul (măsurat în secunde),
considerat din momentul aruncării. Câte secunde se va afla
mingea la înălţimea nu mai mică de 6 m?
Rezolvare:
Pentru a răspunde la întrebare, trebuie să aflăm intervalul de timp pentru care .6)( ≥th

Astfel, rezolvăm inecuaţia 62125 2 ≥++− tt  sau inecuaţia .04125 2 ≤+− tt  Obţinem
].2;4,0[∈t  (Verificaţi!) Atunci, mărimea intervalului de timp este 6,14,02 =−  (secunde).

Răspuns: 1,6 secunde.

Problemă
rezolvată

 Metoda grafică
Exemplu
Să se afle valorile parametrului real a pentru care ecuaţia |x2 – 2x – 3| = a are

exact trei soluţii reale.
Rezolvare:
Trasăm graficele funcţiilor determinate de formulele |32|)( 2 −−= xxxf  și

axg =)(  (fig. 7.6). Observăm că doar pentru a = 4 sunt trei puncte comune ale
graficelor. Astfel, pentru a = 4 ecuaţia iniţială are exact trei soluţii reale.

Răspuns: a = 4.
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O
x

+

–

y

x1 x2

+

a
b
2

− x

+ ++

y

O

x

+

y

++

O

Valorile

lui a lui ∆
Mulţimea soluţiilor inecuaţiei

0,02 ≠>++ acbxax
Semnul funcţiei definite prin

0,)( 2 ≠++= acbxaxxf

0>∆ ),(),( 21 +∞−∞= xxS U

0=∆ ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +∞−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −∞−= ,
22

,
a

b
a

b
S U0>a

0<∆ ),( +∞−∞=S

0>∆ ),( 21 xxS =

0=∆ ∅=S0<a

0<∆ ∅=S
–

x

y

– –

O

a
b
2

−
x

y

–– –
O

x
+

–

y

x1 x2

+

O

Mulţimea soluţiilor inecuaţiei ,0,02 ≠≥++ acbxax  se obţine prin reuniunea mulţimii
soluţiilor ecuaţiei ,0,02 ≠=++ acbxax  și mulţimii soluţiilor inecuaţiei .02 >++ cbxax

De exemplu, mulţimea soluţiilor inecuaţiei 02 ≥++ cbxax  pentru a > 0, ∆ > 0 este
).,[],( 21 ∞+−∞= xxS U

În mod analog obţinem mulţimile soluţiilor celorlalte inecuaţii de gradul II.

  Aplicarea metodei intervalelor
Vom explica aplicarea metodei intervalelor (studiate în clasa a IX-a) la rezolvarea în R a

inecuaţiei .01272 ≤+− xx

Rezolvare:
DVA: x ∈ R. Soluţiile ecuaţiei de gradul II 01272 =+− xx  sunt .4,3 21 == xx  Descom-

punem expresia 1272 +− xx  în factori: ).4)(3(1272 −−=+− xxxx  Prin urmare, am obţinut
inecuaţia (x – 3)(x – 4) ≤ 0, echivalentă cu cea iniţială.
Aplicând metoda intervalelor, construim „curba semnelor”:

Prin urmare, ].4,3[∈x

Răspuns: ].4,3[=S

x–3 4
++

 Reţineţi!

 Ne amintim
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x2

x

0

4–2

2.7. Inecuaţii de gradul II ce conţin necunoscuta în modul
Vom examina unele metode de rezolvare a inecuaţiilor de gradul II ce conţin necunoscuta

în modul.

 Inecuaţia de tipul )(≤ xg|xf| )(  este echivalentă în DVA cu inecuaţia dublă

),()()( xgxfxg ≤≤−  adică cu sistemul 
⎩
⎨
⎧

≤
−≥

).()(
),()(

xgxf
xgxf

Exemplu
DVA: x ∈ R. ⇔≤≤⇔≤−≤−⇔≤− 93145344|53| 222 xxx

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∈

⎟⎟⎠

⎞
⎢
⎣

⎡
∞+

⎥
⎥
⎦

⎤
⎜⎜⎝

⎛
−∞−∈

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

≥⇔
⎩
⎨
⎧

≤
≥⇔

]3,3[

,,
3
3

3
3

,

3

,
3
1

93

,13

2

2

2

2

x

x

x

x

x

x U

.3,
3
3

3
3

,3 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−∈⇔ Ux

Similar se rezolvă inecuaţia pentru semnul „<”.

 Inecuaţia de tipul )()( xg|xf| ≥  în DVA este echivalentă cu totalitatea

⎢⎣
⎡

−≤
≥

).()(
),()(
xgxf

xgxf

Exemplu

).,5[]5,(5
5

,1

32

,32
3|2| 2

2

2

2

2
2 ∞+−−∞∈⇔≥⇔⎢⎣

⎡
≥

−≤⇔⎢⎣
⎡

−≤−
≥−⇔≥− Uxx

x

x

x

x
x

Similar se rezolvă inecuaţia pentru semnul „>”.

 Utilizarea necunoscutei auxiliare
Exemplu
Să se rezolve în R  inecuaţia .03|1|4)1( 2 ≤+−−− xx

Rezolvare:
DVA: x ∈ R. .|1|)1( 22 −=− xx  Fie .0,|1| ≥=− ttx

Atunci obţinem inecuaţia ,0342 ≤+− tt  cu soluţiile ],3,1[∈t  sau 1 ≤ t ≤ 3.

Revenim la necunoscuta x și obţinem: ⇔≤−≤ 3|1|1 x
⎩
⎨
⎧

≤−
≥−

.3|1|
,1|1|

x
x

Rezolvăm prima inecuaţie a sistemului:

 ).,2[]0,(
0

,2
11
,11

1|1| ∞+−∞∈⇔⎢⎣
⎡

≤
≥⇔⎢⎣

⎡
−≤−

≥−⇔≥− Ux
x
x

x
x

x

Pentru inecuaţia a doua avem:
].4,2[423133|1| −∈⇔≤≤−⇔≤−≤−⇔≤− xxxx

Așadar, soluţiile sistemului, deci și ale inecuaţiei iniţiale,
sunt: ].4,2[]0,2[ U−∈x

Răspuns: ].4,2[]0,2[ U−=S

Metoda explicitării modulilor. Algoritmul de aplicare a acestei metode este similar
cu cel aplicat la rezolvarea ecuaţiilor ce conţin necunoscuta în modul.
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2.8. Sisteme omogene de ecuaţii

• Polinomul P(X, Y, ..., U, V) de gradul n în nedeterminatele X, Y, ..., U, V se numeşte
polinom omogen dacă pentru orice sistem de valori numerice (x, y, ..., u, v) ale
nedeterminatelor şi orice valoare numerică fixată *R∈λ  are loc identitatea:

).,...,,,(),...,,,( vuyxPvuyxP nλλλλλ =
• Ecuaţia algebrică 0),...,,,( =vuyxP  se numeşte ecuaţie omogenă de gradul n
dacă polinomul P(X, Y, ..., U, V) este un polinom omogen de gradul n.

• Sistemul de două ecuaţii cu două necunoscute de forma:

⎩
⎨
⎧

=+++++
=+++++

−
−

−−

−
−

−−

,...
,...

1
1

22
2

1
10

1
1

22
2

1
10

dybxybyxbyxbxb
cyaxyayxayxaxa

n
n

n
n

nnn

n
n

n
n

nnn

,0,0,...,,,,...,,, 001010 ≠≠∈ babbbaaa nn R  se numeşte sistem omogen de gra-
dul n (fiecare dintre membrii stângi ai ambelor ecuaţii ale sistemului reprezintă poli-
noame omogene de gradul n).

efiniţii

Să se rezolve în R × R sistemul de ecuaţii 
⎩
⎨
⎧

=−
−=−+

.43

,24
2

22

xyx

yxyx

Rezolvare:
Acest sistem este omogen de gradul doi.
DVA: .);( RR ×∈yx  Înmulţim prima ecuaţie cu 2, apoi adunăm ecuaţiile şi obţinem

sistemul 
⎩
⎨
⎧

=−
=−+

,43

,0253
2

22

xyx

yxyx  echivalent cu cel iniţial, dar care conţine o ecuaţie omogenă.

Împărţim prima ecuaţie la x2 (x ≠ 0, deoarece dacă x = 0 sistemul nu are soluţii) şi obţinem

ecuaţia de gradul II în necunoscuta :
x

y  ,0253
2

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+ x

y
x
y  cu soluţiile 3=

x

y  şi  .
2
1−=

x

y

Rezolvarea sistemului iniţial se reduce la rezolvarea totalităţii de sisteme de ecuaţii:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

−=
⎩
⎨
⎧

=−
=

.43

,
2
1

;43

,3

2
2

xyx

xy
xyx

xy

Primul sistem nu are soluţii. (Verificaţi!)
Sistemul al doilea are soluţiile: ).4,0;4,02();4,0;4,02( −−  (Verificaţi!)

Răspuns: )}.4,0;4,02();4,0;4,02{( −−=S

Exerciţiu
rezolvat

2.9. Sisteme simetrice de ecuaţii

Ecuaţia cu două necunoscute x şi y se numeşte simetrică dacă, înlocuind x cu y şi y
cu x, ecuaţia nu se modifică.

De exemplu, ecuaţiile 5323 22 =++ yxyx  şi 03 =−+ yx  sunt simetrice.

efiniţie

Sistemul format din ecuaţii simetrice se numeşte sistem de ecuaţii simetrice.efiniţie

bservaţie Deoarece ecuaţiile cu două necunoscute ale unui sistem simetric nu se modifică la înlocuirea
lui y cu x şi a lui x cu y, rezultă că, dacă (a; b) este soluţie a sistemului simetric, atunci
(b; a), de asemenea, este o soluţie a acestui sistem.

bservaţie Dacă perechea ordonată (a; b) este soluţie a unui sistem de ecuaţii omogene de gradul al
doilea, atunci şi perechea (–a; –b) este soluţie a acestui sistem.



121

M
O

D
U

LU
L

7Funcţii elementare. Ecuaţii. Inecuaţii. Sisteme. Totalităţi

bservaţie Rezolvarea sistemelor omogene de ecuaţii și a sistemelor simetrice de ecuaţii se reduce,
de regulă, la rezolvarea totalităţilor de sisteme.

2.10. Ecuaţii raţionale
Expresia de forma ,

Q
P  unde P , Q  sunt polinoame, ,1grad ≥Q  se numește fracţie

raţională.

 Reţineţi! Algoritmul de rezolvare a acestui tip de ecuaţii este următorul:
se determină DVA al ecuaţiei;
se trec toţi termenii în partea stângă a ecuaţiei;
se scrie partea stângă sub forma ;

B
A

se obţine .0=
B
A

se rezolvă în DVA ecuaţia 0=A ;
se scrie mulţimea soluţiilor.

Să se rezolve în R ecuaţia .
9

18
3

5
3 2 −

=+−− xxx
x

Rezolvare:
DVA: }.3;3{\ −∈Rx  Avem .0

9

18
3

5
3 2

=
−

−+−− xxx
x

Aducem partea stângă la același numitor: .0
9

32
2

2

=
−

−−
x

xx

Obţinem ecuaţia ,0322 =−− xx  cu soluţiile .1,3 21 −== xx

Valoarea 3 nu aparţine DVA, deci ea nu este soluţie a ecuaţiei iniţiale.
Răspuns: S = {–1}.

Exerciţiu
rezolvat

• Ecuaţia ),()( 21 xExE =  unde )(),( 21 XEXE   sunt polinoame de o nedeterminată,
se numește ecuaţie algebrică cu o necunoscută.
• Ecuaţia ),()( 21 xFxF =  unde expresiile )(),( 21 XFXF  sunt sume de fracţii raţionale
sau una dintre ele este algebrică și alta raţională, se numește ecuaţie raţională.

efiniţie

Sistemul simetric cu două necunoscute poate fi rezolvat prin metoda utilizării necunoscutelor
auxiliare.

Să se rezolve în R × R sistemul 
⎩
⎨
⎧

=++
−=+−
.12

,222

xyyx
yxyx

Rezolvare:
 Acest sistem este simetric. Fie 

⎩⎨
⎧

=
=+
.

,
vxy

uyx  Obţinem sistemul 
⎩
⎨
⎧

=+
−=−
.12

,232

vu
vu

Substituind vu 21−=  în prima ecuaţie, obţinem ecuaţia ,023)21( 2 =+−− vv  cu soluţiile

.
4
3

,1 21 == vv  Atunci .
2
1

,1 21 −=−= uu

Rezolvarea sistemului iniţial se reduce la rezolvarea totalităţii de două sisteme de ecuaţii:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=+

⎩
⎨
⎧

=
−=+

.
4
3

,
2
1

;1
,1

xy

yx

xy
yx

Ambele sisteme sunt incompatibile în R × R; deci sistemul iniţial nu are soluţii.
Răspuns: .∅=S

Exerciţiu
rezolvat
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2.11. Inecuaţii raţionale. Metoda intervalelor de rezolvare a inecuaţiilor
cu o necunoscută

Inecuaţiile de tipul ,0
)(

)(
,0

)(

)(
,0

)(

)(
,0

)(

)( ≤<≥>
xQ

xP

xQ

xP

xQ

xP

xQ

xP  unde P(X), Q(X) sunt

polinoame în nedeterminata X, ,1)(grad ≥XQ  se numesc inecuaţii raţionale.

efiniţie

Inecuaţiile raţionale pot fi rezolvate prin diferite metode.

  Considerarea semnului câtului 
)(

)(

xQ

xP

De exemplu, pentru inecuaţia 0
)(

)( >
xQ

xP  avem de rezolvat o totalitate de două sisteme de inecuţii:

⎩
⎨
⎧

<
<

⎩
⎨
⎧

>
>

.0)(
,0)(

;0)(
,0)(

xQ
xP

xQ
xP

  Considerarea echivalenţelor de tipul:

0;)()(0
)(

)( >⋅⇔> xQxP
xQ

xP    
⎩
⎨
⎧

≠
≥⋅⇔≥

0.)(
0,)()(

0
)(

)(
xQ

xQxP
xQ

xP

  O metodă eficientă de rezolvare a inecuaţiilor raţionale este metoda intervalelor.

Fie funcţia  f  definită prin formula ,
))((

))((
)(

dxcx

bxax
xf

−−
−−=  unde, de exemplu, a < b < c < d

și a, b, c, d ∈ R. Dacă x > d, atunci fiecare dintre factorii x – a, x – b, x – c, x – d este pozitiv,
deci pe intervalul (d, +∞) avem  f (x) > 0. Dacă c < x < d, atunci x – d < 0, iar ceilalţi factori
sunt pozitivi. Rezultă că  f (x) < 0 pe intervalul (c, d). În mod analog, determinăm că pe
intervalul (b, c) f (x ) > 0 (fig. 7.6). Se spune că în punctul c funcţia  f  își schimbă semnul.

Similar avem pentru punctele a, b, d (fig. 7.6).
Schimbarea semnului funcţiei  f  poate fi reprezentată grafic prin „curba

semnelor” (fig. 7.7), care se construiește de la dreapta spre stânga, înce-
pând cu intervalul din dreapta.

Reprezentarea din figura 7.7 se interpretează astfel: pe intervalele unde
este adevărată inegalitatea  f (x) > 0 „curba semnelor” e situată mai sus de
axa numerelor, iar pe intervalele unde avem  f (x) < 0 „curba semnelor”

este situată mai jos de axa numerelor.
Aceste raţionamente nu depind de numărul de factori de gradul întâi ce apar la numărător

și numitor, nici de amplasarea reciprocă a zerourilor numărătorului și numitorului. De aceea,
aceste raţionamente sunt adevărate și pentru funcţia  f  definită prin formula

)(...)()(

)(...)()(
)(

21

21

m

n

bxbxbx

axaxax
xf

−−−
−−−= ,                                    (1)

unde a1, a2, …, an, b1, b2, …, bm sunt numere reale distincte. Pentru această funcţie, de
asemenea, se va construi „curba semnelor”.

bservaţie La aplicarea metodei intervalelor este important să ţinem cont de următoarele: numai în
cazul în care funcţia este de tipul (1), adică toţi coeficienţii necunoscutei x sunt egali cu 1
și toate numerele a1, a2, …, an, b1, b2, …, bm sunt distincte, „curba semnelor” se
construiește începând cu intervalul din dreapta, situându-se deasupra axei numerelor. În
celelalte cazuri, semnul funcţiei pe fiecare interval se va determina prin „valori de con-
trol”, substituite în formula ce definește funcţia iniţială.

a b d x– + – ++

Fig. 7.7

Fig. 7.6
a b c d x

+ – + – +

c
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Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R inecuaţia .0
65

)4)(3(
2

4

≥
+−
+−

xx

xxx

Rezolvare:
DVA: }.3;2{\R∈x

Transformăm membrul stâng al inecuaţiei și obţinem .0
)3)(2(

)4)(3( 4

≤−−
+−

xx

xxx  Fie funcţia  f

definită prin formula .
)3)(2(

)4)(3(
)(

4

−−
+−=

xx

xxx
xf  Prin urmare, trebuie să aflăm valorile lui x

pentru care f (x) ≤ 0.
Zerourile numărătorului sunt 0, 3, –4, iar ale numitorului sunt 2 și 3.
Conchidem că în 0 și 2 funcţia  f  își schimbă semnul, iar în –4 și 3 semnul (funcţiei  f )

rămâne neschimbat.
„Curba semnelor”
este următoarea:

Deci, f (x ) ≤ 0 pentru }.4{)2,0[ −∈ Ux

Răspuns: ).2,0[}4{ U−=S

La rezolvarea inecuaţiilor raţionale prin metoda intervalelor vom proceda conform urmă-
torului algoritm:

prin transformări echivalente, aducem inecuaţia iniţială la o inecuaţie cu membrul drept
egal cu 0, al cărei membru stâng, de regulă, este o expresie de tipul (1);
determinăm funcţia  f  și aflăm zerourile numărătorului;
determinăm valorile în care funcţia  f  nu este definită (zerourile numitorului);
zerourile numărătorului și numitorului divizează axa numerelor (în caz general, DVA al
inecuaţiei iniţiale) în intervale;
construim „curba semnelor”;
selectăm intervalele corespunzătoare semnului funcţiei  f ;
scriem răspunsul.

În mod analog se aplică metoda intervalelor și la rezolvarea inecuaţiilor de tipul
0))...()(( 21 >−−− nxxxxxx  (sau „<”, sau „≥”, sau „≤”), unde x1, x2, …, xn sunt numere

reale diferite două câte două. Algoritmul de rezolvare este similar cu cel precedent.

În cazul în care în (1) unele din numerele naa ,...,,1  mbb ...,,1  sunt egale, adică (1) ia
forma ,...,,,,)...()()()( *

2121
21 Z∈−−−= t

k

t

kk kkkcxcxcxxf t  la construirea „curbei sem-
nelor” aplicăm următoarea regulă:

- dacă },...,,2,1{, *N∈∈ ttiki  este număr întreg par, atunci la „trecerea peste zero-
ul ci” semnul funcţiei  f  nu se schimbă;

- dacă },...,,2,1{, *N∈∈ ttiki  este număr întreg impar, atunci la „trecerea peste zero-
ul ci” semnul funcţiei  f  se schimbă în opus.

 Reţineţi!

0–4 x–
+ +

2 3
+ +

 Generalizăm Factorii în (1) pot fi de forma ,, N∈+ ibxa ii  și/sau ,2

jjj cxbxa ++  unde discriminantul
ecuaţiei asociate trinomului este negativ.
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Exerciţii şi probleme propuse 
Profilurile umanist, arte, sport

A

1. Să se traseze graficul și să se determine proprietaţile funcţiei ,: RR →f  dacă:
a) ;1)( 2 += xxf b) ;13)( 2 −= xxf c) ;127)( 2 −−−= xxxf d) .523)( 2 −+= xxxf

2. Să se rezolve în R  ecuaţia:
a) ;02142 =−− xx b) ;031025 2 =−+ zz c) ;0542 =−− tt d) .0922 =−+ xx

3. Să se afle suma și produsul soluţiilor ecuaţiei fără a o rezolva:
a) ;020102 =++ xx b) ;063162 =+− xx c) ;02,16,02 =−+ zz d) .0632 2 =−− tt

4.  Investigaţi! Să se determine semnele soluţiilor ecuaţiei fără a o rezolva:
a) ;017182 =+− tt b) ;023 2 =−− xx c) ;05,02 2 =++ zz d) .023 2 =−+ xx

5. Fie ecuaţia 012 2 =−− xx  și 21, xx  soluţiile ei. Să se calculeze, fără a rezolva ecuaţia, valoarea expresiei.

a) ;2

2

2

1 xx + b) .
11

21 xx
+

6. Să se rezolve în R  inecuaţia:
a) ;0652 >+− xx             b) ;013 2 ≤+− xx                 c) ;042 2 ≤+−− xx              d) .118272 2 ++>+ xxx

7.  Lucraţi în perechi! Să se determine intervalele în care funcţia RR →:f  ia valori pozitive (respectiv negative):

a) ;143)( 2 +−= xxxf                b) ;2
542)( 2 +−−= xxxf                c) .3)( 2 xxxf +=

8. Să se rezolve în RR ×  sistemul de ecuaţii:   a) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

;10

,0
22 yx

yx
     b) 

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

;1

,12
22 yx

yx
     c) 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

;72

,2
2yx

yx
     d) 

⎩
⎨
⎧

=+
−=−

.04

,12
2 xyx

yx

9. Fie funcţiile: ,43)(,: 2 −+=→ xxxff RR  și .42)(,: −=→ xxgg RR

a) Să se traseze în același sistem de coordonate graficele fG  și .gG

b) Să se determine proprietaţile funcţiei f și funcţiei g.
c) Să se determine pentru care valori ale lui x este adevărată inegalitatea ).()( xgxf ≥

10.  Lucraţi în perechi! Fie funcţiile ,56)(,: 2 ++=→ xxxff RR  și .5)(,: +=→ xxgg RR

Să se arate că graficele celor două funcţii au puncte comune.
11. Traiectoria unei mingi poate fi modelată prin ecuaţia .563 2 +−−= xxy

Să se afle înălţimea cea mai mare la care ajunge mingea în zbor.
12. (  2024, pretestare) Determinaţi valorile reale ale lui a, pentru care ecuaţia

06)1(2 =−−−+ axax  are două soluţii reale 1x  și ,2x  care verifică relaţia
.1921

2

2

2

1 =++ xxxx

B

13. Catetele unui tringhi dreptunghic au lugimile de 1+x

și .12 −x  Să se afle perimetrul triunghiului, dacă
ipotenuza lui are lungimea de .4−x

14. Perimetrul unui triunghi dreptunghic este de 84 cm, iar
ipotenuza lui este de 37 cm. Să se afle aria triunghiului.

15. Un lot de pământ de formă dreptunghiulară cu aria de
2m0802  a fost împrejmuit cu un gard de lungimea 184

m. Să se afle lungimea și lăţimea lotului.
16. O barcă cu motor a parcurs  46 km pe un râu, în direcţia

curentului de apă, și 10 km pe un lac în 1 h 30 min. Să se
determine viteza bărcii, dacă viteza apei este de 5 km/h.

17. Una din laturile unui dreptunghi este cu 7 cm mai mare
decât cealaltă. Care poate fi lungimea acestei laturi, dacă
aria dreptunghiului este mai mică decât ?cm60 2

18. Să se determine mulţimea }.0352|{ 2 =−−∈= tttA Z

19. (  2023) Determinaţi valorile reale ale lui a, pentru
care ecuaţia 032 =−++ aaxx  are două soluţii reale
distincte și pozitive.

20. (  2024) Determinaţi cea mai mică valoare întrea-
gă a lui a, pentru care una dintre soluţiile ecuaţiei

069)62(2 =−+−− axax  aparţine intervalului ).,1( ∞+



125

M
O

D
U

LU
L

7Funcţii elementare. Ecuaţii. Inecuaţii. Sisteme. Totalităţi

C
21. Un fermier vrea să îngrădească un ocol pentru animale de forma unui trapez isoscel. Laturile neparalele ale trapezului au

lungimea de 10 m, iar baza mare este de 1,5 ori mai lungă decât baza mică. Ce lungime trebuie să aibă baza mică pentru
ca lungimea gardului să fie mai mare de 50 m?

22. (  2022) Determinaţi cea mai mică valoare întreagă a lui a, pentru care ecuaţia 016)8( 22 =++−+ axax  are două
soluţii reale distincte.

23. (  2023) Fie fucţia .2)1()(,: 22 ++−+=→ qxpxxff RR  Determinaţi valorile reale ale lui p și q, pentru care

punctul ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛− 0;
2
3

A  este vârful parabolei, ce reprezintă graficul funcţiei  f .

Profilul real
A1

1. Să se traseze graficul și să se determine proprietăţile funcţiei ,: RR →f  dacă:
a) ;5)( 2 −= xxf           b) ;13)( 2 += xxf           c) ;127)( 2 ++−= xxxf           d) .523)( 2 −+= xxxf

2.  Lucraţi în perechi! Parabola 23xy =  a fost deplasată cu 3 unităţi de-a lungul axei Ox și
cu 2 unităţi de-a lungul axei Oy.
a) Să se determine funcţia g, al cărei grafic este parabola obţinută în urma acestor transformări.
b) Câte funcţii pot fi determinate?
c) Să se traseze graficul pentru fiecare funcţie obţinută.

3. O navă cosmică este lansată cu viteza iniţială de 100 m/s. Dependenţa dintre distanţa h
parcursă de navă și timpul t este (la etapa iniţială ]11,0[∈t ) descrisă de funcţia definită prin
formula .9,4100)( 2ttth −=  Ce distanţă a parcurs nava în primele 10 secunde?

4. Să se determine lungimile laturilor unui dreptunghi de arie maximă, dacă perimetrul lui este
de 20 cm.

B1

5. Să se rezolve în R  ecuaţia: a) ;2|45| 2 =+− xx b) .4|)3(| =−xx

6. Să se rezolve în R  inecuaţia: a) ;04||32 ≤−− xx b) ;20|1||| ≥−⋅ xx c) .6|2||1| <−⋅− xx

7. Să se scrie ecuaţia cercului de centru A(4, 5), tangent la dreapta .32 += xy

8. O minge aruncată în sus cu viteza iniţială de 72 m/s se va afla peste t secunde la înălţimea 29,472)( ttth −=  (de la
suprafaţa pământului).
a) Să se afle înălţimea la care se va afla mingea peste 5 s.          b) Peste câte secunde mingea va cădea pe pământ?

9.  Lucraţi în perechi! Să se determine domeniul de definiţie al funcţiei :: R→Df

a) ;
65

2)( 2 +−
−=

xx
xxf b) ;||)( 2 xxxf −=

c) ;9)( 22 xxxxf −−+= d) .43
4

1
)( 2 −−−

+
= xx

x
xf

10. Să se rezolve în R  ecuaţia:   a) ;2
5

1
1

2

2

=
+

++
x

x
x

x b) .3
8

2
23

23
2

2

2

=
+
−−

−
+

x
x

x
x

11. Să se rezolve în RR×  sistemul de ecuaţii:     a) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

;52

,6
111

yx
yx           b) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

;12
25
,14

x
y

y
x

yx
          c) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−

.2

,6
5

yx
x
y

y
x

12. Să se rezolve în RR ×  sistemul de ecuaţii:     a) 
⎩
⎨
⎧

=−+
=−+

;06
,07222

yx
xyyx b) 

⎩
⎨
⎧

=++
=+−+

.11
,15)(2)( 2

yxyx
yxyx

13.  Investigaţi! Pentru care valori reale ale lui m sistemul de ecuaţii 
⎩
⎨
⎧

=−
=+
myx

yx ,522

a) are o unică soluţie; b) are două soluţii; c) este incompatibil?
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14. Una din laturile unui dreptunghi este cu 7 cm mai mare decât cealaltă. Care poate fi lungimea acestei laturi, dacă aria
dreptunghiului este mai mică de 60 cm2?

15.  Lucraţi în grup! Să se rezolve în RR ×  sistemul de ecuaţii:     a) 
⎩
⎨
⎧

=
−=+

;3
,4

xy
yx           b) 

⎩
⎨
⎧

=+
=−

.41

,1
22 yx

yx

16. Să se rezolve prin metoda descompunerii în factori sistemul:

a) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

;9)(

,5
2

22

yx

yx
b) 

⎩
⎨
⎧

=+
−=−

;16)(

,2
2yx

xyx
c) 

⎩
⎨
⎧

=+
=−−

.1
,0|13|

xyx
yx

17. Să se rezolve problema prin compunerea unui sistem de ecuaţii.
Dintr-un port s-au pornit concomitent două nave: una spre sud, iar cealaltă – spre est, deplasându-se rectiliniu și
uniform. Peste două ore, distanţa dintre ele era de 60 km. Să se afle viteza fiecărei nave, dacă se știe că viteza primei nave
este cu 6 km/h mai mare decât viteza navei a doua.

18. Să se rezolve sistemul prin metoda grafică și apoi să se verifice analitic soluţiile obţinute:

a) 
⎩
⎨
⎧

−=
=−−

;8
,20642

xy
yxx b) 

⎩
⎨
⎧

=−+
=−−

;055

,648
2

2

xyy

yxx
c) 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

.366

,36
2

22

yx

yx

19. a) Să se scrie ecuaţia cercului ce trece prin punctele )0;5(),0;2( BA  și este tangent la axa Oy.
b) Să se afle coordonatele punctelor de intersecţie a parabolelor 62 2 −−−= xxy  și .22 −= xy

c) Să se afle coordonatele punctelor de intersecţie a hiperbolei 2=yx  și cercului .422 =+ yx

20. Să se rezolve în R  ecuaţia:     a) ;|4|3|1| xxx =+−−          b) |;2|32|12| +=−+ xxx          c) .|13|
8|13|

9 −=−− x
x

21.  Lucraţi în grup! Să se rezolve în R  inecuaţia:
a) ;5|189| 2 ≥++− xxx b) |;2|3|5||32| xxx −−−>− c) |;2||4| +≥− xx

d) ;0
)1(

|)1|2(||
3

>
−

−−⋅
x

xx e) ;0|12| 2 ≤−− xx f) .0|||31| 2 >−⋅− xxx

22. Să se rezolve în R × R sistemul omogen de ecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

=+−
−=+−

;1333

,13
22

22

yxyx

yxyx
                  b) 

⎩
⎨
⎧

=−+
=+

;12

,0
22

2

yxyx

xyx
                  c) 

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

.32

,172
2

22

xyx

yx

23.  Lucraţi în perechi! Să se rezolve în R × R sistemul de ecuaţii simetrice:

a) 
⎩
⎨
⎧

=+
=++

;34

,23
22 yx

xyyx                   b) 
⎩
⎨
⎧

=+
=+
;2

,122

yx
yx                   c) 

⎩
⎨
⎧

=+
=

.12

,2
22 yx

xy

Propuneţi câteva metode de rezolvare a sistemului c).
24. Să se rezolve problema prin compunerea unui sistem de ecuaţii:

a) Două uzine trebuie să producă într-o lună, conform planului, 360 de piese. Prima uzină a îndeplinit planul cu 112 %,
iar a doua – cu 110 %. Ambele uzine au produs în total 400 de piese. Câte piese a produs fiecare uzină peste plan?
b) La o uzină, pentru a produce un motor electric de tip A, se folosesc 2 kg de cupru și 1 kg de plumb, iar pentru a
produce un motor electric de tip B – 3 kg  de cupru și 2 kg de plumb. Câte motoare de fiecare tip au fost produse, dacă
s-au folosit în total 130 kg de cupru și 80 kg de plumb?

25. La arderea în exces a oxigenului cu 1,10 g amestec de metanol și etanol se obţin
0,896 l de dioxid de carbon (IV), calculat în condiţii normale. Să se determine
compoziţia cantitativă a amestecului în unităţi de masă.
a) Să se rezolve problema prin compunerea unui sistem de ecuaţii.
b) Să se rezolve problema cu ajutorul ecuaţiei.

26. Fie sistemul 
⎩
⎨
⎧

=+
=

.17

,4
22 yx

xy  Să se rezolve acest sistem în RR ×  prin trei metode.

27. Într-o soluţie, care conţinea 40 g de sare, s-au turnat 200 g de apă și astfel concentraţia soluţiei s-a micșorat cu 10 %.
Ce cantitate de apă conţinea soluţia iniţială și care era concentraţia ei?

28. (  2024, pretestare) Rezolvaţi în R  inecuaţia .
1

2
x

x
≤

−
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C1
29. Conform graficului nou de circulaţie a autobuzelor, un autobuz parcurge distanţa de

325 km cu 40 min. mai rapid. Să se afle viteza medie cu care se deplasează autobuzul
conform noului grafic, dacă se știe că ea este cu 10 km/h mai mare decât viteza medie
prevăzută de graficul precedent.

30. Să se determine valorile reale ale lui a, astfel încât inecuaţia
0)13)(2()14(2 >−+++− aaxax  să fie verificată pentru orice .0<x

31*. Să se afle valorile reale ale lui a pentru care inecuaţia 171
27 2

−<++
−++ aax

aax  nu are soluţii pozitive.

32. Fie cercul .922 =+ yx  Să se scrie ecuaţia cercului care trece prin originea sistemului de axe ortogonale, prin punctul
)0;1(A  și este tangent la cercul iniţial.

Test sumativ I
    Timp efectiv  de lucru:45 de minuteProfilurile umanistic, arte, sport

1. Completaţi, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:

⎩
⎨
⎧

=−
⇔

⎩
⎨
⎧

=−
−=−

.1

,

1

,323
22 xyxxyx

yx

2. Fie ecuaţia .023 2 =+−− xx

a) Aflaţi soluţiile reale ale ecuaţiei.
b) Scrieţi o ecuaţie de gradul doi ale cărei soluţii sunt opusele soluţiilor ecuaţiei date.

3. Fie funcţia .
1

)(,:
2 −

=→
x

x
xfDf R

a) Aflaţi ).( fD

b) Determinaţi pentru care valori reale ale lui x funcţia  f  ia valori nenegative.

4. Un buchet de flori format din 3 lalele și 4 narcise costă 44 de lei, iar un buchet format
din 6 lalele și 3 narcise, la același preţ, costă 63 de lei.
Cât costă o lalea și cât costă o narcisă?

Profilul real

1. Rezolvaţi în RR ×  sistemul de ecuaţii 
⎩
⎨
⎧

−=−
=+−

.2
,3

22 yxxy
xyyx

2. Fie funcţia ,: R→Df  .1
5

2510)(
2

xx
xxxf +−

+−=

a) Aflaţi ).( fD                       b) Reprezentaţi grafic funcţia  f .

3. Din staţiile A și B, situate la o distanţă de 600 km, pornesc concomitent unul spre celălalt
două trenuri. Peste 6 ore, distanţa dintre ele era de 60 km.
Dacă trenul din A ar fi ieșit cu 1 oră 30 min. mai devreme decât
cel din B, atunci trenurile s-ar fi întâlnit la mijlocul distanţei
dintre A și B. Aflaţi viteza fiecărui tren.

4. Fie sistemul 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+−

≥
−

.03

,0
1
2

2

x
x

x

a) Completaţi cu un număr real, astfel încât mulţimea soluţiilor sistemului să fie egală cu mulţimea soluţiilor primei
inecuaţii.
b) Rezolvaţi în R  sistemul obţinut după completare.
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§3 Funcţia radical. Funcţia putere. Ecuaţii iraţionale.
Inecuaţii iraţionale

3.1. Funcţia radical

Se numesc funcţii radical funcţiile ,)(,: 12 +=→ n xxff RR  și
.,)(,: 2 ∗

++ ∈=→ NRR nxxgg n

efiniţie

Exemplu
,)(,: 3

11 xxff =→ RR  și 4
22 )(,: xxff =→ ++ RR , sunt funcţii radical.

Proprietăţile principale ale funcţiei radical
12)(,: +n xxff =→ RR

1° .)( R=fD

2° Funcţia  f  are un unic zerou: .01 =x

Punctul de intersecţie a graficului fG  cu axa Oy

este O(0; 0).
3° 0)( >xf  pentru );,0( ∞+∈x

0)( <xf  pentru ).0,(−∞∈x

4° Funcţia  f  este impară:
).(1)( 121212 xfxxxf nnn −=⋅−=−=− +++

5° Funcţia f este strict crescătoare pe R  (rezultă din
proprietatea 7° a radicalilor).

6° Funcţia  f  nu este periodică, deoarece este strict
monotonă pe un interval infinit.

7° Funcţia  f  nu are extreme locale, fiindcă este strict
monotonă pe un interval infinit.

8° Funcţia  f  este inversabilă. Inversa ei este
.)(,: 1211 +−− =→ nxxff RR

9° Graficul funcţiei ,: RR →f  :,)(
12 ∗+ ∈= Nnxxf

n

n xxgg 2)(,: =→ ++ RR

1° .)( += RgD

2° Funcţia g are un unic zerou: .01 =x

Punctul de intersecţie a graficului gG  cu axa Oy

este O(0; 0).
3° 0)( >xg  pentru );,0( ∞+∈x

funcţia g nu are valori negative.
4° Funcţia g nu este nici pară, nici impară, deoarece

mulţimea R⊂)(gD  nu este simetrică faţă de O.
5° Funcţia g este strict crescătoare pe .+R

6° Funcţia g nu este periodică.

7° Funcţia g are extreme locale.

8° Funcţia g este inversabilă. Inversa ei este
.)(,: 211 nxxgg =→ −

++
− RR

9° Graficul funcţiei ++ → RR:g  :,)(
2 ∗∈= Nnxxg

n

y

xO

y

xO

3.2. Funcţia putere cu exponent real

Funcţia ,,)(,: *** RRR ∈=→ ++ ααxxff  se numește funcţie putere cu expo-
nent real.

efiniţie

Proprietăţile principale ale funcţiei putere
1° Domeniul de definiţie al funcţiei  f  este ,*

+R  fiindcă puterea cu exponent real se examinează
numai pentru o bază pozitivă.

2° Din proprietăţile puterii rezultă că funcţia  f  este strict crescătoare dacă ,0>α  iar dacă
,0<α atunci f este strict descrescătoare pe .*

+R
3° Funcţia  f  nu este nici pară, nici impară. (Argumentaţi!)
4° Din cauza monotoniei pe )( fD ,  f  nu este periodică, nu are extreme locale.

Fig. 7.7

 Exerciţiu a) Să se traseze graficele funcţiilor ,:1 RR →f  ,)( 12

1

+= nxxf  și ,:1 ++ →RRg  .)( 2

1

nxxg =
b) Să se compare proprietăţile funcţiilor 

1f  și 
1g  cu proprietăţile funcţiilor f și g respectiv.
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Exerciţii şi probleme propuse 
Profilurile umanistic, arte, sport

A

1.  Investigaţi! Fie punctele ).1;2(),2;8(),2;4(),0;0(),1;1(),0;1( −−−− FEDCBA

Să se determine care dintre aceste puncte aparţin graficului funcţiei:
a) ;)(,: 3 xxff =→ RR                b) ;)(,: xxff =→+ RR                c) .

2
)(,:

x
xff −=→ ∗∗ RR

2. a) Să se traseze în același sistem de coordonate graficele funcţiilor 
x

xff
2

)(,: =→ ∗∗ RR  și .
2

)(,:
x

xgg −=→ ∗∗ RR

b) Să se determine proprietăţile funcţiilor f și g.

5° În funcţie de valoarea exponentului, graficul funcţiei putere poate avea una din formele
reprezentate în figura 7.8.
a)                                        b)                                             c)y

O x

y

O x

y

O x
Fig. 7.8

0<α 10 << α 1>α

Funcţiile determinate de formulele nxxf
1

)( =  și ,)( n xxg =  unde n este număr natural
impar, sunt diferite, deoarece sunt diferite domeniile lor de definiţie: ,)( *

+= RfD  iar
.)( R=gD

bservaţie

3.3. Proporţionalitatea inversă
 Ne amintim Dependenţa dintre două mărimi x și y, dată astfel încât, odată cu majorarea (micșorarea)

mărimii x, mărimea y se micșoreaza (majorează) tot de atâtea ori, se numește proporţionalitate
inversă.

Proporţionalitatea inversă între mărimi este exprimată  prin relaţia ,kyx =⋅  unde ∗∈Rk

și ).,0( ∞+∈x

Funcţia de forma ,,)(,: ∗∗∗ ∈=→ RRR k
x
k

xff  se numește proporţionalitate
inversă.

efiniţie

Graficul proporţionalităţii inverse este o hiperbolă cu două ramuri:
y

O x

Fig. 7.9

y

O x

Fig. 7.10

 Reţineţi!

 Ne amintim

  Investigăm Utilizând graficul proporţionalităţii inverse (fig. 7.9 și 7.10), determinaţi proprietăţile funcţiei
de forma .,)(,: ∗∗∗ ∈=→ RRR k

x
k

xff

a) pentru 0>k  ramurile sunt situate
în cadranele I și III (fig.7.9);

b) pentru 0<k  ramurile sunt situate
în cadranele II și IV (fig.7.10).
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B

6. Să se scrie formula prin care este definită proporţionalitatea inversă, știind că graficul acesteia trece prin punctul:
a) );6;2(−A      b) );3;9(B      c) );5;1( −C      d) ).10;1( −−D

7.  Lucraţi în perechi! Să se scrie formula care arată dependenţa volumului cubului de lungimea muchiei lui:
a) Să se traseze graficul funcţiei definite prin această formulă. Este această dependenţă o proporţionalitate inversă?
b) Să se afle volumul cubului, știind că lungimea muchiei lui este de: a) 2 cm;   b) 0,5 cm;   c) 1,5 cm.
c) Să se rezolve prin metoda grafică ecuaţia .23 −−= xx

8. a) Să se scrie formula care exprimă dependenţa vitezei v de timpul t, fiind dată distanţa d.
b) Să se arate că această dependenţă este o proporţionalitate inversă.

9. (  2023) Fie fucţia .
2

)(,:
x

xff =→∗ RR  Determinaţi dacă punctul )13;13( +−M  aparţine graficului
funcţiei  f .

Ñ

10. (  2022) Fie fucţiile 74)(,: 2 −+−=→ xxxff RR  și .
6

)(,:
x

xgg −=→∗ RR  Arătaţi că vârful parabolei, ce
reprezintă graficul funcţiei  f , aparţine graficului funcţiei g.

11. Să se traseze graficul funcţiei:
a) ;||)(,: xxff =→ RR b) .

||
2

)(,:
x

xgg =→ ∗∗ RR

12.  Investigaţi! Să se formuleze exemple de proporţionalităţi inverse din diverse domenii.

Profilul real

A1

1. Să se determine domeniul de definiţie al funcţiei :: R→Df

a) ;3)( −= xxf b) .3)( 3 += xxf

2. Să se traseze graficul funcţiei:
a) ;2)(,: xxfDf =→R b) .41)(,: xxgDf −=→ R

3. Să se studieze paritatea funcţiei :: RR →f

a) ;)( 4xxf = b) .)( 5xxf =

3. Fie funcţia radical .)(,: xxff =→ ++ RR  Să se afle valorile funcţiei f pentru }.144;64;44;8;2;0;4;16{ −−∈x

4. Fie funcţia radical .)(,: 3 xxff =→ RR  Să se afle valorile funcţiei f pentru }.1000;64;27;8;1;0;1;8;27{ −−−∈x

5. Fie funcţia .
2
1

)(,:
x

xff −=→ ∗∗ RR  Să se afle valorile funcţiei f pentru }.10;5,4;2;0;
2
1

;3;5{ −−−∈x

B1

4. Să se determine suma și produsul funcţiilor ::, R→Dgf

a) ;)(,)( 54 xxgxxf ==                          b) .)(,)( 3 xxgxxf ==

5.  Lucraţi în perechi! Folosind definiţia monotoniei, să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei :: R→Df

a) ;2)( 2 += xxf              b) ;)2()( 2+= xxf              c) ;4)( 3
1

+= xxf              d) .)4()( 3
1

+= xxf

C1
6. Să se arate că funcţia EDf →:  este inversabilă și să se determine inversa ei:

a) ;)(,: 4xxff =→ +− RR         b) ;4)(,: xxff =→ ++ RR         c) .
4

)(,: 3
x

xff =→ RR

7*. Să se determine suma, produsul și compusa gf o  ale funcţiilor ::, RR →gf

a) ;)(,)( 33 xxgxxf ==                          b) .)(,)( 32 xxgxxf ==
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eorema 3
Pentru orice ,*N∈n  ecuaţia )()(2 xgxfn =  este echivalentă cu sistemul 

⎩
⎨
⎧

≥
=

,0)(
,))(()( 2

xg
xgxf n

iar ecuaţia )()(12 xgxfn =+  este echivalentă cu ecuaţia .))(()( 12 += nxgxf

 Exerciţiu Demonstraţi teorema 3.

Să se rezolve în R ecuaţia .11 2 +=− xx

Rezolvare:

⎢⎣
⎡

=
−=⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢⎣
⎡

=
−=

−≥
⇔

⎩
⎨
⎧

+=−
≥+⇔+=−

.0
,1

0
,1

;1

)1(1

,01
11 22

2

x
x

x
x

x

xx

x
xx

Răspuns: }.0;1{−=S

Menţionăm că ecuaţiile )()( xgxf =  și )()( xgxf −=  au același DVA. De aceea, rezol-
vând o ecuaţie prin metoda ridicării ambilor membri la o putere naturală pară și convingându-
ne că soluţia obţinută 0x  aparţine DVA, nu putem afirma că 0x  este o soluţie a ecuaţiei
iraţionale. Dar dacă DVA0 ∉x  al ecuaţiei iniţiale, atunci 0x  este o soluţie străină pentru ea.

Exerciţiu
rezolvat

La rezolvarea ecuaţiilor iraţionale vom ţine cont de

3.4. Ecuaţii iraţionale
O familie de fermieri are două loturi separate de
pământ de formă pătrată. Aria unuia este cu 32 de
ari mai mică decât aria celuilalt. Să se afle aria
fiecărui lot, dacă se știe că pentru a le îngrădi complet
fermierul a folosit un gard de 320 m lungime.
Rezolvare:
Fie x m2 aria primului lot. Atunci (x – 3200) m2 este aria lotului al doilea. Conform con-

diţiei problemei, obţinem ecuaţia .320320044 =−+ xx  Această ecuaţie este iraţională.

Problemă

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R ecuaţia .24 −−=− xx

Rezolvare:
Ridicând ambii membri ai ecuaţiei la pătrat, obţinem .05444 22 =+⇔++=− xxxxx

Deci, .0,5 21 =−= xx

Prin verificare în ecuaţia iniţială, ne convingem că –5 este soluţie, iar 0 nu este soluţie a
acestei ecuaţii, fiind soluţie a ecuaţiei .24 +=− xx

Vom numi ecuaţie iraţională o ecuaţie în care necunoscuta apare sub radical sau în
baza puterii cu exponent raţional.

De exemplu, ecuaţiile 034,21 2
1

2
3

3 =++=+− xxxx  sunt ecuaţii iraţionale.

 Reţineţi! La rezolvarea ecuaţiilor iraţionale, în urma efectuării unor transformări, pot să apară
soluţii străine.

De exemplu, în urma ridicării ambilor membri ai ecuaţiei )()( xgxf =  la o putere naturală
pară putem obţine soluţii străine. Deci, atunci când transformările efectuate nu păstrează
echivalenţa ecuaţiilor e necesară verificarea.

Dacă ambii membri ai ecuaţiei )()( xgxf =  iau valori de același semn pentru DVA,∈x

atunci pentru orice *N∈n , ecuaţiile )()( xgxf =  și nn xgxf ))(())(( =  sunt echivalente
în DVA.

 Reţineţi!
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Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R ecuaţia 333 1131 −=+++ xxx   (1).
Rezolvare:
Ridicăm ambii membri ai ecuaţiei (1) la cub și obţinem ecuaţia:

)1()131()13)(1( 333 +−=+++++ xxxxx  (2), echivalentă cu cea iniţială.

Ţinând cont de ecuaţia (1), înlocuim expresia dintre paranteze cu 3 1−x  și obţinem

)1()13)(1)(1(3 +−=+−+ xxxx  (3). Ridicăm la cub ambii membri ai ecuaţiei (3) și obţinem
ecuaţia ,0)1()1)(13)(1( 3 =++−++ xxxx  cu soluţiile .0,1 21 =−= xx

Prin verificare în ecuaţia iniţială, ne convingem că –1 este o soluţie, iar 0 nu este soluţie a
acestei ecuaţii.

Răspuns: }.1{−=S

Ridicând ambii membri ai ecuaţiei (1) la cub, am obţinut ecuaţia (2), echivalentă cu cea
dată. Substituţia expresiei 33 131 +++ xx  cu 3 1−x  a condus însă la apariţia unei soluţii
străine.

bservaţie Verificarea soluţiilor este un lucru necesar la rezolvarea ecuaţiilor iraţionale, în afară de
cazul în care toate ecuaţiile obţinute în procesul rezolvării sunt echivalente în DVA al
ecuaţiei iniţiale.

O metodă generală de rezolvare a ecuaţiilor iraţionale constă în transformarea lor în
ecuaţii (sisteme ce conţin atât ecuaţii, cât și inecuaţii) fără radicali, echivalente cu ecuaţia
iraţională dată. În urma aplicării acestei metode, verificarea nu este obligatorie.

Să se rezolve în R ecuaţia .32 xx =+
Rezolvare:

.3
3

,1

;0

032

,0

32

,0
32 22 =⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢⎣
⎡

=
−=

≥
⇔

⎩
⎨
⎧

=−−
≥⇔

⎩
⎨
⎧

=+
≥⇔=+ x

x
x

x

xx

x

xx

x
xx

Răspuns: }.3{=S

Exerciţiu
rezolvat

 Reţineţi! Soluţii străine pot apărea, de asemenea, în urma efectuării unor substituţii.

 Reţineţi!

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R ecuaţia .32 −=−+ xxx

Rezolvare:

DVA: 
⎩
⎨
⎧

≤
≥⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−
≥−

≥

.2
,3

03
,02

,0

x
x

x
x

x
  Acest sistem de inecuaţii nu are soluţii, deci ecuaţia iniţială

nu are soluţii.

Răspuns: .∅=S

Vom examina unele metode frecvent aplicate la rezolvarea ecuaţiilor iraţionale.

Uneori, această metodă complică procesul de rezolvare, de aceea în astfel de cazuri se
folosesc alte metode (se aplică teorema 3 sau metodele descrise mai jos).

Dacă determinarea DVA sau a condiţiei 0)( ≥xg  este mai dificilă decât însăși rezolvarea
ecuaţiei date, nu vom determina DVA și nu vom rezolva inecuaţia ,0)( ≥xg  ci doar vom
verifica dacă soluţiile obţinute satisfac aceste condiţii.

Uneori însă, odată cu determinarea DVA se încheie rezolvarea ecuaţiei date.
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b) Utilizarea a două necunoscute auxiliare
Pentru a rezolva unele ecuaţii iraţionale, e mai convenabil de a utiliza două necunoscute

auxiliare. Acest procedeu permite de a reduce ecuaţia iraţională la un sistem de ecuaţii fără
radicali.

Această metodă poate fi aplicată la rezolvarea ecuaţiilor care conţin doi radicali.bservaţie

Exemplu
Să se rezolve în R ecuaţia .2152153 22 =++++ xxxx

Rezolvare:
.05152)15(32152153 2222 =−+++++⇔=++++ xxxxxxxx

Fie .0152 ≥=++ txx  Obţinem ecuaţia ,0523 2 =−+ tt  cu soluţiile .
3
5

,1 21 −== tt

Deoarece ,0
3
5

2 <−=t  rezolvăm doar ecuaţia ,1152 =++ xx  care are soluţiile
.5,0 21 −== xx

Aşa cum transformările efectuate sunt echivalente, verificarea nu este necesară.
Răspuns: }.0;5{−=S

 Metoda utilizării necunoscutelor auxiliare
a) Utilizarea unei necunoscute auxiliare
Uneori, prin utilizarea unei necunoscute auxiliare, ecuaţiile iraţionale se reduc la ecuaţii fără

radicali.

 Metoda ridicării ambilor membri ai ecuaţiei la aceeaşi putere naturală
Metoda aceasta se aplică, de regulă, la rezolvarea ecuaţiilor de tipul:

);()( xgxfk = .2,,)()()();()()( ≥∈=±=± kkxhxgxfxhxgxf kkkkk N

Să se rezolve în R ecuaţia .8131 =+++ xx

Rezolvare:
Aflăm DVA: .,

3
1

013
,01

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+−∈⇔

⎩
⎨
⎧

≥+
≥+

x
x

x

Separăm un radical şi, prin ridicare la pătrat în DVA, obţinem:
⇔+−=+ 22 )138()1( xx .13832 +=+ xx

Ridicăm la pătrat ambii membri ai ultimei ecuaţii şi obţinem ecuaţia ,09601282 =+− xx

cu soluţiile .120,8 21 == xx

Efectuăm verificarea, deoarece transformările n-au fost echivalente.
Valorile .DVA, 21 ∈xx  Deci, ambele valori pot fi soluţii ale ecuaţiei iniţiale. Prin verificare

în ecuaţia iniţială, ne convingem că 8 este o soluţie, iar 120 nu este soluţie a ecuaţiei iniţiale.
Răspuns: }.8{=S

 Rezolvarea ecuaţiilor de tipul *k kxgxf N∈0,)()( 2 =

Această ecuaţie este echivalentă în DVA cu sistemul 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢⎣
⎡

=
=

≥

.0)(
,0)(

;0)(

xg
xf

xg

Exemplu
Să se rezolve în R ecuaţia .04)34( 22 =−+− xxx

Rezolvare:

⎢
⎢

⎣

⎡

=
=

−=
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢⎣
⎡

=−
=+−

≥−
⇔=−+−

.2
,1

,2

04

,034

;04

04)34(
2

2

2

22

x
x
x

x

xx

x

xxx      Răspuns: }.2;1;2{−=S

Exerciţiu
rezolvat
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Exemplu
Să se rezolve în R ecuaţia .123 23 xxxx =−++
Rezolvare:
DVA: .R∈x  În DVA obţinem:

,0121212 23233 23 =−+⇔=−++⇔=−++ xxxxxxxxxx

de unde .3,4 21 =−= xx

Răspuns: }.3;4{−=S

 Rezolvarea ecuaţiilor de tipul *k kxgxf N∈),()(12 =+

Această ecuaţie (conform teoremei 3) este echivalentă cu ecuaţia ,))(()( 12 += kxgxf  pentru
orice .*N∈k

 Metode speciale de rezolvare a ecuaţiilor iraţionale
a) Metoda înmulţirii ecuaţiei cu conjugata expresiei ce reprezintă unul dintre mem-

brii ecuaţiei
Exemplu
Să se rezolve în R ecuaţia 36333 22 =+−++− xxxx   (5).
Rezolvare:
Înmulţind ecuaţia (5) cu expresia nenulă pe DVA: ,6333)( 22 +−−+−= xxxxxϕ

obţinem ⇔+−−+−=−+−+− )6333(36333 2222 xxxxxxxx

.16333 22 −=+−−+−⇔ xxxx                                    (6)
Adunând ecuaţiile (5) și (6), obţinem .1332 =+− xx

Astfel, ⇔=+− 1332 xx ,0232 =+− xx  de unde .2,1 21 == xx

Substituind valorile 1, 2 în ecuaţia iniţială, ne convingem că ambele sunt soluţii ale acesteia.
Răspuns: }.2;1{=S

Această metodă se aplică, de regulă, la rezolvarea ecuaţiilor iraţionale de tipul
).()()( xhxgxf =±

bservaţie

Exemplu
Să se rezolve în R ecuaţia .113 =++ xx

Rezolvare:
DVA: .),1[01 ∞+−∈⇔≥+ xx

Fie 
⎩
⎨
⎧

=+
=

.1

,3

vx

ux  (*)  Atunci ecuaţia iniţială se transformă în .1=+ vu

Pentru a obţine încă o ecuaţie cu necunoscutele u și v, ridicăm la puterea a treia și,

respectiv, la puterea a doua membrii ecuaţiilor sistemului (*). Obţinem sistemul 
⎩
⎨
⎧

=+
=

,1

,
2

3

vx

ux

de unde .123 −=− vu

Astfel, am obţinut sistemul de ecuaţii 
⎩
⎨
⎧

=+
−=−

.1
,123

vu
vu  Rezolvând sistemul, obţinem soluţia

⎩
⎨
⎧

=
=

.1
,0

v
u  (Verificaţi!)

Deci, pentru a determina soluţiile ecuaţiei iniţiale, vom rezolva sistemul 
⎩
⎨
⎧

=+
=

.11

,03

x

x

Obţinem soluţia .DVA0∈=x  Prin verificare, stabilim că 0 este soluţie a ecuaţiei iniţiale.

Răspuns: }.0{=S
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Exemplu
Să se rezolve în R ecuaţia .11212 −=−−+−+ xxxxx

Rezolvare:
⇔−=−−+−+ 11212 xxxxx ⇔−=−−++− 1)11()11( 22 xxx

−=−−++−⇔ 1|11||11| xxx .1|11|11 −=−−++−⇔ xxx

Substituind ,0,1 ≥=− ttx  în ecuaţia dată, obţinem ecuaţia .|1|1 2ttt =−++
Rezolvând ultima ecuaţie prin metodele cunoscute (ţinând cont de substituţia ,1 =− tx

0≥t ), obţinem t = 2, iar soluţia ecuaţiei iniţiale este .5=x

Răspuns: }.5{=S

b) Metoda completării pătratului (cubului etc.) sumei sau diferenţei sub radical

Deseori ecuaţia iraţională poate fi rezolvată prin mai multe metode.
Experienţa vă va ajuta să alegeţi metoda cea mai eficientă pentru ecuaţia dată.

bservaţie

B1

5. a) (  2022) Rezolvaţi în R  ecuaţia .24 −=− xx

b) (  2015) Rezolvaţi în R  ecuaţia .32 xx =+

6. Să se rezolve în R  ecuaţia:
a) ;052)1( 2 =−− xx

b) ;041)23( 2 =−−− xxx

c) ;012)31( 2 =+−− xxx

d) ;032)65( 22 =−−+− xxxx

e) corespunzătoare problemei de la începutul secvenţei
3.4 și să se răspundă la întrebarea problemei.

7. Să se rezolve în R ecuaţia:
a) ;12315 −=−−− xxx

b) ;5276 −−+=+ xxx

c) ;153 +=− xx

d) .1123 −−=− xx

8. Să se rezolve în R ecuaţia:
a) ;0127)1( 23 =+−− xxx    b) .064)12( 22 =−−− xxx

9. Utilizând o necunoscută auxiliară, să se rezolve în R
ecuaţia:
a) ;2128222 xxxx −=+++      b) ;065 =+− xx

c) .012 2
1

2
3

=+− xx

10. Prin metoda înmulţirii cu conjugata unei expresii, să se
rezolve în R  ecuaţia:
a) ;41342 22 =−++−− xxxx

b) .279 22 =−−+ xx

11.  Lucraţi în perechi! Utilizând două necunoscute
auxiliare, să se rezolve în R ecuaţia:
a) ;2312 =++− xx          b) ;21412 33 =++− xx

c) .612243 =−++ xx

Exerciţii şi probleme propuse 
Profilul real

A1

1. Să se rezolve în R  ecuaţia:
a) ;11 =+x b) ;71 −=−x c) ;2 xx =+
d) ;2432 =−+− xxx e) ;13217 2 +=−+ xxx f) .121022 −=++ xxx

2. Să se rezolve în R  ecuaţia:
a) ;1+= xx b) ;13 −=+ xx c) ;65 xxx =−+− d) .25352 =−−+ xx

3.  Lucraţi în perechi! Să se completeze cu un număr real, apoi să se rezolve ecuaţia obţinută:

a) =− x21 ;1+⋅ x                b) ;312 xx −=+⋅                c) .25,0 +=− xx

4.  Investigaţi! Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiei 11 3
2

3 2 =⇔= xx . A F
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3.5. Inecuaţii iraţionale
Să se rezolve în R inecuaţia .043 ≤−− xx
Această inecuaţie este iraţională.

Vom numi inecuaţie iraţională o inecuaţie în care necunoscuta apare sub radical sau în
baza puterii cu exponent raţional.

De exemplu, inecuaţiile 21,21,11,022
1

3
2

−≤+≥−<++≥−− xxxxxx  sunt
inecuaţii iraţionale.

Inecuaţiile iraţionale se rezolvă aplicând procedee și metode similare celor folosite la
rezolvarea ecuaţiilor iraţionale.

Problemă

În procesul rezolvării inecuaţiilor iraţionale vom efectua transformări echivalente, luând
în considerare următoarele afirmaţii:

Dacă n este un număr natural impar, atunci inecuaţiile )()( xgxf <  și
nn xgxf ))(())(( <  sunt echivalente.

Dacă funcţiile f și g sunt nenegative într-o mulţime M, iar n este un număr natural,
atunci inecuaţiile )()( xgxf <  și nn xgxf ))(())(( <  sunt echivalente în mulţimea M.
Dacă funcţiile f și g sunt negative într-o mulţime M, iar ∗∈Nn  este un număr
natural par, atunci inecuaţiile )()( xgxf <  și nn xgxf ))(())(( >  sunt echivalente în
mulţimea M.

bservaţie

Să se rezolve în R inecuaţia:
a) ;31 <−x       b) ;31 ≥−x       c) ;31 −>−x       d) .31 −≤−x

Rezolvare:
a) .101

10
,1

91
,1

3)1(

,01
31

22
<≤⇔

⎩
⎨
⎧

<
≥⇔

⎩
⎨
⎧

<−
≥⇔

⎩
⎨
⎧

<−
≥−

⇔<− x
x
x

x
x

x

x
x  Răspuns: ].10,1[=S

b) .10
10
,1

3)1(

,01
31

22
≥⇔

⎩
⎨
⎧

≥
≥⇔

⎩
⎨
⎧

≥−
≥−

⇔≥− x
x
x

x

x
x      Răspuns: ).,10[ ∞+=S

c) .10131 ≥⇔≥−⇔−>− xxx      Răspuns: ).,1[ ∞+=S

d) .31 ∅=⇔−≤− Sx      Răspuns: .∅=S

Exerciţiu
rezolvat

12. Aplicând o metodă cât mai eficientă, să se rezolve în R ecuaţia:

a) ;7243 +++=+++ xxxx b) ;6
2020 =−++

x
x

x
x

c) ;21212 =−−−−+ xxxx d) ;1168143 =−−++−−+ xxxx

e) ;41719 33 =++++− xx f) .6253)1)(4( 2 =++−++ xxxx

13*. Să se rezolve în R ecuaţia:     a) ;14)1()1( 222 nnn xxx −⋅=−++           b) .
314

22 xxxxxxx
=

+−
−

++
14. Să se compună o ecuaţie iraţională care:

a) nu are soluţii;             b) are o unică soluţie;            c) are două soluţii.
15. Să se compună o ecuaţie iraţională ale cărei soluţii sunt numerele 4 și –1.

16*.  Investigaţi! Să se rezolve în R și să se discute după parametrul a, ,R∈a  ecuaţia:

a) ;5)(4)( 3 223 23 2 xaxaxa −⋅=−⋅++ b) .xaax −=+

17. (  2012) Determinaţi valorile reale ale parametrului m, pentru care ecuaţia xmmmmxx −=++− 22 22  admite o
singură soluţie reală.

C1
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 Inecuaţii iraţionale de tipul )()( xgxf ≥
În baza proprietăţilor radicalilor și ale inecuaţiilor,

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

≥
≥

⎩
⎨
⎧

<
≥

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
≥
≥

⎩
⎨
⎧

<
≥

⇔≥

).()(

,0)(

;0)(
,0)(

)()(

,0)(
,0)(

;0)(
,0)(

)()(

2
2 xgxf

xg

xg
xf

xgxf

xg
xf

xg
xf

xgxf

Uneori este mai eficient să utilizăm totalitatea mixtă 
⎢
⎢
⎣

⎡

>
=

),()(

),()(

xgxf

xgxf
 echivalentă cu

inecuaţia iniţială.
bservaţie

 Inecuaţii iraţionale de tipul )()( xgxf ≤

În baza proprietăţilor radicalilor și ale inecuaţiilor, 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
≥
≥

⇔≤
).()(

,0)(
,0)(

)()(
2 xgxf

xf
xg

xgxf

În unele cazuri este mai eficient să folosim totalitatea mixtă 
⎢
⎢
⎣

⎡

<
=

),()(

),()(

xgxf

xgxf

echivalentă cu inecuaţia iniţială.
bservaţie

 Inecuaţii iraţionale de tipul 0)()( 2 <n xfxg

În baza proprietăţilor radicalilor și ale inecuaţiilor, 
⎩
⎨
⎧

>
<⇔<

0)(
,0)(

0)()( 2

xf
xg

xfxg n

Exerciţiu
rezolvat

.25
5
,2

05
,02

05)2( <<−⇔
⎩
⎨
⎧

−>
<⇔

⎩
⎨
⎧

>+
<−⇔<+− x

x
x

x
x

xx

Răspuns: ).2,5(−=S

bservaţie Din sistemul al doilea a fost exclusă inecuaţia ,0)( ≥xf  deoarece ea rezultă din inecuaţia
a doua a acestui sistem.

Să se rezolve în R inecuaţia .213 xx >+
Rezolvare:

.1,
3
1

)1,0[

,0,
3
1

413

,02

;013
,02

213

2

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈⇔

⎢
⎢

⎣

⎡

∈

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

>+
≥

⎩
⎨
⎧

≥+
<

⇔>+ x

x

x

xx

x

x
x

xx

Răspuns: .1,
3
1 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡−=S

Exerciţiu
rezolvat

Expunem metodele principale de rezolvare a unor tipuri de inecuaţii iraţionale.
 Inecuaţii iraţionale de tipul )()( xgxf <

În baza proprietăţilor radicalilor și ale inecuaţiilor, 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
≥
>

⇔<
).()(

,0)(
,0)(

)()(
2 xgxf

xf
xg

xgxf

 Inecuaţii iraţionale de tipul )()( xgxf >
Aplicând proprietăţile radicalilor și ale inecuaţiilor, obţinem:

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

>
≥

⎩
⎨
⎧

≥
<

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≥
≥

⎩
⎨
⎧

≥
<

⇔>

).()(

,0)(

;0)(
,0)(

)()(

,0)(
,0)(

;0)(
,0)(

)()(

2
2 xgxf

xg

xf
xg

xgxf

xf
xg

xf
xg

xgxf
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Exemplu
Să se rezolve în R inecuaţia .1212 ≥−−+ xx

Rezolvare:
DVA: ).,2[ ∞+∈x  Inecuaţia iniţială este echivalentă cu inecuaţia .2112 −+≥+ xx  Ambii

membri ai acestei inecuaţii sunt nenegativi în DVA, deci ridicăm la pătrat și obţinem inecuaţia
echivalentă .222 +≤− xx

).,2[
012

,2

)2()2(4

,02
,02

222 2
2

∞+∈⇔
⎩
⎨
⎧

≥+
≥⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+≤−
≥+
≥−

⇔+≤− x
x

x

xx

x
x

xx

Luând în considerare DVA, obţinem soluţiile ),2[ ∞+∈x  ale inecuaţiei iniţiale.
Răspuns: ).,2[ ∞+=S

C1

12.  Lucraţi în perechi! Să se completeze cu un număr real, apoi să se rezolve în R inecuaţia obţinută:

a) ;4 xx ≥+⋅              b) <−− 432 xx ;1+⋅ x              c) +⋅>−− xxx 323 2 .

13*. Să se compună o inecuaţie iraţională care în R:
a) are o unică soluţie; b) are două soluţii;
c) nu are nicio soluţie; d) are ca mulţime a soluţiilor un interval de tipul (a, b).

B1

Să se rezolve în R inecuaţiile (4-9):

4. a) ;53102 −>+ xx b) ;342 −<− xxx

c) ;4652 +≥+− xxx d) );1(3)1)(4( +≤+− xxx

e) ;23 3 xxx ≥− f) .213 3 xx +≤+

5.  Lucraţi în perechi!     a) ;0
9

853
2

2

≥
−

+−
x

xx

b) ;0
16

8)1(
2

≥
−

−−
x

xx                c) .01)3( 32 ≤−− xxx

6. a) ;423 −+≤+ xx b) ;23131 33 >−++ xx

c) ;163)4( 22 −≤−− xxx d) .4223 +≤−++ xxx

Exerciţii şi probleme propuse 
Profilul real

A1

Să se rezolve în R inecuaţia:
1. a) ;21 ≥+x b) ;21 ≤+x c) ;21 −≥+x d) .21 −≤+x

2. a) ;132 >+x b) ;21 ≤− x c) ;332 −≤− xx

d) ;5232 −≥+− xx e) ;1
21

23 ≤−
+

x
x f) .223 −>+x

3. a) ;01 <+xx b) ;01 ≤+xx c) ;01 >+xx d) .01 ≥+xx

 Reţineţi!

Similar vom proceda în cazurile când semnul „<” va fi înlocuit cu „>”, „ ≥ ”, „ ≤ ”.
La rezolvarea inecuaţiilor iraţionale vom aplica aceleași metode ca și la rezolvarea ecu-
aţiilor iraţionale: ridicarea inecuaţiei la o putere naturală, utilizarea necunoscutelor auxi-
liare, completarea pătratului (cubului) sumei sau diferenţei sub semnul radicalului etc.

7. a) ;04)1( 22 ≥−− xx       b) .01)12( 32 ≤−−− xxx

8. a) ;1
205 2

≥−−
x

xx b) ;2
2

12 <−
+
x

x

c) .
1

1

2

1
xx −

<
+

9. a) ;311122 >++ xx b) ;
12
7

1
12

12
1 ≥−

+−+
−

x
x

x
x

c) .7353 22 xxxx −+≥+−

10. (  2021) Rezolvaţi în R  inecuaţia .421 +<− xx

11. Să se rezolve în R  inecuaţia 043 ≤−− xx  (propusă
la începutul secvenţei 3.5).
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§4 Funcţia exponenţială. Ecuaţii exponenţiale.
Inecuaţii exponenţiale

4.1. Funcţia exponenţială
În timpul reacţiei nucleare în lanţ, în locul fiecărui neutron liber,

peste l secunde apar alţi ν neutroni liberi. Mărimile l și ν depind de
substanţa și mediul în care are loc reacţia. S-a determinat că numărul
K de neutroni liberi în momentul de timp t se estimează prin formula

,/)1(

0

lteKK −⋅= ν  unde K0 este numărul de neutroni liberi în momentul
,00 =t  e – o constantă numită numărul lui L. Euler ( 7,2≈e ). Funcţia

de forma ,
1

,)(,: *

l
etff t −==→ +

νµµRR  care apare în aceste cal-
cule, este o funcţie exponenţială.

efiniţie Se numește funcţie exponenţială funcţia ,: *
+→ RRf  ,)( = axf x  .1,* ≠∈ + aa R

De exemplu, ,
3
1

)(,2)(,:,
x

x* xgxfgf ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛==→ +RR  sunt funcţii exponenţiale.

Cazul 1=a  se exclude din examinare, deoarece obţinem funcţia constantă ,1)( =xf  ale
cărei proprietăţi sunt diferite de proprietăţile funcţiei exponenţiale.

bservaţie

În baza monotoniei, se obţin următoarele echivalenţe:
),1,,( >∈>⇔> aaa Rβαβαβα

),10,,( <<∈<⇔> aaa Rβαβαβα

),1,,,( ≠∈∈=⇔= ∗
+ aaaa RRβαβαβα

care se folosesc la rezolvarea ecuaţiilor și inecuaţiilor exponenţiale.

5° Funcţia exponenţială nu este nici pară, nici impară, deoarece 
x

x

a
axf

1
)( ==− −   și există

,0x  astfel încât ).()( 00 xfxf ±≠−
6° Funcţia exponenţială nu este periodică, deoarece este strict monotonă pe R.
7° Funcţia exponenţială nu are extreme locale.
8° Funcţia exponenţială este inversabilă.
9° Graficul funcţiei exponenţiale 1,0,)(,: ≠>=→ ∗

+ aaaxff xRR , este reprezentat în
figura 7.11.

bservaţie

Proprietăţile principale ale funcţiei exponenţiale:
1° .)( R=fD

2° .)( ∗
+= RfE

Într-adevăr, din proprietăţile puterii cu exponent real se știe că 0>xa  pentru orice x real,
deci .)( *

+⊆ RfE  Poate fi demonstrată și incluziunea inversă.
3° Din proprietatea 2° rezultă că funcţia exponenţială nu are zerouri. Graficul ei intersec-

tează axa Oy în punctul (0; 1), fiindcă 10 =a  pentru orice a > 0.
4° În virtutea proprietăţilor de comparare a puterilor cu aceeași bază și cu orice exponent real

(modulul 3, § 2), rezultă că funcţia exponenţială este strict crescătoare pe R  dacă 1>a  și
strict descrescătoare pe R  dacă .10 << a

y

xO

1
fG

y

xO

1
fG

10 << a 1>a

Fig. 7.11
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Funcţia exponenţială se aplică în deverse domenii. De exemplu:
– în fizică: creșterea numărului de neutroni liberi în cadrul reacţiei nucleare este exponenţială;
– în geografie: schimbarea presiunii atmosferice în raport cu altitudinea este exponenţială;
– în sociologie: creșterea sau descreșterea populaţiei unei ţări este, de regulă, exponenţială;
– în politică: creșterea sau descreșterea adepţilor unui partid politic, de asemenea, este

exponenţială;
– în biologie: înmulţirea bacteriilor se descrie prin funcţie exponenţială;
– în economie, în domeniul antreprenorial, în domeniul financiar-bancar etc.

Astfel, antreprenorii, businessmenii, specialiștii care lucrează în domeniile finanţelor, știinţei
și chiar în domeniul politicilor, pentru a observa tendinţele descendente sau ascendente pe
pieţe, vânzări, investiţii, împrumuturi, rezultate ale sondajelor etc., aplică două funcţii:

1) Funcţia de degradare (descreștere) exponenţială, definită prin formula ,
100

1
x

b
ay ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −=

unde y este sumă rămasă după decădere pe o perioadă de timp, a – suma iniţială, b % –

modificarea procentuală, x – perioada de timp, 
100

1
b−  – factorul de descreștere.

2) Funcţia de creștere exponenţială, definită prin formula ,
100

1
x

b
ay ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +=  unde y

reprezintă sumă finală obţinută într-o perioadă de timp, a – suma iniţială, b % – modificarea

procentuală, x – perioada de timp, 
100

1
b+  – factorul de creștere.

În figura 7.12 sunt reprezentate grafic funcţiile

.
2
1

)(,2)(,:, 21

*

21

x

x xfxfff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛==→ +RR

Utilizând aceste grafice, determinaţi proprietăţile
funcţiilor 

1f  și 
2f .

 Exerciţiu y

xO 1 2–1–2

Fig. 7.12

4

3

2

1

1f
G

2fG

1. Să se compare numerele 35  și .5 5,2

Rezolvare:
Așa cum funcţia ,5)(,: xxff =→ ∗

+RR

este strict crescătoare, iar ,5,23 >  rezultă că .55 5,23 >

2. Să se compare cu 1:

a) ;5
1 5

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛           b) .)12( 2
3−

−

Rezolvare:

a) 
5

5
1

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛  este valoarea funcţiei exponenţiale ,
5
1

)(,:
x

xff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ ∗
+RR  în punctul

.050 >=x  Deoarece baza acestei funcţii este mai mică decât 1, rezultă că .1
5
1

5

<⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

b) 2
3

)12(
−

−  este valoarea funcţiei exponenţiale ,)12()(,: xxff −=→ ∗
+RR  în

punctul .0
2
3

0 <−=x

Deoarece baza acestei funcţii este mai mică decât 1, obţinem că .1)12( 2
3

>−
−

Exerciţii
rezolvate



141

M
O

D
U

LU
L

7Funcţii elementare. Ecuaţii. Inecuaţii. Sisteme. Totalităţi

4.2. Ecuaţii exponenţiale
Să presupunem că, la 3 ianuarie 2024, un elev a depus la bancă 1 leu. Peste câţi ani acest
elev va deveni milionar, dacă dobânda anuală compusă este de 10 %?
Rezolvare:
Peste 1 an, elevul va avea pe cont 1,11,01 =+  (lei), peste 2 ani, 21,121,111,01,1 ==+  (lei)

ș.a.m.d. Fie x numărul respectiv de ani. Obţinem ecuaţia .00000011,1 =x

Această ecuaţie este o ecuaţie exponenţială.

Vom numi ecuaţie exponenţială o ecuaţie în care careva exponent al puterii este o
expresie ce conţine necunoscuta, baza puterii fiind o constantă pozitivă, diferită de 1.

De exemplu, ecuaţiile 2044,535,82 2212 =−=⋅= − xxxxx  sunt ecuaţii exponenţiale.
La rezolvarea ecuaţiilor exponenţiale vom ţine cont de

Problemă Numărul actual de abonaţi ai unui site este de 2500. Să se afle peste câte luni numărul de
membri va fi de 100000, dacă rata lunară de creștere este de 20 %.
Rezolvare:
Avem .100000%,20%,2500 === yba  Vom aplica funcţia de creștere exponenţială

pentru a afla numărul de luni.

Astfel, 
x

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=
100
20

12500100000  sau .)2,1(40 x=

Deci, rezolvarea problemei s-a redus la rezolvarea ecuaţiei exponenţiale .40)2,1( =x

Soluţia acestei ecuaţii este .5,20
2,1ln

40ln
40log 2,11 ===x

Răspuns: 20,5 luni.

Problemă

Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de ecuaţii exponenţiale.

 Ecuaţii exponenţiale de tipul R∈baaaba xf ,1,0,,)( ≠>=

1) Fie f (x ) = x. Ecuaţia ba x =  se numește ecuaţie exponenţială fundamentală. Sunt
posibile următoarele cazuri particulare.

a) .0≤b  Ecuaţia ba x =  nu are soluţii.
b) 0>b  și ., R∈= ααab  Atunci .αα =⇔=⇔= xaaba xx

Exemplu. .255255 2 =⇔=⇔= xxx

Răspuns: }.2{=S

c) 0>b  și b nu este exprimat ca putere a lui a. În acest caz, folosim identitatea loga-
ritmică fundamentală .log baab =  Aplicând teorema 4, obţinem:

.loglog bxaaba a

bxx a =⇔=⇔=
Exemplu. .12log33123 3

12log3 =⇔=⇔= xxx

Răspuns: { }.12log3=S

2) Similar se procedează la rezolvarea ecuaţiei exponenţiale de tipul ,)( = ba xf  ,0>a  ,1≠a

., R∈ba

Exemplu. .10log10log22log125525 555

2log1212 5 =⇔=⇔=−⇔=⇔= +− xxxxx

eorema 4 Dacă 0>a  și ,1≠a  atunci ecuaţiile )()( xgxf aa =  și )()( xgxf =  sunt echivalente.

Demonstraţi teorema 4. Exerciţiu
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 Reţineţi!

 Ecuaţiile exponenţiale de tipul ,1,0,,)()( R∈aaaaa xgxf ≠>=  sunt echivalente
(conform teoremei 4) cu ecuaţia ).()( xgxf =

Exemplu. .0)1(0112,02,0 2232311 23

=−⇔=−⇔−=−⇔= −− xxxxxxxx

Răspuns: }.1;0{=S

 Ecuaţii exponenţiale rezolvabile prin metoda descompunerii în factori
Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .024612 =−−+ xxxx

Rezolvare:
DVA: .R∈x

Grupând termenii, obţinem: ⇔=−−+ 024612 xxxx ⇔=+−+ 0)24()612( xxxx

⇔=+−+⋅⇔ 0)22()662( 2 xxxxx ⇔=+−+ 0)12(2)12(6 xxxx .0)26)(12( =−+ xxx

Deci, 026 =− xx  sau ,012 =+x  de unde xx 26 =  sau .12 −=x

Soluţia ecuaţiei xx 26 =  (sau 13 =x ) este ,0=x  iar ecuaţia a doua nu are soluţii.
Răspuns: }.0{=S

 Ecuaţiile exponenţiale de tipul 0)( =xaf  se rezolvă prin metoda utilizării
necunoscutei auxiliare ,0, >= ttax  care reduce ecuaţia iniţială la una de tipul .0)( =tf

Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .3329 =⋅− xx

Rezolvare:
DVA: .R∈x  .0332)3(3329 2 =−⋅−⇔=⋅− xxxx  Fie .0,3 >= ttx  Obţinem ecuaţia

,0322 =−− tt  cu soluţiile .1,3 21 −== tt  Din aceste valori, numai .031 >=t  Rezolvăm
ecuaţia 33 =x  și obţinem .1=x

Răspuns: }.1{=S

Unele ecuaţii exponenţiale, în care apar puteri cu aceiași exponenţi, dar cu baze diferite,
pot fi rezolvate prin metoda utilizării necunoscutei auxiliare după împărţirea fiecărui membru
al ecuaţiei la una din aceste puteri.
Astfel de ecuaţii au forma .,,,,,022 ∗

+
∗ ∈∈=⋅+⋅+⋅ RR bapnmbpbanam xxxx

Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .0272188 =⋅−+ xxx

Rezolvare:
DVA: .R∈x  Împărţind ambii membri ai ecuaţiei iniţiale la 8x, obţinem ecuaţia

.0
2
3

2
2
3

1
32

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛+
xx

 Efectuând substituţia ,0,
2
3 >=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ tt

x

 obţinem:

⇔=−− 012 23 tt ⇔=++− 0)12)(1( 2 ttt .1=t  Atunci  .01
2
3 =⇔=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ x

x

Răspuns: }.0{=S

 Ecuaţii exponenţiale rezolvabile prin metoda logaritmării
Exemple
1. Să se rezolve în R ecuaţia .34 12 xx =−

Rezolvare:
DVA: .R∈x  Logaritmând în baza 10, obţinem ecuaţia ,3lg4lg)12( xx =−  echivalentă cu

cea iniţială. Soluţia ecuaţiei este .
3lg16lg

4lg

−
=x

Răspuns: .
3lg16lg

4lg

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
=S
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Exerciţii şi probleme propuse 
Profilurile umanistic, arte, sport

A

1.  Investigaţi!  Adevărat sau fals?
a) Funcţia ,)5,1()(,: xxff =→RR  este strict crescătoare pe R .

b) Funcţia ,
4
1

)(,:
x

xff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR  este strict descrescătoare pe R .

c) Funcţia ,3)(,: xxff −=→ RR  este strict crescătoare pe R .

d) Funcţia ,
2
1

)(,:
x

xff
−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR  este strict descrescătoare pe R .

2. a) Să se traseze în același sistem de coordonate graficele funcţiilor ,3)(,: xxff =→RR  și .
3
1

)(,:
x

xgg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR

b) Să se determine proprietăţile funcţiilor f și g.
3. Fie punctele ).1;0(),4;2(),2;1(),1;0(),2;1( −−−− EDCBA  Să se determine care dintre aceste puncte aparţin grafi-

cului funcţiei:
a) ;2)(,: xxff =→RR                       b) .

2
1

)(,:
x

xgg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR

4.  Lucraţi în perechi!  Să se scrie unul dintre semnele > sau <, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:

a) 32   ;2 5         b) 
5,1

5
2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛   ;
5
2

2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛       c) 35   ;5 2       d) 3)1,0(   ;)1,0( 5       e) 53−   .3 7−

5.  Investigaţi!  Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiei.
a) Punctul )8;1(A  aparţine graficului funcţiei .2)(,: 3xxff =→RR

b) Punctul )1;0(B  aparţine graficului funcţiei .
3

1
)(,:

2 x

xgg ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
=→ RR

c) Punctul )9;1(−C  aparţine graficului funcţiei .3)(,: 2 xxhh =→ RR

6. Să se completeze caseta astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:
„Dacă ,,3 ∗

+∈= Raax atunci =+ 23x ”.

A F

2. Să se rezolve în R ecuaţia .43 56 xx

=
Rezolvare:
DVA: .R∈x  Logaritmând în baza 10, obţinem ecuaţia .4lg53lg6 xx =

Logaritmând din nou, obţinem ⇔+=+ 4lglg5lg3lglg6lg xx .
5lg6lg

3lglg4lglg

−
−=x

Răspuns: .
5lg6lg

3lglg4lglg

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−=S

 Unele ecuaţii exponenţiale pot fi rezolvate aplicând proprietăţile funcţiilor
determinate de membrii respectivi ai ecuaţiei.

Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .145 +−= xx

Rezolvare:
DVA: .R∈x  Prin probe, găsim soluţia .0=x  Deoarece funcţia f , definită prin formula

,5)( xxf =  este strict crescătoare pe R, iar funcţia g, definită prin formula ,14)( +−= xxg

este strict descrescătoare pe R, rezultă că graficele acestor funcţii au un unic punct de
intersecţie. Prin urmare, ecuaţia are doar soluţia .0=x

Răspuns: }.0{=S

A F
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B

7. Să se traseze graficul funcţiei:
a) ;2)(,: 1+=→ xxff RR                b) ;2)(,: 1−=→ xxff RR                c) .2)(,: 2 xxff =→ RR

8.  Lucraţi în perechi!  Să se traseze graficul funcţiei:

a) ;
2
1

)(,:
1+

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→
x

xff RR                b) ;
2
1

)(,:
1−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→
x

xff RR                c) .
2
1

)(,:
2x

xff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR

9.  Lucraţi în perechi!  O bacterie se înmulţește prin diviziune celulară.
a) Să se scrie funcţia ce corespunde acestei variaţii.
b) Să se afle câte bacterii vor fi la diviziunea a 6-a.
c) Dar câte bacterii vor fi la diviziunea a 50-a?

10. Numărul actual al adepţilor unui partid politic este de 360000. Să se afle care este
scăderea procentuală anuală, dacă peste 3 ani numărul de adepţi va fi de 45000.

11. Un antreprenor a investit cu capitalizare în construcţii 120000 u.m. pentru o
perioadă de 3 ani.
Să se afle ce sumă va obţine el, dacă rata anuală de creștere este de 8 %.

C

12. Să se traseze în același sistem de coordonate graficele funcţiilor ,3)(,: ||xxff =→ RR  și .
3
1

)(,:
||x

xgg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR

Ce aţi observat?

13.  Investigaţi!  Să se determine care dintre numerele următoare este mai mare și care este mai mic decât 1:

a) ;
4
1

3

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛           b) ;)2( 2
1

          c) ;23
1

          d) ;5
1

π           e) ;)13( 2
3−

−           f) .
5
1

5−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

1. Să se traseze graficul și să se determine proprietăţile funcţiei RR →:f :

a) ;4)( xxf = b) ;5,1)( xxf = c) ;
5
2

)(
x

xf ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛= d) ;4)( xxf −=

e) ;3)( 1−= xxf f) ;13)( −= xxf g) .31)( xxf −=

2. Să se decidă dacă )1,0(∈a  sau ,1>a  știind că:
a) ;2 aa >                  b) ;25,0 −− −< aa                  c) .77,2 aa <

3.  Investigaţi!  Să se compare numerele:

a) 2)2(  și ;)2( 3,1                     b) 3)3,0( −  și .)3,0( 8,1−

4. Să se determine valorile lui x pentru care funcţia RR →:f  ia valori mai mici decât 1, dacă:
a) ;)55()( xxf =                     b) ;)5,0()( xxf =                     c) .3)(

x
xf −=

5. (  2012) Fie funcţia .)(,:
2xexff =→ RR  Scrieţi în casetă una dintre expresiile pară, impară sau nici pară, nici

impară, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:
„Funcţia  f  este ”.

6. Să se rezolve în R  ecuaţiile:

a) ;000110 =x b) ;644 =x c) ;8
2
1 =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

x

d) ;
25
1

)2,0( =−x e) ;00000011,1 =x

f) ;497 3=x g) ;813 22 −=+x h) ;12111 1 =+x i) .02,0
2

=+ xx

Profilul real
A1
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Să se rezolve în R  ecuaţiile (7-10):

7. a) ;
9
4

2
3

4

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
x

b) ;1512 1 =+x c) .
64

125
8
25

5
2

11

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−− xx

8. a) ;
32
1

8
1

2
1

11 22 −−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
xx

b) ;
4
1

2
1

)5,0(
2

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅
x

x c) .4164
23 1 xx =⋅+

9. a) ;77232 21 =⋅+ −+ xx b) ;472744 113 −++ =⋅+⋅− xxxx c) .53533 3642 ++++ −=⋅+ xxxx

10.  Lucraţi în perechi!
a) ;27239 =+ xx b) ;034416 =+⋅− xx c) .012322 2 =+⋅+⋅

x
x

11.  Investigaţi! Pentru care valori ale lui x funcţiile  R→Dgf :, , ,)25,0()(,)2()( 2−== xx xgxf  iau valori egale?

12.  Investigaţi! Pentru care valori ale lui x funcţia R→Df :  ia valori mai mari decât 1, dacă:

a) ;
2

1)(
x

xf ⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛=           b) .2)( 2

x

xf =

Să se rezolve în R  ecuaţia (13-21):

13. a) ;
65536

625
64
25

5
4

22

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
xx

b) .
125
27

9
25

)6,0(
3122

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅
−x

x

14. a) ;75357355 22 xxxx +⋅=⋅+ b) .3234 5,0125,1 +−+ =+− xxxx

15. a) ;0393681 31 22

=+⋅− −− xx b) .0428 1 =−− +xx

16. a) ;4)32()32( 1212 =−++ ++ xx b) .10625625

22

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +
xx

17.  Lucraţi în grup!
a) ;0252104 =⋅−+ xxx b) ;5025,42510

112
xxx ⋅=+ c) .02510443 =+⋅−⋅ xxx

18.  Lucraţi în perechi!

a) ;444 |1||3| xxx =+ +− b) .2|55||15| =−+− xx

19. a) ;543 xxx =+ b) ;732 2 =−
x

x c) .123
5
2 2 −+−=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ xx

x

20. a) ;3226 22log)3( 2
6 =⋅ −+ xxx b) ;2737 33log)2( 2

7 =⋅ +− xxx c) .132373
3

=⋅
+
x

x
x

21. (  2016) Rezolvaţi în R  ecuaţia .824 63 ⋅= −−− xx

B1

C1

22. Să se rezolve în R  ecuaţia: .8128)(8128)( 222222 xxxx xxxx ⋅−− ⋅+⋅−=⋅+⋅−

23. (  2014) Determinaţi valorile reale ale parametrului a pentru care ecuaţia 0
1

)2)(3( =−
−−

x

xax

 are o singură soluţie
reală.

24.  Să se rezolve în R  și să se discute după parametrul a, ,R∈a  ecuaţia:
a) ;0252625 |1||1| =+⋅− ++ axx b) ;42743 22 −− ⋅=−+⋅ xx aa c) .522 =+⋅ − xxa

25. Să se compună o ecuaţie exponenţială care:
a) nu are soluţii; b) are o unică soluţie; c) are două soluţii.
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1. Să se rezolve în R inecuaţia .42 13 <−x

Rezolvare:
).1,(2132242 21313 −∞∈⇔<−⇔<⇔< −− xxxx

Răspuns: ).1,(−∞=S

2. Să se rezolve în R inecuaţia .
3
1

3
1

22 xx −+

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛<⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

Rezolvare:

.,
3
2

2322
3
1

3
1

22

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+−∈⇔−>⇔−>+⇔⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛<⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−+

xxxx
xx

Răspuns: .,
3
2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+−=S

Exemple

4.3. Inecuaţii exponenţiale

Să se rezolve în R inecuaţia .3262 2222 ++ ⋅+< xxx

Această inecuaţie este o inecuaţie exponenţială.
Vom numi inecuaţie exponenţială o inecuaţie în care careva exponent al puterii este o

expresie ce conţine necunoscuta, baza puterii fiind o constantă pozitivă diferită de 1.
De exemplu, inecuaţiile 08329,93 ≤−⋅−< xxx  sunt inecuaţii exponenţiale.
Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de inecuaţii exponenţiale.

 Inecuaţii exponenţiale de tipul R∈≠>< aaaaa xgxf 1,0, ,)()(

Rezolvarea acestui tip de inecuaţii exponenţiale se bazează pe

Problemă

eorema 4 Dacă ,1>a  atunci inecuaţia )()( xgxf aa <  este echivalentă cu inecuaţia ).()( xgxf <
Dacă ,10 << a  atunci inecuaţia )()( xgxf aa <  este echivalentă cu inecuaţia ).()( xgxf >

Demonstraţia acestei teoreme are la bază proprietatea 4° (secvenţa 4.1) a funcţiei expo-
nenţiale .1,0,)(,: ≠>=→ ∗

+ aaaxff xRR

În mod analog se rezolvă inecuaţiile de tipul: ,,, )()()()()()( xgxfxgxfxgxf aaaaaa ≥≤>
.,1,0 R∈≠> aaa

Folosind aceleași metode ca și la rezolvarea ecuaţiilor exponenţiale, rezolvarea inecuaţiilor
exponenţiale, de regulă, se reduce la rezolvarea uneia dintre inecuaţiile de tipul:

.,1,0,,,, )()()()()()()()( R∈≠>≥>≤< aaaaaaaaaaa xgxfxgxfxgxfxgxf

 Inecuaţiile exponenţiale de tipul 0)( >xaf  se rezolvă prin metoda utilizării
necunoscutei auxiliare ,0>= ta x  care reduce inecuaţia iniţială la ecuaţia de tipul .0)( >tf

Să se rezolve în R inecuaţia .34216 >⋅+ xx

Rezolvare:
DVA: .R∈x  .0342)4(34216 2 >−⋅+⇔>⋅+ xxxx

Fie .04 >= tx  Obţinem inecuaţia 0322 >−+ tt  cu mulţimea soluţiilor
).,1()3,(1 ∞+−−∞= US  Adică, ).,1()3,( ∞+−−∞∈ Ut  Ţinând cont de condiţia ,0>t

obţinem ),,1( ∞+∈t  sau .1>t  Revenim la necunoscuta x și obţinem ,14 >x  sau .44 0>x

Deci ,0>x  sau ).,0( ∞+=S

Răspuns: ).,0( ∞+=S

Similar se rezolvă inecuaţiile de tipul .0)(,0)(,0)( ≤<≥ xxx afafaf

Exemplu
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B1

Să se rezolve în R inecuaţia (2-4):

2. a) ;020525 ≤−− xx b) ;10
5
1

5
1

12

+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛>⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
+ xx

c) .0147,0549,0 11 ≥−⋅− ++ xx

3.  Lucraţi în perechi!

a) ;273,00001 11 ≥⋅ −+x b) ;)10(log)4(lg 2
4

52 xx −− <

c) ;)225(1553 31222 −+−+− ⋅>⋅ xxx d) .3656,0 33 xx −− ⋅<

4. a) 2222 3262 ++ ⋅+< xxx  (propusă la începutul secvenţei 4.3);

b) ;
14,0

1

54,0

1
1 −

<
+ +xx c) ;1522 22 >− −+ xx d) ;032188 3 ≤⋅−+ xxx

e) ;02252 12 >+⋅−+ xx f) ;
16
49

7
4

7
4

222 63613 xxx −+

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛≤⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛≤⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ g) .068764 ≥+⋅− xx

5. (  2017) Rezolvaţi în R inecuaţia .
2
3

4
9

12

≤⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−− x

6. (  2023) Rezolvaţi în R inecuaţia .2825,0 3 xx ⋅≤+

Exerciţii şi probleme propuse 

Profilul real

A1

1. Să se rezolve în R inecuaţia:

a) ;366 3 >−x b) ;
125

1
5
1

4

<⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
+x

c) ;15
2

>+ xx d) ;02 82

>+−xx

e) ;43,0 5 −<+x f) ;)10(01,052 32−⋅≤⋅ xxx g) .55222 31432 +++++ −>−− xxxxx

C1

Să se rezolve în R inecuaţia (7-8):

7. a) ;2551 || 2

<< − xx b) ;5|13||13||23| −+≥−−− xxx c) .0381826 ||2||||2 >⋅−⋅− xxx

8. a) ;9339 2 −≤− + xxx b) .964 15,1 ++ >+ xxx

9. Să se compună o inecuaţie exponenţială care are mulţimea soluţiilor intervalul ].2,3(−

10*. Să se rezolve în R și să se discute după parametrul a, ,R∈a  inecuaţia:

a) ;0242 112 >⋅−⋅− ++ xx aa b) .
21

1

1 x

x

x

x

a

a

a

a
−

−

+
+>

−

bservaţie La rezolvarea inecuaţiilor exponenţiale se aplică metode similare celor aplicate la rezol-
varea ecuaţiilor exponenţiale.
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Aplicând monotonia funcţiei logaritmice, se obţin următoarele inegalităţi echivalente (pentru
:)1,,, * ≠∈ + aa Rβα ,loglog βαβα >⇔> aa  ,1>a

,loglog βαβα <⇔> aa  ,10 << a  
,loglog βαβα =⇔= aa

care se folosesc la rezolvarea ecuaţiilor și inecuaţiilor logaritmice.

bservaţie

y

xO 1

fG

y

xO 1

fG10 << a 1>a

Fig. 7.13

De exemplu, ,:, *

21 RR →+ff  ,log)( 31 xxf =  ,log)(
22 xxf =  sunt funcţii logaritmice.

Majoritatea proprietăţilor funcţiei logaritmice se obţin din proprietăţile funcţiei
exponenţiale cu aceeași bază.

1° ,)( *
+= RfD  fiindcă D(f) coincide cu codomeniul funcţiei exponenţiale.

2° R=)( fE , care este domeniul de definiţie al funcţiei exponenţiale.
3° Funcţia logaritmică ia valoarea 0 numai în punctul ,10 =x  întrucât .10log 0 =⇔= xxa

Graficul ei nu intersectează axa Oy, fiindcă .)(0 fD∉
4° Funcţia logaritmică este strict crescătoare (respectiv descrescătoare) pe ,∗

+R  dacă baza
),1( ∞+∈a  (respectiv ∈a (0, 1)).

Într-adevăr, pentru 1>a  și ,21 xx >  aplicând identitatea logaritmică fundamentală, obţi-
nem .21 loglog xx aa aa >
Așa cum funcţia exponenţială este strict crescătoare (respectiv descrescătoare) pe ,R
dacă 1>a  (respectiv )10 << a , avem: 21 loglog xx aa >  (respectiv ).loglog 21 xx aa <

5° În baza monotoniei, dacă ,1>a  atunci funcţia logaritmică ia valori pozitive pentru
),1( ∞+∈x  și valori negative pentru ).1,0(∈x

Dacă ,10 << a  atunci funcţia logaritmică ia valori pozitive pentru )1,0(∈x  și valori nega-
tive pentru ).,1( ∞+∈x

Într-adevăr, dacă 1>a , atunci în baza monotoniei, .11loglog0log >⇔>⇔> xxx aaa

În mod analog se demonstrează celelalte propoziţii.
6° Deoarece mulţimea ∗

+R  nu este simetrică faţă de originea sistemului de coordonate,
funcţia logaritmică nu este nici pară, nici impară.

7° Funcţia logaritmică nu este periodică, deoarece este strict monotonă pe .*
+R

8° Funcţia logaritmică nu are extreme locale.
9° Funcţia logaritmică este inversabilă. Inversa ei este funcţia exponenţială cu aceeași bază.
10° Graficul funcţiei logaritmice ,1,0,log)(,: * ≠>=→+ aaxxff aRR  este reprezentat

în figura 7.13.

 Reţineţi!

§5 Funcţia logaritmică. Ecuaţii logaritmice. Inecuaţii logaritmice
5.1. Funcţia logaritmică

Se știe că funcţia exponenţială pentru }1{\*

+∈Ra  posedă funcţie inversă. Inversa funcţiei
exponenţiale este numită funcţie logaritmică. Altfel zis, este adevărată echivalenţa:

.1,0,0,log ≠>>=⇔= aaxxaxy y

a

efiniţie Se numește funcţie logaritmică funcţia ,: * RR →+f  ,log)( = xxf a  .1,* ≠∈ + aa R
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Fie funcţiile .
2
1

)(,:;2)(,: 2211

x

x xffxff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→=→ ∗
+

∗
+ RRRR

a) Să se reprezinte graficele funcţiilor logaritmice:
,log)()(,: 2

1

11

*

1 xxfxgg ==→ −
+ RR  ).(log)()(,:

2
1

1

22

*

2 xxfxgg ==→ −
+ RR

b) Să se reprezinte într-un sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor .,,, 2121 ggff

Rezolvare:

y

xO 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

–1

–2

–3
Fig. 7.14

xy 2log=

yx 2=

1gG

2gG

Fig. 7.15

y

x

–1

–2

1

2

21–1–2 O

1f
G

2fG

1gG

2gG

Exerciţiu
rezolvat

x
8
1

4
1

2
1

1 2 4 8

xxg 21 log)( = –3 –2 –1 0 1 2 3

xxg
2

12 log)( =
3 2 1 0 –1 –2 –3

a) Construim tabelul de valori ale funcţiilor 1g  și :2g

Graficele funcţiilor ,1g 2g  sunt reprezentate în figura 7.14.
b) Graficele funcţiilor 2121 ,,, ggff  sunt reprezentate în

figura 7.15.
Observăm că graficele funcţiilor 1f  și ,1g  2f  și 2g  sunt
simetrice faţă de bisectoarea cadranelor I și III.

Logaritmul şi funcţia logaritmică de asemenea se aplică în diverse domenii
În chimie: la determinarea pH-ului soluţiilor lichide.
În seismologie: scara Richter pentru măsurarea magnitudinii puterii
cutremurului.
În fizică: intensitatea sunetului la calcularea numărului de decibeli.
În astronomie: strălucirea unui corp ceresc; calcularea magnitudinii
aparente.
În biologie: formula moleculei ADN; cochiliile melcilor și scoicilor de mare sunt
formate din porţiuni de tipul graficelor unor funcţii logaritmice.

Să se compare:
a) 2log

3
 cu ;7log9                b) 3log

2
1  cu .5log7

Rezolvare:
a) Vom transforma aceste expresii pentru a obţine logaritmi în aceeași bază:

,4log2log22log 333
==              .7log7log

2
1

7log 339 ==

Cum funcţia logaritmică cu baza mai mare decât 1 este strict crescătoare și ,74 >
rezultă că .7log4log 33 >  Deci, .7log2log 93

>
b) În baza proprietăţii 5° a funcţiei logaritmice, 03log

2
1 < , iar .05log7 >

Prin urmare, .5log3log 7
2
1 <

Exerciţiu
rezolvat
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1. Să se traseze graficul și să se determine proprietăţile funcţiei RR →∗
+:f :

a) ;log)( 5 xxf = b) ;log)( 1,0 xxf = c) ;lg)( xxf = d) .ln)( xxf =

2. Să se compare cu 0, apoi cu 1:
a) ;2log3 b) ;2,0log3 c) ;5,0log

3
1 d) .2,0log

2

3. Aplicând proprietăţile funcţiilor studiate, să se compare:
a) 8lg  cu ;9lg b) 

5
2

log 1,0  cu ;41,0log 1,0 c) 
3
1

log5  cu .
10
1

log5

4.  Lucraţi în perechi!  Să se determine intervalele de monotonie, paritatea, mulţimea valorilor, extremele locale ale
funcţiei definite prin formula .2log)( 3,1 −= xxf

10. Să se traseze graficui funcţiei:      a) |;|log)(,: 2 xxff =→∗
+ RR                b) .|log|)(,: 2 xxgg =→∗

+ RR

C

Profilul real
A1

5. Să se determine valorile lui x pentru care logaritmul are sens:
a) );4(log 2

2
1 +x           b) );65(log 2

3 −+− xx           c) );1lg( 2x−           d) );1(log −xx
          e) ;log 2

1 xx+           f) ).2ln( x−

6.  Lucraţi în perechi!  Să se traseze graficul funcţiei:
a) .lg1)(,: xxff +=→∗

+ RR                                            b) Să se determine proprietăţile funcţiei  f.

7. Se cunoaște că pH-ul unei soluţii se calculează conform formulei pH = –lg[H+]. Apa pură conţine concentraţia ionilor de
hidrogen egală cu 7101H −+ ⋅=  moli. Să se calculeze pH-ul apei pure.

8. Ecuaţia pentru calcularea dobânzii compuse este ,0

treSS =  unde 0S  este suma de bani depusă în bancă, S este suma
finală de bani din cont după t ani, timp în care valoarea contului crește, r – rata anuală a dobânzii. O persoană a depus în
bancă 3000 u. m. în plasament cu dobândă compusă cu rata anuală a dobânzii 5%. Să se determine peste câţi ani suma
iniţială se va dubla.

9. Să se scrie x3log  în funcţie de .log9 x

B

Exerciţii şi probleme propuse 
Profilurile umanistic, arte, sport

A

1.  Investigaţi!  Adevărat sau fals? a) Funcţia ,log)(,: 5 xxff =→∗
+ RR  este strict crescătoare pe ∗

+R .
b) Funcţia ,log)(,: 5,0 xxff =→∗

+ RR  este strict descrescătoare pe ∗
+R .

c) Funcţia ,log)(,:
2

xxff =→∗
+ RR  este strict crescătoare pe ∗

+R .
d) Funcţia ,log)(,:

3
2 xxff =→∗

+ RR  este strict descrescătoare pe .∗
+R

2. a) Să se traseze în același sistem de coordonate graficele funcţiilor ,log)(,: 3 xxff =→∗
+ RR  și .log)(,:

3
1 xxgg =→∗

+ RR
Ce aţi observat?
b) Să se determine proprietăţile funcţiilor f și g.

3.  Investigaţi!  Fie punctele ).2;25(),1;5(,1;
5
1

),1;5(),0;1( EDCBA −⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −  Să se determine care dintre aceste
puncte aparţin graficului funcţiei:
a) ,log)(,: 5 xxff =→∗

+ RR                   b) .log)(,:
5
1 xxgg =→∗

+ RR

4. Să se scrie în casetă unul dintre semnele > sau <, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:
a) 7log2   ;5log2 b) 5,2log

3
  ;2,1log

3
c) 10log 2,0   ;5log 2,0

d) 2,0log
5
1   ;1,0log

5
1 e) 16log

5
  ;20log

5
f) 14,0lg   .1,0lg

A F
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10. Să se determine intervalele de monotonie, paritatea, mulţimea valorilor, extremele locale ale funcţiei definite prin formula:
a) |;1|lg)( 2 −= xxf b) .|)1(log|)( 2

2
+= xxf

11. Să se determine )( fD  al funcţiei :: R→Df      a) );2(log)( || += xxf x b) .1|9|lg)( 22 −+−= xxxf

B1

C1

5. Să se selecteze numerele mai mari decât 1:   .120log;01,1log;5,0log 123321,1 −

6. Să se compare 6log
3

 cu .5log3

7. Pentru care valori ale lui x funcţiile  R→Dgf :, , ,log)(),1(log)( 33
xxgxxf =−=  iau valori egale.

8. Să se arate că funcţia  f  este inversabilă și să se determine inversa ei:
a) ;2)(,: 3−∗

+ =→ xxff RR b) ).2(log)(,),2(: 3 −=→∞+ xxff R

9. Pentru care valori ale lui x funcţia R→Df :  ia valori mai mari decât 1, dacă:
a) ;log)( 2,0 xxf = b) ).3lg()( −= xxf

Într-adevăr, DVA al expresiei )(log)(log xgxf aa +  este mulţimea soluţiilor sistemului 
⎩
⎨
⎧

>
>

,0)(
,0)(

xg
xf

iar DVA al expresiei ))()((log xgxfa ⋅  este mulţimea soluţiilor totalităţii sistemelor 

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<
<

⎩
⎨
⎧

>
>

.0)(
,0)(

;0)(
,0)(

xg
xf

xg
xf

În aceste cazuri se pot obţine soluţii străine ecuaţiei date. O situaţie similară este și în cazul în
care expresia )(log)(log xgxf aa −  se înlocuiește cu expresia .

)(

)(
log

xg

xf
a

Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de ecuaţii logaritmice.

 Ecuaţii logaritmice de tipul ∈≠>= Rbaabxfa 1,0,,)(log
Ecuaţia bxa =log  se numește ecuaţie logaritmică fundamentală.
a) Aplicând definiţia logaritmului, obţinem soluţia .bax =

Exemplu. Pentru ecuaţia 2log3 =x  obţinem .932 ==x    Răspuns: }.9{=S

b) Ecuaţia bxa =log  poate fi rezolvată și în alt mod. Exprimăm b ca logaritm în
baza a: .log b

a ab =  Din b

aa ax loglog =  obţinem .bax =
Exemplu. Pentru ecuaţia 2log4 =x  obţinem ⇔= 16loglog 44 x .16=x    Răspuns: }.16{=S

c) Ambele metode pot fi aplicate la rezolvarea ecuaţiilor logaritmice de tipul ,)(log = bxfa

.,1,0 R∈≠> baa

Exemplu. .5
102

,
2
1

312

,012
2)12(log 23 =⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
>⇔

⎩
⎨
⎧

=−
>−⇔=− x

x

x
x

x
x

5.2. Ecuaţii logaritmice
Vom numi ecuaţie logaritmică o ecuaţie în care expresiile ce conţin necunoscuta apar

în baza unor logaritmi și/sau sub simbolul acestora.
De exemplu, ecuaţiile ,2)13(log3 =−x  1)23(log 2

1 =+−− xxx  sunt ecuaţii logaritmice.

Substituind suma )(log)(log xgxf aa +  cu )),()((log xgxfa ⋅  de regulă, DVA al expresiei
)(log)(log xgxf aa +  se modifică.

bservaţie

 Exerciţiu • Să se rezolve în R ecuaţia 2)12(log3 =−x  prin metoda expusă în
secvenţa b) de mai sus.
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 Ecuaţii logaritmice rezolvabile prin metoda grupării
Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .3log)2(log)1(log 2

4

42 xxx −+=−
Rezolvare:

DVA: .1
03

,0)2(

,01
4 >⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
>+

>−
x

x
x

x

 Grupând termenii în mod convenabil, în DVA obţinem

⇔+=+− 4

422 )2(log3log)1(log xxx ⇔+=− 2

22 )2(log)1(3log xxx ,0472 2 =−− xx

cu ,DVA41 ∈=x  .DVA
2
1

2 ∉−=x

Răspuns: S = {4}.

 Ecuaţii logaritmice de tipul 0)(log =xf a

Ecuaţiile logaritmice de acest tip se rezolvă prin metoda utilizării necunoscutei auxiliare.
Prin substituţia ,log txa =  rezolvarea ecuaţiei iniţiale se reduce la rezolvarea ecuaţiilor de
tipul ,log ia tx =  unde ti sunt soluţiile ecuaţiei  f (t) = 0.

Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .012)1(log)1(log 3

2

3 =−+++ xx

Rezolvare:
Efectuând substituţia ,)1(log3 tx =+  obţinem ecuaţia ,0122 =−+ tt  cu soluţiile .4,3 21 −== tt

Rezolvăm totalitatea de ecuaţii ⎢⎣
⎡

−=+
=+

4)1(log
,3)1(log

3

3

x
x

 şi obţinem 
⎢
⎢
⎣

⎡

−=

=

.
81
80
,26

x

x

Aşa cum transformările sunt echivalente, rezultă că aceste numere sunt soluţiile ecuaţiei.

Răspuns: .26;
81
80

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

 Există ecuaţii logaritmice care nu se încadrează în tipurile examinate.

a) Ecuaţii cu logaritmi în baze diferite
Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .2loglog 34 =+ xx

Rezolvare:
Aplicăm formula de schimbare a bazei: ⇔=+ 2

3lg

lg

4lg

lg xx
.10 12lg

3lg4lg2

=x  (Verificaţi!)

Răspuns: .10 12lg

3lg4lg2

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=S

eorema 6 Dacă ,1,0 ≠> aa  atunci ecuaţia )(log)(log xgxf aa =  este echivalentă cu unul

dintre sistemele 
⎩
⎨
⎧

>
=

0)(
)()(

xf
xgxf  sau 

⎩
⎨
⎧

>
=

.0)(
)()(

xg
xgxf

Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia ).3(log)1(log 5

2

5 +=+ xx

Rezolvare:

⎢⎣
⎡

=
−=⇔=−−⇔

⎩
⎨
⎧

>+
+=+⇔+=+

.2
,1

02
01

,31
)3(log)1(log 2

2

2

5

2

5 x
x

xx
x

xx
xx

Răspuns: S = {–1; 2}.

 Ecuaţii logaritmice de tipul )(log)(log xgxf aa =
La rezolvarea ecuaţiilor logaritmice de acest tip vom ţine cont de
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b) Ecuaţii care conţin necunoscuta şi în baza logaritmului, şi sub simbolul acestuia
Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .2)1(log5log 51 =+++ xx

Rezolvare:

DVA: 
⎩
⎨
⎧

≠
−>⇔

⎩
⎨
⎧

≠+
>+

.0
,1

11
,01

x
x

x
x  Deci, ).,0()0,1( ∞+−∈ Ux  Deoarece ,

)1(log
1

5log
5

1 +
=+ xx

obţinem: ⇔=+++ 2)1(log
)1(log

1
5

5

x
x

.41)1(log5 =⇔=+ xx

Răspuns: S = {4}.

 Unele ecuaţii cu necunoscuta sub simbolul logaritmului pot fi rezolvate aplicând
proprietăţile funcţiilor care reprezintă membrii respectivi ai ecuaţiei.

Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .313)2(log6 xx −=+
Rezolvare:
DVA: ).,2( ∞+−∈x  Prin probe, obţinem soluţia x = 4. Așa cum funcţia f, definită prin

formula ),2(log)( 6 += xxf  este strict crescătoare pe DVA, iar funcţia g, definită prin for-
mula ,313)( xxg −=  este strict descrescătoare pe DVA, rezultă că graficele acestor funcţii
au cel mult un punct de intersecţie. Deci, ecuaţia are numai soluţia x = 4.

Răspuns: S = {4}.

Metodele examinate pot fi clasificate astfel:
a) metoda potenţierii, adică trecerea de la ecuaţia )(log)(log xgxf aa =  la ecuaţia

);()( xgxf =
b) metoda utilizării necunoscutelor auxiliare;
c) metoda logaritmării, adică trecerea de la ecuaţia )()( xgxf =  la ecuaţia

).(log)(log xgxf aa =

bservaţie

Exerciţii şi probleme propuse 
Profilul real

A1

Să se rezolve în R ecuaţia (1–4):
1. a) ;4log2 =x b) ;0log

3
1 =x c) ;1log100 =x

d) ;1log 3,0 −=x e) .2log
3

−=x

2. a) ;1)13(log 1,0 −=−x b) ;2)4(log 2

2 =−x c) .6)3(log 2

2
=− xx

3.  Lucraţi în perechi!

a) ;log)2(log 2

33 xx =+ b) );4(log)1(log 1,0

2

1,0 +=−− xxx c) ).2(log)1(log
55

xx =+

4. a) );1lg(5lg)2)1(lg(3 −−=−− xx b) .25lglog4lglog
2
1

2

2
1 +=− xx

Exemplu. Să se rezolve în R ecuaţia .52 13 =−x

Rezolvare:
.10log

3
1

5log135log135log2log52 2222

13

2

13 =⇔+=⇔=−⇔=⇔= −− xxxxx

Răspuns: .10log
3
1

2 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S
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eorema 7 Dacă ,1>a  atunci inecuaţia  )(log)(log xgxf aa >           (1)

este echivalentă cu sistemul 
⎩
⎨
⎧

>
>

).()(
,0)(

xgxf
xg

Dacă ,10 << a  atunci inecuaţia (1) este echivalentă cu sistemul 
⎩
⎨
⎧

<
>

).()(
,0)(

xgxf
xf

 Inecuaţii logaritmice de tipul R∈≠>> aaaxgxf aa 1,0,,loglog )()(
Rezolvarea acestui tip de inecuaţii se bazează pe

Exemplu. Să se rezolve în R inecuaţia ).5(log)13(log 22 xx −>−
Rezolvare:

).5;5,1(
5,1
,5

513
,05

)5(log)13(log 22 ∈⇔
⎩
⎨
⎧

>
<⇔

⎩
⎨
⎧

−>−
>−⇔−>− x

x
x

xx
x

xx

Răspuns: ).5;5,1(=S

5.3. Inecuaţii logaritmice

Să se rezolve în R inecuaţia .15,0
)1(log 1,0 <−x

Rezolvare:
DVA: .101 >⇔>− xx  Fiindcă inecuaţia este de tipul ,1)( <xfa  unde ,, 150 <=a  obţi-

nem inecuaţia echivalentă .0)1(log 1,0 >−x  Aceasta este o inecuaţie logaritmică.

Vom numi inecuaţie logaritmică o inecuaţie în care expresiile care conţin necunoscuta
apar în baza unor logaritmi şi/sau sub simbolul acestora.

De exemplu, inecuaţiile xxxx 2

2,05 ,06lglg,0)13(log,2log ≤−−≥−<
xx xx 11 log)3(log ++ >−  sunt inecuaţii logaritmice.

Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de inecuaţii logaritmice.

10. Să se rezolve în R ecuaţia .|2|)83(log3 xx −=−
11*. Să se rezolve în R şi să se discute după parametrul a, ,R∈a  ecuaţia:

a) ;0,0,2log >>= xaxax xa                   b) ;1)6lg(lg2 =−− xxa                   c) .lglg)2lg(2lg axx =−+

C1

Exerciţiu

 Inecuaţii logaritmice de tipul bxfa <)(log

Această inecuaţie este echivalentă cu totalitatea de sisteme 
⎩
⎨
⎧

>
<<

;)(

,10
baxf

a
 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
>

>

.)(

,0)(
,1

baxf

xf
a

Să se rezolve în R ecuaţia (5–6):
5. a) );5lg(3)35lg( 3 xx −=− b) ;04)2(log3)2(log 3

2

3 =−+−+ xx c) .lglg12 2 xx =−

6. a) ;8log3)27(log)113(log 555 +=−+− xx b) ;5,2log2log 2 −=+ xx c) ;8
9

log9log
2

3

2

3
1

=+ x
x

d) ;4)(loglog2 2

4

2

4 =−− xx e) ;12log)12(log4 =⋅+ xx f) ;03log33log3log2 93 =++ xxx

g) ;025253
2

4
2

2 loglog =⋅ xx h) .2)2(log2)(log 2

22

2 =+−− xxx

7.  (  2014) Rezolvaţi în R  ecuaţia .2)34(log =−xx

8. (  2023) Rezolvaţi în R  ecuaţia .06
27

log2)(log
2

3

2

3 =−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−− x

x

9. (  2024) Rezolvaţi în R  ecuaţia .1)2(log)1(log 22 =−+− xx

B1
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 Rezolvarea inecuaţiilor de tipul 10,,logloglog ≠> aaxhxfxf aaa )()()( <±

Utilizând proprietăţile logaritmilor şi ţinând cont de DVA al inecuaţiei iniţiale, rezolvarea
acestor tipuri de inecuaţii se reduce la rezolvarea inecuaţiilor de tipul bxfa <)(log  sau

).(log)(log xgxf aa <
Similar se rezolvă inecuaţiile logaritmice de tipul ).(log)(log)(log xhxgxf aaa ≤±

Similar, rezolvarea inecuaţiilor de tipul )(log)(log)(log xhxgxf aaa >±  se reduce la
rezolvarea inecuaţiilor de tipul bxfa >)(log  sau ).(log)(log xgxf aa >

 Inecuaţii logaritmice de tipul RR ∈∈< ∗
++ nmbabanmx ,,,,log

Această inecuaţie este echivalentă cu totalitatea de sisteme 

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

>+
>+

⎩
⎨
⎧

<+
<+<

.)(

,1

;)(

,10

anmx

nmx

anmx

nmx

b

b

Exemplu.

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

>++
−>

⎩
⎨
⎧

<++
−<<−

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

+<
>+

⎩
⎨
⎧

+>
<+<

⇔+<⇔< +++

896

,2

;896

,23

)3(8

,13

;)3(8

,130

)3(log8log28log

2

2

2

2
2

333

xx

x

xx

x

x

x

x

x

xxxx

⎢
⎣
⎡

∞++−∈
−−∈

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

∞++−−−−∞∈
−>

⎩
⎨
⎧

+−<<−−
−<<−

⇔
).,223(

),2,3(

),223()223,(

,2

;223223

,23

x

x

x

x

x

x

U

Răspuns: ).,223()2,3( ∞++−−−= US

* Rezolvarea inecuaţiilor logaritmice prin logaritmare
Exemplu. Să se rezolve în *

+R  inecuaţia .100lg2 >xx

Rezolvare:
DVA: ).,0( ∞+∈x  Deoarece în DVA ambii membri ai inecuaţiei iau valori pozitive,

logaritmăm în baza 10 şi obţinem: ⇔> 100lglg lg2 xx .2lg2 2 >x

Deci, ⇔>1lg2 x .0)1)(lg1(lg >+− xx  Obţinem ).,1()1,(lg ∞+−−∞∈ Ux

Deci, 
⎢
⎢
⎣

⎡

>

<<⇔⎢⎣
⎡

>
−<

.10

,
10
1

0
1lg

,1lg

x

x
x
x  Ţinând cont de DVA, ).,10(

10
1

,0 ∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∈ Ux

Răspuns: ).,10(
10
1

,0 ∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛= US

Dacă expresia se logaritmează în baza a, ,1>a  atunci semnul („<”, „≤”,  „>”, „≥”)
inecuaţiei obţinute la logaritmare rămâne acelaşi ca şi în inecuaţia iniţială; dacă expresia
se logaritmează în baza a, ,10 << a  atunci semnul inecuaţiei obţinute la logaritmare se
schimbă în opusul său.

 Reţineţi!

Similar se rezolvă inecuaţiile logaritmice de tipul:
),(log)(log xgxf aa ≥  ),(log)(log xgxf aa <  ),(log)(log xgxf aa ≤              (2)

unde .,1,0 R∈≠> aaa 2
Rezolvarea inecuaţiei logaritmice, de regulă, se reduce la rezolvarea uneia dintre inecuaţiile

(1) sau (2).
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Exerciţii şi probleme recapitulative 
Profilurile umanistic, arte, sport

A

8. (  2011) Rezolvaţi în R inecuaţia .||log
||log1

||log
2 2

2

2

2 x
x

x >
+

+

9. (  2012) Rezolvaţi în R inecuaţia .0|6|log)6112( 7,0

2 ≥+⋅−+ xxx

10. (  2015) Rezolvaţi în R inecuaţia .0)3(log|| 3 ≤− xx

11*. Rezolvaţi în R inecuaţia: a) ;log|1|log|5|log 3
3
13 xxx ≥−−+ b) .0

9

|1|log
2

2,0 >
−

+
xx

x

12*. Fie inecuaţia .0
4

)1(
log

1
2

log2
44

log
2

2

22

2

2 >++⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
++⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +

a

a
x

a
a

x
a

a  Să se determine toate valorile parametrului real a,

astfel încât inecuaţia să fie adevărată pentru orice valori reale ale lui x. (Olimpiada Republicană la Matematică, 2012)

C1

B1

Să se rezolve în R inecuaţia (5-7):

5. a) ;18log2 <x                     b) ;22log1 <− x                     c) ;327log <x                     d) .23log 1 >+x

6. a) ;020)32lg(12)32(lg2 ≤++−+ xx b) ;036log56log2
5
1

2

5
1 >+− xx

c) ;2
log1
1

log1
1

33

<−++ xx
d) .05)1(log)1(log 5,0

22

2 ≤−−−− xx

7.  Lucraţi în grup! a) ;0
3
1

lglog
2

3,0 ≥⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
−

x
x b) ;0

4

)32(log4 <−
−

x

x

c) ;02log)1(log)1(log
1
122 ≤++−−

−
+

x
xxx d) .0

)2ln(

)10ln(6ln 2

<
+

−−
x

x

1. Pentru funcţia :: RR →f a) ;5)32()( +−= xxf      b) ;7)23()( −−= xxf      c) 
53
3

17
2

)( −= xxf

1) să se determine zeroul funcţiei  f ;
2) să se determine intervalul în care  f  ia valori pozitive;
3) să se reprezinte graficul .fG

2.  Lucraţi în perechi! Olga a acumulat suma de 500 de lei. Ea a decis că poate să adauge lunar
la această sumă câte 80 de lei.
a) Să se determine funcţia care descrie dependenţa dintre suma acumulată și numărul de luni.
b) Peste câte luni ea va acumula suma de 1900 de lei, necesară pentru procurarea unui microcalculator?

3. Temperatura solului la suprafaţa pământului este de 20°C, la adâncimea de 2 km, temperatura este de 90°C, iar la
adâncimea de 10 km – de 370°C.
a) Presupunând că dependenţa dintre temperatură și adâncime este liniară, să se determine această funcţie.
b) Să se afle temperatura solului la adâncimea de 3,5 km.

Exerciţii şi probleme propuse 
Profilul real

A1

Să se rezolve în R inecuaţia (1-3):
1. a) ;0)1(log2 <− x b) ;1)1lg( 2 ≤+x

c) ;0)23ln( ≤− x d) ;2)7(log 2

3
1 −>−x

e) ;0)23(log 2

1,0 >+− xx f) .2)2(log 2

3
≥− xx

2.  Lucraţi în perechi!   a) );13(log)1(log 4

2

4 +≥+ xx

b) );85(log)2(log
3
2

3
2 −≤− xx      c) .log)12lg(

10
1 xx >+

3. a) ;12log)3(log 22 ≥−− xx  b) ).1lg(3lg)42lg( +<+− xxx

4. (  2019) Rezolvaţi în R inecuaţia .1)3(log2 ≤−x
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9.  Investigaţi!  Utilizând proprietăţile funcţiilor studiate, inclusiv graficele lor, să se compare:

a) 3 720  cu ;7223 b) 3 91−  cu ;2,913− c) 15)12( −  cu 1;

d) 7
2

3
−

 cu ;4 7
2−

e) π3log  cu ;1,3log3 f) π1,0log  cu .log 2
1,0 π

B
5. Să se determine domeniul de definiţie al funcţiei :: R→Df      a) ;)3()1()( 22

1

++−= xxxf      b) .65)( 2 +−= xxxf

6.  Lucraţi în perechi!  Să se determine intervalele pe care funcţia R→Df :  ia valori pozitive, dacă:

a) ;6)( 2 −+= xxxf           b) ;2
4)( xxf
−

=           c) );2(log)( 6 += xxf           d) .
5
2

3
1

)( −= xxf

7. Înălţimea h (de la podea) la care se află o minge aruncată în sus se determină conform formulei 5,15,0)( 2 +−−= ttth ,
unde t este timpul (măsurat în secunde), ].5,1;0[∈t
a) Să se determine momentul de timp t în care mingea se află la înălţimea maximă.
b) Peste cât timp mingea va cădea pe podea?

8. Într-un râu din America de Sud, nivelul apei s-a ridicat după ploaie. El a început să scadă cu 3 ţoli pe oră (1 ţol = 2,54 cm)
și în momentul de faţă este cu 3 picioare mai sus de nivelul normal (1 picior = 30 cm). Presupunând că nivelul apei scade
uniform, să se scrie funcţia de gradul I ce descrie dependenţa dintre nivelul apei (mai sus de cel normal) și timp. Peste
câte ore nivelul apei va reveni la cel normal?

C

10.  Lucraţi în grup!     Proiect: Aplicaţii ale funcţiei exponenţiale în diverse domenii

Profilul real
A1

1. Utilizând proprietăţile funcţiilor studiate, să se compare:

a) 3 π  cu  ;
5

17
3 b) 3

5

)7,1(
−

 cu  ;)3( 3
5−

c) 
5
2

2
1

⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛

 cu  ;)2( 3−

d) )32(log 9,0 −  cu ;2log 13
9,0 e) 17log

3
 cu .5log3

2. Să se rezolve în R  ecuaţia: a) ;1)3( −=x b) ;5315 2⋅= xx c) ;2)2|(|log
3

−=+x

d) ;21log3log 322 =x e) ;35,02 −=+x f) .242
ππ =+x

3.  Lucraţi în perechi! Să se determine domeniul de definiţie al funcţiei definite prin formula:

a) ;
65

13)(
2 −−

+−=
xx

xxf            b) ;
)2(

1)(
3 2

x
x

xf −
−

=            c) .)1()( 2
1−

+= xxf

4. Pentru circuitul reprezentat se știe că:
.4,3,25,2 21total Ω=Ω=Ω= RRR

Să se determine .3R

5. Folosind datele din desen, să se
determine funcţia respectivă de
gradul II .)( 2 cbxaxxf ++=

1R

2R 3R

O x

y

2

3

4 5

5

2
1

B1

6. (  2024) Rezolvaţi în R inecuaţia .01)13493( ≤−+⋅−⋅ xxx

4. Arenda unui autoturism în SUA pentru o zi depinde de distanţa parcursă și constituie (de exemplu): 41 $ pentru 100 de
mile; 51,8 $ pentru 160 de mile; 63,5 $ pentru 225 de mile.
a) Să se arate că dependenţa dintre costul arendei și numărul de mile parcurse de autoturism este liniară și să se determine
funcţia respectivă.
b) Ce sumă trebuie achitată, dacă autoturismul parcurge 200 de mile?
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Test sumativ II
    Timp efectiv  de lucru:45 de minute

Profilurile umanistic, arte, sport

1. Se știe că este adevărată inegalitatea .)5()5( nm <
Scrieţi în casetă unul dintre semnele <, > astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată.               m    n

2. Fie perechea de numere 31,0 −  și .10 2−  Aflaţi care dintre acestea este mai mare.
3. Determinaţi pentru care valori ale lui x are sens logaritmul: ).65(log 2

2,1 −− xx

4. a) Trasaţi graficul funcţiei .
4
1

)(,:
x

xff ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=→ RR

b) Indicaţi litera A, dacă propoziţia este adevărată, sau litera F, dacă ea este falsă:
„Funcţia  f  este strict crescătoare pe R”.

c) Determinaţi proprietăţile funcţiei  f.

5. Dacă vom aduna vârstele tatălui și a fiicei, vom obţine 52 de ani. Peste 8 ani, valoarea raportului dintre vârsta tatălui și
vârsta fiicei va fi egală cu 3. Aflaţi câţi ani are tatăl și câţi – fiica (iniţial).

Profilul real

1. Indicaţi litera A, dacă propoziţia este adevărată, sau litera F, dacă ea este falsă:
„ |1|log2 x−  are sens pentru R∈x ”.

2. Fie funcţia .5)(,: 1 xxff −=→RR
Scrieţi în casetă unul dintre semnele ∉∈,  astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată.              )25;3(A     .fG

3. Pe parcursul unei perioade de 10 luni ale unui an, veniturile (în mii lei) ale unei firme de vânzare a autoturismelor au variat

conform legii: 
⎩
⎨
⎧

≤<−+−
≤≤+−=

,102,32202

20,2
)( 2 xxx

xx
xf   x – numărul de ordine al lunii.

a) Reprezentaţi graficul veniturilor firmei.
b) Determinaţi:

1) în care dintre aceste 10 luni veniturile firmei au fost maxime; 2) perioadele în care firma a lucrat în pierdere;
3) perioadele de creștere a veniturilor; 4) perioadele de descreștere a veniturilor.

4. Rezolvaţi în R  ecuaţia .1log2)(log4 2

4

2

4 −=+− xx

5. Rezolvaţi în R  inecuaţia .027349 11212 22
≥+⋅− −−+−− xxxx

6. Rezolvaţi în R  ecuaţia ,06236 |||| =+⋅− axx  unde a este parametru real.

8. Un motociclist se deplasează pe un plan înclinat și, parcurgând
o parte a drumului prin aer, ajunge pe un alt plan înclinat. În
baza datelor din desen, să se determine funcţia de gradul II, a
cărei porţiune de grafic reprezintă traiectoria ABC.

9*. Numărul real pozitiv x satisface inegalitatea .log)1(||log||1|||loglog|
3

2733
2

9
xx xxxxxx −≤−−+−

Să se determine numărul .
3
9log3 x

x  (Olimpiada Republicană la Matematică, 2010)

A

B

O x

y

12

C
18

 40
C1

10.  Lucraţi în grup!     Proiect: Aplicaţii ale funcţiei exponenţiale în economie

7. Un delfin sare din apă și urmează traseul: .2036
5 2 +−= xy

a) La ce înălţime maximă deasupra apei ajunge delfinul?
b) Care este distanţa dintre punctele de ieșire și de intrare în apă?

O x

y

A       F

A       F
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Elemente de trigonometrie38MODULUL

*măsurarea unghiurilor folosind diverse unităţi de măsură;
*utilizarea cercului trigonometric la rezolvarea unor exerciţii şi probleme;
*utilizarea în diverse contexte a proprietăţilor funcţiilor trigonometrice şi a funcţiilor trigonometrice inverse;
*identificarea şi utilizarea identităţilor fundamentale ale trigonometriei şi a formulelor trigonometrice în diverse
contexte;
*identificarea ecuaţiilor şi inecuaţiilor trigonometrice şi aplicarea diverselor metode de rezolvare a acestora;
*aplicarea elementelor de trigonometrie în diverse domenii.

Obiective

§1 Funcţii trigonometrice

1.1. Sisteme de măsură pentru unghiuri şi arce.
Generalizarea noţiunilor de unghi şi arc

Ochii înţeleptului văd mai departe.
Proverb românesc

Ştiaţi că...
grecii antici au învăţat primii să determine distanţa

de la ţărm până la corabia din mare? Observaţi desenul
şi argumentaţi cum procedau aceştia.

Concluzie: procedeul poate fi utilizat în situaţii simi-
lare (daţi exemple). Adică, elementele de trigonometrie,
măsurile unghiurilor sunt aplicabile în diverse domenii,
inclusiv în viaţa cotidiană.

Măsura în grade
Se ştie că fiecărui arc circular îi corespunde un unghi la centru unic determinat. În

trigonometrie se folosesc două unităţi de măsură a unghiurilor: gradul şi radianul.
În sistemul de măsură în grade, unitatea de măsură a unghiului este gradul (1°), definit ca

măsura unghiului egal cu a 90-a parte din unghiul drept. Submultiplii săi sunt minutul (1′),
egal cu a 60-a parte din grad, şi secunda (1″) – a 60-a parte din minut.

Deci, 1° = 60′, 1′ = 60″.
Măsura unghiului alungit (desfăşurat) este de 180° (de 2 ori mai mare decât a unghiului

drept); măsura unghiului complet (în jurul unui punct) este de 360°.

Măsura în radiani
Sistemul de măsură în radiani a unghiurilor are la bază următoarea afirmaţie: raportul

dintre lungimea arcului circular, corespunzător unui unghi la centru, şi lungimea razei cercului
este o mărime constantă, care nu depinde de lungimea razei.

45° 90°A B

C

PPPPP Investigaţi!
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Dacă în (1) considerăm l = r, atunci α = 1 radian. Prin ur-
mare, în acest sistem de măsură, unitatea de măsură numită
radian (notat rad) este măsura unghiului la centru, corespunzător
arcului circular de lungimea razei cercului (fig. 8.1).

1. Măsura în radiani (α) a unghiului complet este de 2π rad.
Într-adevăr, aşa cum lungimea cercului este 2πr, rezultă
că ,rad22 ππα == r

r  unde π ≈ 3,1416.

2. Măsura în radiani a unghiului alungit este π rad, iar a
unghiului drept este 

2
π  rad.

Trecerea de la o unitate de măsură la alta a unui unghi se realizează prin relaţia

                                                      
πα

°= 180a ,                              (2)

unde a este măsura în grade, iar α – măsura în radiani a unghiului.

Din (2) rezultă că  ,rad
180

πα ⋅
°

= a  .180°⋅= π
α

a

Unghiuri şi arce orientate
În geometrie, unghiul se consideră ca reuniunea a două semidrepte închise care au

aceeaşi origine, însă acest concept nu poate fi aplicat în unele domenii practice. De
exemplu, nu este suficient să spunem: „Răsuceşte piuliţa cu 30°” – trebuie să indicăm şi
direcţia de rotaţie. Deseori, este necesar să rotim un ax, o cheie cu un unghi mai mare decât
360°. Pentru soluţionarea acestor probleme, vom generaliza noţiunile de unghi şi arc,
examinând unghiuri şi arce orientate.

În plan sunt două sensuri pentru rotaţia unei semidrepte în jurul originii sale: sensul opus
mişcării ácelor de ceasornic, numit sens pozitiv, şi sensul mişcării ácelor de ceasornic, numit
sens negativ. Sensul de rotaţie se arată cu o săgeată (fig. 8.2). Considerăm că unghiul

orientat AOM este generat de semidreapta [OA, care se roteşte în jurul originii
sale. Întrucât orice unghi orientat AOM are una din laturi semiaxa pozitivă
[Ox, considerăm pentru viitor că unghiul AOM este determinat de semidreapta
[OM.  În concordanţă cu sensul rotaţiei semidreptei [OA, vom numi unghiul
AOM (şi arcul pe care îl descrie punctul A) pozitiv sau negativ.

Fie semidreapta [OM formează cu direcţia pozitivă a axei Ox unghiul de
măsură α  ).20( πα <<  Dacă semidreapta [OA mai efectuează n )( *N∈n

rotaţii complete, atunci vom obţine un unghi de măsura nπα 2+  sau ,2 nπα −
după cum rotaţiile se efectuează în sens pozitiv sau negativ. În figura 8.2 sunt
indicate trei unghiuri formate de semidreapta [OK cu semidreapta [OA: un

O

B

A
r

1 radian

Fig. 8.1

l = r

O

K

A

y

x

–1

1

90°
–2

70
°

Fig. 8.2

450°

1

–1

M

Fie l lungimea arcului circular de rază r. Numărul α, egal cu raportul dintre lungimea
arcului circular şi lungimea razei cercului, se numeşte măsura în radiani a arcului
(şi a unghiului la centru, corespunzător acestui arc), adică

.
r
l=α                                                    (1)

efiniţie

Exemple

1. Unghiul de 45° are în radiani măsura .
4180

45 ππα =°
°=

2. Unghiul de 1 radian are în grade măsura .447157
1416,3

1801180 ′′′°≈°≈⋅°= πa

3. Unghiul de 2,5 radiani are în grade măsura .143180
5,2 °≈°⋅= πa

Exemple
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1.2. Funcţiile trigonometrice sinus, cosinus, tangentă, cotangentă, secantă, cosecantă

Să se determine înălţimea unui stâlp de electricitate (perpendicular
pe suprafaţa pământului), folosind numai un instrument de măsurat
lungimea segmentelor.
Rezolvare:
Fie AB înălţimea stâlpului, d – o dreaptă perpendiculară pe AB ce

trece prin punctul A (fig. 8.3). În punctul A1 (A1 ≠ A) amplasăm vertical
(paralel cu AB) o bară rectilinie [A1B1], a cărei lungime este cunoscută.
Vizual, determinăm punctul O pe dreapta d, astfel încât punctele O, B1,
B să fie coliniare. Triunghiurile dreptunghice OA1B1 şi OAB sunt asemenea (Argumentaţi!),

de aceea ,
111 OA

OA
BA

AB =  de unde .
1

11 OA
OA

BA
AB ⋅=  Fiindcă lungimile segmentelor OA1, A1B1,

OA pot fi determinate prin măsurări, vom calcula lungimea segmentului AB.
În baza faptului că în triunghiurile dreptunghice (asemenea) OA1B1,

OAB (fig. 8.3) rapoartele de tipul 
OA
AB

OA

BA
,

1

11  au valoare constantă,

au fost definite noţiunile sinus, cosinus, tangentă, cotangentă pentru
mărimile unghiurilor ascuţite. Anume:

.ctg,tg,cos,sin
AB
OA

OA
AB

OB
OA

OB
AB ==== αααα

Definirea funcţiilor trigonometrice pentru măsura unghiului
arbitrar are ca suport următoarea

unghi de măsura ,rad
2

sau90 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛° π  al doilea – de măsura ,rad
2

5
sau450 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛° π  al treilea –

de măsura .rad
2

3
sau270 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −°− π  În general, măsura oricărui unghi orientat, format de

semidreptele [OK şi [OA în situaţia descrisă, poate fi determinată aplicând formula:
Z∈°⋅+°= nna ,36090  (sau ).,2

2
Z∈⋅+= nnππα

Cerc trigonometric se numeşte cercul de rază 1 cu centrul în originea sistemului de
coordonate.

Vom examina, de regulă, unghiuri determinate de semidreapta OM[  şi de semiaxa pozitivă
[Ox, unde punctul M aparţine cercului trigonometric (fig. 8.2). Vom spune că unghiul AOM

aparţine cadranului I, II, III sau IV, după cum punctul M aparţine cadranului I, II, III sau,
respectiv, IV, iar punctul A aparţine semidreptei [Ox.

În aceste condiţii se obţine o corespondenţă biunivocă dintre mulţimea unghiurilor orien-
tate (mulţimea arcelor) şi mulţimea numerelor reale, având stabilită unitatea de măsură –
gradul sau radianul. Ţinând cont de această corespondenţă, convenim ca prin βα ,  etc. să
se noteze atât unghiul, cât şi măsura lui.

Problemă

O A

d

Fig. 8.3

B

A1

B1

α

Fie M1(x1; y1), M2(x2; y2) puncte într-un sistem cartezian de
coordonate xOy şi .021 ≠⋅ yy  Dacă semidreptele [OM1, [OM2

coincid (M1 ≠ O, M2 ≠ O), atunci

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1 ,,
OM

y

OM

y

OM

x

OM

x

y

x

y

x ===  (fig. 8.4). O

y

x

Fig. 8.4

x2

M2

x1

M1

y1

y2

PPPPP Lemă
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Funcţiile sinus, cosinus, tangentă, cotangentă, secantă şi cosecantă se notează sin, cos,
tg, ctg, sec şi, respectiv, cosec şi se numesc funcţii trigonometrice.

Să se calculeze valorile funcţiilor trigonometrice sin, cos, tg, ctg pentru unghiurile de
măsuri .

3
,

4
3

,0
ππ −

Rezolvare:
Unghiurile 

3
,

4
3

,0
ππ −  sunt determinate respectiv de semidreptele

ODOCOA [,[,[  (fig. 8.6). Aşa cum unghiurile neorientate 1COC  şi 1DOD  au
măsurile de 

4
π  şi, respectiv, 

3
π  radiani, din triunghiurile ,1COC  DOD1  obţinem

,
2
3

,
2
2

111 === DDCCOC  ,
2
1

1 =OD  ceea ce permite să determinăm

coordonatele punctelor respective: ),0,1(A  .
2
3

;
2
1

,
2
2

;
2
2

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
− DC

Astfel, aplicând definiţiile funcţiilor trigonometrice, obţinem:

,
2
2

4
3

sin =π    ,
2
2

4
3

cos −=π    ;1
4

3
ctg

4
3

tg −== ππ

,
2
3

3
sin −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− π    ,

2
1

3
cos =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− π    ,3

3
tg −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− π    ;

3
3

3
ctg −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− π

,00sin =    ,10cos =    ,00tg =  iar 0ctg  nu există.

O

y

x

Fig. 8.6

D1

α1 l1

C1
C

D

A(1; 0)

M1(x1; y1)

P1

1

–1

–1

Fie cercul trigonometric şi unghiul α format de semidreapta [OM cu semiaxa pozitivă
[Ox (punctul M (x, y) aparţine cercului trigonometric) (fig. 8.5).

efiniţii

• Sinusul unghiului ααααα este ordonata punctului M (adică ).sin y=α

• Cosinusul unghiului ααααα este abscisa punctului M (adică ).cos x=α

• Tangenta unghiului ααααα este raportul dintre ordonata şi abscisa

punctului M  (adică ).,
2

,
cos
sin

tg Z∈+≠== kk
x

y ππαα
αα

• Cotangenta unghiului ααααα este raportul dintre abscisa şi ordonata

punctului M   (adică ).,,
sin
cos

ctg Z∈≠== kk
y
x παα

αα

O

y

x

Fig. 8.5

B

α

A(1; 0)

M (x; y) 1

–1

–1

bservaţie Au fost definite, de fapt, funcţii numerice pe submulţimi ale mulţimii  numerelor reale,
deoarece măsura în radiani a oricărui unghi este un număr real.

Se numeşte funcţie:
• sinus – funcţia ;sin)(,: xxff =→ RR
• cosinus – funcţia ;cos)(,: xxff =→ RR

• tangentă – funcţia ;tg)(2\: xxfkkf =→
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+ R,ZR ππ

• cotangentă – funcţia .ctg)(,}{\: xxfkkf =→∈ RZR π

efiniţii

bservaţie În unele cazuri se mai folosesc şi funcţiile:

secantă – funcţia ;cos
1sec)(2\: xxxfkkf ==→

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+ R,ZR ππ

cosecantă – funcţia .sin
1cosec)(}{\: xxxfkkf ==→∈ R,ZR π

PPPPP Reţineţi!

Exerciţiu
rezolvat
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În mod analog se obţin valorile funcţiilor trigonometrice pentru unele unghiuri frecvent
folosite (tabelul 1).

Tabelul 1

α (radiani) 0
6
π

4
π

3
π

2
π

3
2π

4
3π

6
5π π

6
π−

4
π−

3
π−

2
π−

α (grade) 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° –30° –45° –60° –90°

sin α 0
2
1

2
2

2
3 1

2
3

2
2

2
1 0

2
1−

2
2−

2
3− –1

cos α 1
2
3

2
2

2
1

0
2
1−

2
2−

2
3− –1

2
3

2
2

2
1

0

tg α 0
3
3 1 3

nu
exist= 3− –1

3
3− 0

3
3− –1 3− nu

exist=

V
al

o
ar

ea
 

fu
n

c]
ie

i

ctg α nu
exist= 3 1

3
3 0

3
3− –1 3− nu

exist= 3− –1
3
3− 0

1.3. Proprietăţile fundamentale ale funcţiilor trigonometrice

I. Funcţia  f : RRRRR→→→→→RRRRR,  f (x) ===== sin x

1° Domeniul de definiţie. D(sin) = R, fiindcă pentru fiecare α ∈ R se determină în mod
unic ordonata punctului M de pe cercul trigonometric, unde [OM formează unghiul de măsură
α cu semiaxa pozitivă [Ox (fig. 8.7).

2° Domeniul valorilor. E(sin) = [–1, 1]. Incluziunea [–1, 1] ⊇ E(sin) este evidentă,
fiindcă pentru orice α ∈ R avem .1|||sin| ≤= Myα

Incluziunea inversă [–1, 1] ⊆ E(sin) se obţine folosind cercul trigonometric. Pentru orice
a ∈ [–1, 1] examinăm pe axa Oy punctul K(0, a) (fig. 8.7). Dreapta paralelă cu axa Ox ce
trece prin punctul K va intersecta cercul trigonometric cel puţin într-un punct, M. Din construcţie
rezultă că pentru orice unghi α determinat de semidreapta [OM avem sinα = a, adică a este
o valoare a funcţiei sinus. Se obţine E(sin) = [–1, 1].

3° Zerourile funcţiei sinus sunt soluţiile ecuaţiei ,0sin =α  adică y = 0. Se
ştie că punctele au ordonata zero, dacă ele aparţin axei Ox. În figura 8.7, acestea
sunt punctele A şi B. Unghiurile determinate de semidreapta [OA au măsura

,20 k⋅+ π  ,Z∈k  iar cele determinate de semidreapta [OB au măsura ,2 m⋅+ ππ
.Z∈m  Reuniunea acestor două mulţimi numerice este mulţimea }.{ Z∈kkπ

Astfel, zerourile funcţiei sinus sunt numerele }.{ Z∈∈ kkx π
Coordonatele punctului de intersecţie a graficului funcţiei sinus cu axa Oy

sunt determinate de egalitatea sin0 = 0, adică sunt (0; 0).
4° Periodicitatea. Din definiţia funcţiei sinus rezultă că ,sin)2sin()2sin( απαπα =−=+

deoarece unghiurile παα 2, ±  sunt determinate de aceeaşi semidreaptă. Aceasta înseamnă
că numărul π2=T  este perioadă a funcţiei sinus. Să arătăm că π2=T  este perioadă princi-
pală a funcţiei sinus (perioada pozitivă minimă). Presupunând că există o perioadă mai mică T1,
T1 > 0, obţinem .),sin(sin 1 R∈∀+= xTxx  În particular, pentru  x = 0 avem 0 = sin0 = sinT1.
Întrucât numărul T1 este un zerou al funcţiei sinus, el are forma .,1 Z∈= kkT π  Unica valoare
pozitivă de forma ,, Z∈kkπ  mai mică decât 2π, este T1 = π. Dacă π ar fi perioadă, am
obţine .),sin(sin R∈∀+= xxx π  Această relaţie nu este însă adevărată pentru orice .R∈x

O

y

x

Fig. 8.7

α

M
K(0; a)

AB

1

–1

1–1 P
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În baza proprietăţilor funcţiilor periodice, conchidem că este suficient să studiem
proprietăţile, variaţia funcţiei sinus pe orice interval de lungime 2π.

5° Semnul funcţiei sinus coincide cu semnul ordonatei punctului respectiv al
cercului trigonometric. Dacă ),2,2( kk πππα +∈  ,Z∈k  adică unghiul α e din
cadranul I sau II, atunci funcţia sinus ia valori pozitive (fig. 8.8 a). Dacă

,),2,2( Z∈−∈ kkk πππα  adică unghiul α e din cadranul III sau IV, atunci funcţia
sinus ia valori negative (fig. 8.8 a).

6° Paritatea. Dacă semidreapta [OM determină un unghi α, iar semidreapta
[OM ′ determină unghiul –α (fig. 8.8 b), atunci punctele ,, MM ′  ce aparţin cercului
trigonometric, sunt simetrice faţă de axa Ox. În acest caz, se obţine

 ,sin)sin( αα −=−==− ′ MM yy

pentru orice .R∈α  Prin urmare, funcţia sinus este o funcţie impară.
7° Monotonia. În §2 se va demonstra că funcţia sinus este strict crescătoare

pe fiecare din intervalele ,,2
2

,2
2

Z∈⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++− kkk ππππ  cu valori de la –1 până

la 1, şi strict descrescătoare pe fiecare din intervalele ,,2
2

3
,2

2
Z∈⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++ kkk ππππ

cu valori de la 1 până la –1.
8° Extremele. În baza monotoniei funcţiei sinus, punctele ,2

2
kππ +  ,Z∈k  sunt puncte

de maxim local ale acesteia, adică ,,2
2max Z∈+= kkx ππ  şi ,12

2max =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ += kfy ππ  iar punc-

tele ,2
2

3 + kππ  ,Z∈k  sunt punctele ei de minim local, adică ,,2
2

3
min Z∈+= kkx ππ  şi

.12
2

3
min −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ += kfy ππ

9° Graficul funcţiei sinus pe [0, 2π ] se construieşte mai uşor dacă se foloseşte cercul
trigonometric. Pentru a obţine, geometric, valorile aproximative ale funcţiei sinus (fig.
8.9), se va ţine cont că 2π ≈ 6,28.

α1

α2

α3α4α5α6

α7

α8

α9
α10α11 α12 α13

α14

α15

α0 0

1

–1

α1 α2 α6 π
24
πα =

α9
α152

3
12

πα =

2π
3π

4π x

y

Fig. 8.9

xxf sin)( =

De exemplu, pentru 
2
π=x  avem 1

2
sin =π  şi .1

2
sin −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ + ππ  Rezultă că π nu este

perioadă. Astfel, perioada principală a funcţiei sinus este 2π.

Fig. 8.8

O

y

x

+ +

– –

a)

y

xO

M ′

M

– α

+α

b)

Pe intervalele [2π, 4π ], [–2π, 0], … graficul funcţiei sinus se obţine în baza periodicităţii
funcţiei sinus, repetând comportarea acesteia pe [0, 2π ].

II. Funcţia  f : RRRRR →→→→→ RRRRR, f (x) ===== cos x

Proprietăţile funcţiei cosinus se obţin în mod analog cu proprietăţile funcţiei sinus.
1° D(cos) = R.
2° E(cos) = [–1, 1].
3° Zerourile funcţiei cosinus sunt numerele ,2 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+∈ Zkkx ππ  iar graficul ei intersec-

tează axa Oy în punctul (0; 1).

PPPPP Reţineţi!
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4° Funcţia cosinus este periodică, cu perioada principală 2π.
5° Semnele valorilor funcţiei cosinus coincid cu semnele absciselor punctelor cercului

trigonometric: valorile funcţiei cosinus sunt pozitive, dacă unghiul α e din cadranul IV sau I

),,2
2

,2
2

( Z∈⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++−∈ kkk ππππα  şi negative, dacă unghiul α e din cadranul II sau III

).,2
2

3
,2

2
( Z∈⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++∈ kkk ππππα

6° Funcţia cosinus este pară, deoarece dacă semidreptele OM[  şi MO ′[  determină,
respectiv unghiurile α şi –α, atunci punctele MM ′,  ale cercului trigonometric sunt simetrice
faţă de axa Ox şi au aceeaşi abscisă. Deci, .,cos)cos( R∈=− ααα

7° Funcţia cosinus este strict crescătoare pe fiecare din intervalele ],22,2[ kk ππππ ++  Z∈k

(cadranele III, IV), cu valori de la –1 la 1, şi strict descrescătoare pe fiecare din intervalele
Z∈+ kkk ],2,2[ πππ  (cadranele I, II), cu valori de la 1 până la  –1.

8° Pentru funcţia cosinus, punctele ,,2 Z∈kkπ  sunt puncte de maxim local, adică
,,2max Z∈= kkx π  şi ,1)2(max == kfy π  iar punctele ,,2 Z∈+ kkππ  sunt puncte de minim

local, adică ,,2min Z∈+= kkx ππ  şi .1)2(min −=+= kfy ππ
9° O porţiune a graficului funcţiei cosinus este reprezentată în figura 8.10.

III. Funcţia f : D →→→→→ RRRRR,  f (x) ===== tg x

1° .2\(tg)
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZR kkD ππ

2° E(tg) = R.  Pentru orice +∈Ra   există un unghi α, astfel încât tgα = a, deoarece

,
1

tg a
a

OA
AB

OP
MP ====α  ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈

2
,0

πα  (fig. 8.11). Similar, pentru −∈Ra  şi .0,
2 ⎥⎦

⎤
⎜⎝
⎛−∈ πα

Ordonata punctului de intersecţie a semidreptei [OM cu tangenta AB la cercul trigono-
metric în punctul A(1; 0) este tgα, de aceea dreapta AB se numeşte dreapta (axa)
tangentelor. Deci, .tg Bya ==α

3° Zerourile funcţiei tangentă coincid cu zerourile funcţiei sinus: }.{ Z∈∈ kkx π
4° Funcţia tangentă este periodică. Se poate arăta că perioada principală a funcţiei

tangentă este π.

5° Funcţia tangentă ia valori pozitive în cadranele I, III, unde funcţiile sinus şi cosinus
iau valori de acelaşi semn, şi valori negative – în cadranele II, IV, unde funcţiile sinus şi
cosinus iau valori de semne opuse.

6° Funcţia tangentă este impară, deoarece pentru orice (tg)D∈α  obţinem:

.tg
cos
sin

)cos(

)sin(
)tg( αα

α
α
αα −=−=−

−=−

O

y

x

Fig. 8.11

B(1;  a)

α

M

P A

–1

1

1

–1

1

–1

2
π−

2π 3π
α

α+π
x

y

O
2
π

2
3π

π

xxf cos)( =

2
5π

2
7π

Fig. 8.10
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1. Să se determine semnul produsului .
3

5
ctg

3
4

cos
4

tg
3

2
sin

5
2

cos
πππππ=a

Rezolvare:
Constatăm că unghiurile de rad

4
,rad

5
2 ππ  aparţin cadranului I, unghiul de rad

3
2π  –

cadranului II, unghiul de rad
3

4π  – cadranului III, unghiul de rad
3

5π  – cadranului IV.

Deoarece ,0
3

4
cos,0

4
tg,0

3
2

sin,0
5

2
cos <>>> ππππ  ,0

3
5

ctg <π  rezultă că valoarea ex-

presiei a este un număr pozitiv.

2. Să se determine semnul valorii expresiei .
2sin2

9cos10cos
−

°−°

Rezolvare:
Aşa cum ,1801090 °<°<°<°  iar funcţia cosinus pe  [0°, 180°] este strict descrescătoare,

rezultă: .10cos9cos °>°  Deci, ,09cos10cos <°−°  adică numărătorul este negativ. Valoarea
expresiei de la numitor este pozitivă, deoarece sin2 < 1. Prin urmare, valoarea expresiei
iniţiale este un număr negativ.

7° Funcţia tangentă este strict crescătoare pe fiecare din intervalele

,
2

,
2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++− kk ππππ

Z∈k  (fig. 8.12).

8° Funcţia tangentă nu are extreme.
9° O porţiune a graficului funcţiei tangentă este reprezentată în
figura 8.12.O

y

x

1–π
π

2
π

2
3π

2
π−

2
3π−

Fig. 8.12 IV. Funcţia f : D →→→→→ RRRRR,  f (x) ===== ctg x

1° .}{\(ctg) ZR ∈= kkD π

2° E(ctg) = R (fig. 8.13). Abscisa punctului )1,(aB  este
,ctgα  adică ,ctgα=a  de aceea dreapta AB (dreapta tan-

gentă la cerc în punctul A(0; 1)) se numeşte dreapta (axa)
cotangentelor. Deci, .ctg Bxa ==α

3° Zerourile funcţiei cotangentă sunt numerele

.2 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+∈ Zkkx ππ

4° Perioada principală a funcţiei cotangentă este π.
5° Funcţia cotangentă ia valori pozitive în cadranele I, III şi negative – în cadranele II, IV.
6° Funcţia cotangentă este impară:

).ctg(,ctg)(ctg Dxxx ∈−=−
7° Funcţia cotangentă este strict descrescătoare pe fiecare din intervalele (πk, π + πk),
k ∈ Z (fig. 8.14).
8° Funcţia cotangentă nu are extreme.
9° O porţiune a graficului funcţiei cotangentă este reprezentată în figura 8.14.

Următoarele exemple se rezolvă aplicând proprietăţile funcţiilor trigonometrice.

O

y

x

Fig. 8.13

A B(a; 1)

1
α MP

O

y

x–π π
2
π

2
π−

Fig. 8.14

1

Exerciţii
rezolvate
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Fie ,R∈α  M(cosα ; sinα) punctul respectiv pe cercul trigonometric. Coordonatele originii
fiind (0; 0), pentru lungimea segmentului OM (raza cercului trigonometric) se obţine:

.sincos)0(sin)0(cos1 2222 αααα +=−+−=
Astfel, am obţinut identitatea fundamentală a trigonometriei:

            .,1cossin 22 R∈=+ ααα                                           (3)

Înmulţind expresiile din definiţiile funcţiilor tangentă şi cotangentă, obţinem:

1ctgtg =⋅ αα  sau ,
ctg

1
tg αα =  sau .,

2
,

tg
1

ctg Z∈≠= kk
πααα              (4)

Împărţind ambii membri ai identităţii (3) la sin2α, apoi la cos2α, obţinem:

.,2,
cos

1tg1;,,
sin

1ctg1 2
2

2
2 ZZ ∈+≠=+∈≠=+ kkkk ππα

α
απα

α
α         (5)

1.4.  Identităţile fundamentale ale trigonometriei

7. Să se calculeze:
a) ;tg6

2
sin20cos3 ππ +−° b) ;0cos290ctg

2
1

270sin °−°+°

c) ;45cos90sin460cos06tg °°−°° d) .30sin30tg
3
1

06cos °⋅°+°

Exerciţii şi probleme propuse 
Profilul real

A1

1. Să se exprime în radiani măsura unghiului:
a)  45°,  20°,  110°; b)  60°,  –78°,  270°; c)  –120°,  –31°,  180°; d)  150°,  –218°,  –90°.

2. Să se exprime în grade măsura unghiului:

a) ;
4

3
,

2
,

3
πππ − b) ;2,

5
3

,
6

πππ − c) ;
2

,
4

,
7

2 πππ − d) .2
3,18,4
πππ −

3. Să se calculeze valoarea expresiei:
a) ;45sin270cos90sin 2 °−°+° b) ;

3
ctg

6
costg 2 πππ +−

c) ;2sin
6

ctg2
4

tg5 2 πππ +− d) .
2

ctg
6

0,5tg
2

3
4sin 2 πππ ++−

4.  Investigaţi!  Este posibil ca sinusul şi cosinusul unuia şi aceluiaşi unghi să fie egale respectiv cu:

a) 
2
1  şi ;

2
3−                b) 

25
7−  şi ;

25
24−                c) 0,3 şi 0,9;               d) 

3

2  şi ?
3

1−

5.  Investigaţi!  Este posibil ca tangenta şi cotangenta unuia şi aceluiaşi unghi să fie egale respectiv cu:

a) 
3
2  şi ;

2
3−                b) 

7
3−  şi ;

3
7−                c) 

2
3  şi ;

3
32                d) 25 −  şi ?25 +

6. Să se aducă la forma cea mai simplă expresia:

a) ;costgsincoscos 442 ααααα ⋅++− b) ;coscossinsin 33 αααα +−− c) ;5
ctg1

4

tg1

4
22

−
+

+
+ αα

d) );sin1)(sin1)(ctgtg( αααα +−+ e) );tg1)(cos1( 22 xx +− f) .coscossin 424 xxx −+

B1
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1°

20. Să se afle mulţimea valorilor funcţiei definite prin formula:
a*) ;cos3)( xxf = b*) ;

sin
1

)(
x

xf = c*) ;
cos

4
)(

x
xf = d) .3sin2)( −= xxf

21*. Să se reprezinte grafic funcţia definită prin formula:

a) ;
2

cos)( ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −= xxf
π b) ;2sin3)( xxf = c) |;cos|)( xxf = d) .|sin|

2
1

)( xxf =

8. Să se calculeze valoarea expresiei:

a) ;cos
2

cos
3

cos
4

cos ππππ +++=E b) .
2

ctg
3

ctg
4

ctg
6

ctg
ππππ +++=E

9. Să se determine ,ctg,tg,cos,sin αααα  dacă:

a) 
5
4

cos =α  şi ;
2

,0 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∈ πα b) 5,1ctg =α  şi α  aparţine cadranului III;

c) 
3
1

sin =α  şi ;,
2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛∈ ππα d) 2tg =α  şi .

2
,0 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛∈ πα

10. Să se afle lungimea ipotenuzei şi măsurile unghiurilor unui triunghi dreptunghic care are catetele de:
a) 4 cm şi 34  cm; b) 1 cm şi 3  cm.

11.  Lucraţi în perechi!  Să se afle măsurile unghiurilor rombului cu latura de 2 cm şi înălţimea de 2 cm.

C1

12. Care este distanţa dintre doi oameni de înălţimea 1,7 m,
dacă unul îl vede pe celălalt sub un unghi de 1°?

13. Să se exprime în radiani unghiurile unui triunghi isoscel care are un unghi de 30°.

14. O roată are 90 de dinţi. Să se exprime în radiani unghiul de rotaţie al roţii dacă ea se roteşte cu:
a) 30 de dinţi;        b) 40 de dinţi;        c) 60 de dinţi;        d) 100 de dinţi.

15. Să se determine domeniul de definiţie al funcţiei :: R→Df

a) ;
2

ctg)(
x

xf =                    b) ;
2tg
1

)(
x

xf =                    c) .ctgtg)( xxxf ⋅=

16. Să se determine semnul produsului .
4

5
ctg)10cos(

3
5

sin110cos ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−°−° ππ

17. Fie funcţia .
2

tgcossin)(,:
x

xxxfDf =→R  Să se calculeze:

a) ;
2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− π

f                    b) ;
3 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− π

f                    c) ;
3

2
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛− π
f                    d) .

3
5

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ π
f

18.  Investigaţi!  Folosind monotonia funcţiilor trigonometrice, să se determine semnul valorii expresiei:

a) ;
)20sin()10sin(

160tg100tg

°−−°−
°−°                    b) ;

10cos15sin

105tg111tg

°−°
°−°                    c) .

2tg
6

5
tg

3
sin1sin

−

−

π

π

19.  Investigaţi!  Să se determine paritatea funcţiei definite prin formula:

a) ;cossin)( xxxf +=                    b) ;2sin)( 2 += xxf                    c) .sin2sin)( 3xxxf +=
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1. .sinsin
2

sincos
2

cos
2

cos tttt =+=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − πππ

2. Substituind în formula din exemplul 1 t cu ,
2

t−π  obţinem

.cos
22

cos
2

sin ttt =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − πππ

Vom deduce formula pentru ),sin( βα −  aplicând formula (5) şi cele din exerciţiile rezolvate
1 şi 2:

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−=− βαπβαπβα

2
cos)(

2
cos)sin(

.sincoscossinsin
2

sincos
2

cos βαβαβαπβαπ −=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −=

Astfel, am obţinut formula:
βαβαβα sincoscossin)sin( −=− , pentru orice ., R∈βα                 (6)

Exerciţii
rezolvate

§2 Transformări ale expresiilor trigonometrice
2.1. Formule pentru funcţiile trigonometrice ale sumei şi diferenţei de unghiuri

O

y

x

α A(1; 0)

M2(cosβ ; sinβ)

M1(cosα; sinα)

C(cos(α−β); sin(α−β))

α−β

β

Fig. 8.15

1

–1

–1

a) Fie ,βα ≥  ),2,0[, πβα ∈  ,)(m 2 β=∠AOM

,)(m 1 α=∠AOM  unde ),sin;(cos),0;1( 1 ααMA

)sin;(cos2 ββM  sunt puncte de pe cercul trigonometric (fig. 8.15).
Să calculăm ).cos( βα −  Fie C un punct pe cercul trigonomet-

ric, astfel încât .
212 AMACMCAM lll

eee
−=  Aceasta înseamnă că

.)(m βα −=∠AOC

Aşa cum arcele CAM2  şi 12CMM  au aceeaşi măsură, rezultă
că şi coardele ce le subîntind sunt congruente, adică .21 MMAC =
Ţinând seama de coordonatele punctelor ),0;1(A  ),sin;(cos2 ββM

)),(sin);(cos( βαβα −−C  )sin;(cos1 ααM  şi aplicând for-
mula distanţei dintre două puncte, obţinem:

=−−+−−= 222 )0)(sin()1)(cos( βαβαAC

);cos(22)(sin1)cos(2)(cos 22 βαβαβαβα −−=−++−−−=              (1)
−++−=−+−= αββααβαβα 222222

21 sincoscoscos2cos)sin(sin)cos(cosMM
).sinsincos(cos22sinsinsin2 2 βαβαββα +−=+−                                  (2)

Din (1) şi (2) obţinem: .sinsincoscos)cos( βαβαβα +=−                                         (3)

b) Fie ).2,0[,, πβααβ ∈>  Deoarece funcţia cosinus este pară, rezultă că
).cos()cos( αββα −=−  Aplicând formula (3), obţinem:

.sinsincoscossinsincoscos)cos()cos( βαβααβαβαββα +=+=−=−
Se ştie că orice numere reale **, βα  (care sunt măsurile unor unghiuri în radiani) pot fi

scrise sub forma ,2* += kπαα  ,,,2* Z∈+= nknπββ  unde ).2,0[, πβα ∈  Astfel, pentru
orice numere reale ,, βα  ţinând cont de periodicitatea funcţiilor sinus, cosinus, obţinem
formula:

βαβαβα sinsincoscos)cos( +=− , pentru orice ., R∈βα                (4)

Deoarece ),sin(sin)cos(cos)](cos[)cos( βαβαβαβα −+−=−−=+  luând în consi-
derare paritatea funcţiilor trigonometrice respective, obţinem:

βαβαβα sinsincoscos)cos( −=+ , pentru orice ., R∈βα                (5)
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2.2. Formulele de reducere
Se ştie că orice unghi β măsurat în radiani poate fi scris sub forma ,

2
απβ += k

.
2

0,
πα <≤∈Zk  Atunci, în baza formulelor din secvenţa 2.1, calculul valorilor funcţiilor

trigonometrice pentru un unghi arbitrar β poate fi redus la calculul valorilor lor pentru un
unghi ascuţit α.

1. .sinsin1sincoscossin)sin( ααπαπαπα −=⋅−=+=+

2. ;cossin
2

coscos
2

sin
2

sin ααπαπαπ =+=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +

.sinsin
2

sincos
2

cos
2

cos ααπαπαπ −=−=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +

3. .tg
sin

cos

2
cos

2
sin

2
tg

2
3tg

2
7

tg αα
α

απ

απ

απαππαπ −=
−

=
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +
=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +

Pentru facilitarea calculului valorilor funcţiilor trigonometrice, pot fi aplicate două reguli,
numite reguli de reducere:
1) valoarea absolută a oricărei funcţii trigonometrice de unghiul ,

2
απβ ±= k  ,Z∈k

este egală cu valoarea absolută a funcţiei trigonometrice de acelaşi nume de unghiul α
pentru k număr par şi este egală cu valoarea absolută a cofuncţiei trigonometrice
corespunzătoare de unghiul α pentru k număr impar;

2) semnul rezultatului coincide cu semnul valorii funcţiei trigonometrice iniţiale, ţinând cont

de cadranul în care se află unghiul απ ±k2
 şi considerând că ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈

2
,0

πα  (indiferent de
măsura unghiului α).

Să se calculeze .1020sin °
Rezolvare:

,
2
3

30cos)301190sin(1020sin −=°−=°+⋅°=°  deoarece k = 11 este număr impar şi
1020° aparţine cadranului IV, unde valoarea funcţiei sinus este număr negativ.

Exemple

bservaţie Funcţia sin (respectiv, funcţia tg) se numeşte cofuncţie a funcţiei cos (respectiv, a funcţiei
ctg), şi invers.

PPPPP Reţineţi!

Exerciţiu
rezolvat

Exerciţiu
rezolvat

Să se calculeze .
12
7

sin
π

Rezolvare:

).26(
4
1

2
2

2
1

2
2

2
3

4
sin

3
cos

4
cos

3
sin

43
sin

12
7

sin +=⋅+⋅=+=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ += πππππππ

Utilizând formulele (4)–(7), se deduc formulele:

                 ,
tgtg1

tgtg
)(tg βα

βαβα
−

+=+          ,tgtg1
tgtg)(tg βα

βαβα +
−=−                       (8)

pentru orice ,, R∈βα  astfel încât există tangentele respective
şi .0tgtg1 ≠± βα

 Exerciţiu Deduceţi formulele (8), aplicând formulele (4)–(7).

Înlocuind în (6) β  cu β−  şi aplicând proprietăţile funcţiilor trigonometrice, obţinem
(Demonstraţi!) următoarea formulă:

βαβαβα sincoscossin)sin( +=+ , pentru orice ., R∈βα                 (7)



171

M
O

D
U

LU
L

8Elemente de trigonometrie

2.3. Formule pentru funcţii trigonometrice ale multiplilor unui unghi
Considerând αβ =  în formulele (5) şi (7), obţinem:

,sincos2cos 22 ααα −=  ,cossin22sin ααα =                           (9)

numite formule ale cosinusului şi sinusului unghiului dublu.
Considerând αβ =  în prima dintre formulele (8) şi tgα, tg2α definite, obţinem următoarea

formulă pentru tangenta de unghi dublu:

.,
4

)12(
,

2

)12(
,

tg1

tg2
2tg

2
Z∈+≠+≠

−
= n

nn παπα
α

αα                   (10)

Pentru funcţiile trigonometrice de unghi triplu avem formulele:

,sin4sin33sin 3ααα −=  .cos3cos43cos 3 ααα −=                     (11)

 Exerciţiu Deduceţi formulele (10) şi (11).

Vom deduce două formule, numite formule de micşorare a exponentului puterii
funcţiilor trigonometrice:

                 (12)

Aplicând formulele (12), putem micşora puterile cu exponent par ale funcţiilor tri-
gonometrice, reducându-le la cele de gradul I.

ααα 22 sincos2cos −=

1cos22cos 2 −= αα                      αα 2sin212cos −=

2
2cos1cos2 αα +=                       2

2cos1sin2 αα −=

 =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −+=+=
+

=
43

cos
2
1

2
1

12
cos

2
1

2
1

2
12

cos1

24
cos2 πππ

π
π

).62(
8
1

2
1

2
2

2
3

2
2

2
1

2
1

2
1

4
sin

3
sin

4
cos

3
cos

2
1

2
1 ++=⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
⋅+⋅+=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++= ππππ

PPPPP Reţineţi!

Exemplu

2.4*. Formulele de transformare a sumelor în produse (opţional)

Avem +−+=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++=+

2
cos

2
sin

22
sin

22
sinsinsin

βαβαβαβαβαβαβα

 .
2

cos
2

sin2
2

sin
2

cos
2

cos
2

sin
2

sin
2

cos
βαβαβαβαβαβαβαβα −+=−+−−++−++

Deci,             
2

cos
2

sin2sinsin
βαβαβα −+=+ , pentru orice ., R∈βα

Similar,
2

sin
2

cos2sinsin
βαβαβα −+=−

2
cos

2
cos2coscos

βαβαβα −+=+                                 (13)

,2sin2sin2coscos βαβαβα −+−=−

 pentru orice ., R∈βα

 Exerciţiu Deduceţi formulele (13).
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2.5. Formulele substituţiei universale
Avem 

2
cos

2
sin2sin

ααα =   (14)  şi  1
2

cos
2

sin 22 =+ αα   (15).

Împărţind membrul drept al egalităţii (14) la expresia ,
2

cos
2

sin 22 αα +  fiind egală cu 1,

obţinem 

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

sin
22 αα

αα
α

+
=   (16).

Împărţind în membrul drept al egalităţii (16) numărătorul şi numitorul la 
2

cos2 α , obţinem:

.,)12(,

2
tg1

2
tg2

sin
2

Z∈+≠
+

= nn παα

α
α                              (17)

Similar, din 
2

sin
2

coscos 22 ααα −=   (18), împărţind membrul drept al acestei egalităţi la

expresia ,
2

cos
2

sin 2 αα +  fiind egală cu 1, obţinem: 

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

cos
22

22

αα

αα
α

+

−
=  (19).

Împărţind în membrul drept al egalităţii (19) numărătorul şi numitorul la 
2

cos2 α , obţinem:

.,)12(,

2
tg1

2
tg1

cos
2

2

Z∈+≠
+

−
= nn παα

α
α                              (20)

Din (17) şi (20) obţinem (Deduceţi!):

Să se aducă la forma cea mai simplă expresia .
4

3
cos

4
sin ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −+⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ + xx

ππ

Rezolvare:

4
sin

4
sin

42
cos

4
sin

4
3

cos
4

sin xxxxxx =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −++⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + πππππππ

.sin2sin
2
2

2
4

cossin2
4

sin
4

sin xxxxx ===⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ += πππ

Formulele (13) au o aplicaţie importantă la demonstrarea monotoniei funcţiilor trigo-
nometrice (a se vedea §1).

Fie .
22 21

πααπ ≤<≤−  Pentru diferenţa 12 sinsin αα −=A  se obţine

.
2

cos
2

sin2 2112 αααα +−=A  Deoarece ,
2

,0
2

12

⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛∈− παα  ,

2
,

22
12 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛−∈+ ππαα  rezultă că

,0
2

sin 12 >−αα
 .0,0

2
cos 21 >>+

A
αα

Prin urmare, 12 sinsin αα >  şi funcţia sinus pe intervalul indicat este strict crescătoare.
În mod analog poate fi demonstrată monotonia funcţiilor cosinus, tangentă, cotangentă

(expusă în §1). (Demonstraţi!)

Exerciţiu
rezolvat

Formulele (17), (20), (21) şi (22) se numesc formulele substituţiei universale, care
permit exprimarea αααα ctg,tg,cos,sin  prin .

2
tg

α

.,
2

)12(
,)12(,

2
tg1

2
tg2

tg
2

Z∈+≠+≠
−

= n
n

n
παπαα

α
α    (21)   .,)12(,,

2
tg2

2
tg1

ctg

2

Z∈+≠≠
−

= nnn παπαα

α
α   (22)
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Exerciţii şi probleme propuse 
Profilul real

A1

1.  Lucraţi în perechi!  Să se calculeze:
a) ,2tg,2cos,2sin),sin(),sin(),cos(),cos( αααβαβαβαβα +−+−  ştiind că

,
5
4

cos =α  ,2,0 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∈ πα  şi ;2,0,4
3sin ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛∈= πββ

b) ,2tg,2tg),(tg),(tg βαβαβα −+  ştiind că ,2,0,17
15cos ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛∈= παα  şi ,

4
1

cos =β  .
2

,0 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∈ πβ

2. Să se calculeze: a) ;40sin50cos40cos50sin °°+°° b) ;
10

sin
15
4

sin
10

cos
15
4

cos
ππππ +

c) );70sin(110cos70cos110sin °−°−°° d) .
10

sin
7

sin
10

cos
7

cos
ππππ −

3.  Investigaţi!  Să se determine dacă există un unghi α, astfel încât:
a) ;

5
4

cos,
5
3

sin == αα      b) ;
41
8

cos,
41
40

sin == αα      c) ;25,1ctg,
5
4

tg == αα      d) .25ctg,25tg +=−= αα

15. Să se arate că dacă în ∆ABC:
a) ,sinsincoscos CBCB +=+  atunci triunghiul este dreptunghic;
b) ,cossincossin CCBB +=+  atunci triunghiul este dreptunghic
sau isoscel;
c) ,

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

ABBA =  atunci triunghiul este isoscel;

d) ,
2
3

)cos(coscos =+−+ BABA  atunci triunghiul este echilateral.

C1

B1

4. (  2012) Calculaţi valoarea expresiei:

,
cos

sin1
sin

cos1 22

x
x

x
x −+−  dacă .,

2 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∈ ππ
x

5. (  2022) Fie expresia .)1(cos)1(cos)( 22 −++= xxxE

Arătaţi că valoarea expresiei )15(32 °⋅ E  este un număr
natural.

6. (  2016) Calculaţi valoarea expresiei:

,)2sin(
12
5

tg
5
4

)( ααα +=E

dacă 
5
4

cos −=α  şi .
2

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−∈ ππα

7.  Lucraţi în perechi!  Să se aducă la forma cea mai
simplă expresia:
a) ;1sin2cos 22 −+ αα b) ;ctg2cossin2 ααα

c) ;2ctg2cos2sin 222 ααα ++ d) );1(sintg 22 −αα

e) ;
sin

cos1
cos1

sin
α

α
α

α −+
− f) .

cos
12sin2cos

α
αα ++

16. Să se afle înălţimea trapezului dreptunghic
circumscris unui cerc, dacă măsura un-
ghiului ascuţit al trapezului este a, iar pe-
rimetrul lui este P.

17.  Investigaţi! Utilizând internetul, să
se aducă exemple din diverse domenii de
aplicare a elementelor de trigonometrie.

8. Utilizând formulele de micşorare a exponentului puterii,
să se aducă la forma cea mai simplă expresia:
a) ;cossin 22 αα ⋅               b) ;2cossin2 αα −
c) .2coscos2 αα +

9. Să se afle ,cossin αα  dacă .,6,0cossin R∈=+ ααα
10. Să se afle ,ctgtg 22 αα +  dacă

.
2

\,5,2ctgtg
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈=+ ZR n

nπααα

11. Să se afle ααα tg,cos,sin  şi ,ctgα  dacă:

a) ;5,1
2

tg =α                     b) .5,0
2

tg −=α

12. Să se afle ααα tg2,2cos,2sin  şi ,ctg2α  dacă .
7
1

tg =α

13. Să se demonstreze identitatea:

a) ;
4

sin
4

cos ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − απαπ

b) .
4

tg
4

ctg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + απαπ

14. Să se demonstreze că: a) ),tg1(coscossin)ctg1(sin 33 αααααα +−=−+  dacă ;
2

\
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈ ZR n

nπα

b) ,
tg

2
cos1
cos1

cos1
cos1

αα
α

α
α =

+
−−

−
+  dacă ;

2
,0 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛∈ πα

c) ,
2ctg

1
3cos2cos2cos
3sin2sin2sin

αααα
ααα =

++
++  dacă .,

24
Z∈+≠ n

nππα
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x 3−  1−  
3
3

−  0 
3
3

 1 3  

arctg x 
3
π−  

4
π−  

6
π−  0 

6
π  

4
π  

3
π

 

arcctg x 
6

5π
 

4
3π

 
3

2π
 

2
π

 
3
π

 
4
π

 
6
π

 

Tabelul 3

§3 Ecuaţii trigonometrice
3.1. Funcţii trigonometrice inverse

Vom examina funcţiile trigonometrice numai pe domeniile unde ele sunt inversabile. Anume,
vom examina funcţiile:

;sin)(],1,1[
2

,
2

: 11 xxff =−→⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ππ   ;cos)(],1,1[],0[: 22 xxff =−→π

;tg)(,
2

,
2

: 33 xxff =→⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛− Rππ   .ctg)(,),0(: 44 xxff =→ Rπ

Inversele lor se notează respectiv cu arcsin, arccos, arctg, arcctg şi se citesc „arcsinus”,
„arccosinus”, „arctangentă”, „arccotangentă”.

Aşadar, în baza definiţiei funcţiei inverse, obţinem:

;
2

,
2

],1,1[,sinarcsin ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈−∈=⇔= ππ

yxxyyx                    (1)

];,0[],1,1[,cosarccos π∈−∈=⇔= yxxyyx                         (2)

;
2

,
2

,,tgarctg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈∈=⇔= ππ
yxxyyx R                             (3)

).,0(,,ctgarcctg π∈∈=⇔= yxxyyx R                                (4)

1. ,
62

1
arcsin

π=  fiindcă ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈

2
,

26
πππ  şi ;

2
1

6
sin =π

2. ,
3

2
2
1

arccos
π=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛−  deoarece ],0[

3
2 ππ ∈  şi .

2
1

3
2

cos −=π

x –1 
2
3−  

2
2−  2

1−  0 
2
1  

2
2  

2
3  1 

arcsin x 
2
π−  

3
π−  

4
π−  

6
π−  0 

6
π  

4
π  

3
π  

2
π  

arccos x π  
6

5π  
4

3π  
3

2π  
2
π  

3
π  

4
π  

6
π  0 

Funcţiile arcsin: ;arcsin)(,
2

,
2

]1,1[ 1 xxg =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−→− ππ

arccos: ],,0[]1,1[ π→− ;arccos)(2 xxg =

arctg: ;arctg)(,
2

,
2 3 xxg =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛−→ ππR

arcctg: ),,0( π→R  ,arcctg)(4 xxg =
se numesc funcţii trigonometrice inverse.

efiniţie

Exemple

Pentru determinarea valorilor funcţiilor trigonometrice inverse se pot folosi tabelele de
valori ale funcţiilor sinus, cosinus, tangentă, cotangentă (tabelul 1, secvenţa 1.2) pe intervalele
respective, schimbând rolurile valorilor argumentelor şi valorilor funcţiilor (tabelele 2 şi 3):

Tabelul 2



175

M
O

D
U

LU
L

8Elemente de trigonometrie

Se poate demonstra că:
;,arcsin)arcsin( R∈−=− xxx ;,arctg)arctg( R∈−=− xxx

;,arccos)arccos( R∈−=− xxx π .,arcctg)arcctg( R∈−=− xxx π

Din definiţia funcţiilor trigonometrice inverse şi din relaţiile (1)–(4) rezultă relaţiile
(identităţile) (5)–(9):

.
2

,
2

,)arcsin(sin];1,1[,)sin(arcsin ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈=−∈= ππ

xxxxxx (5)

].,0[,)arccos(cos];1,1[,)cos(arccos π∈=−∈= xxxxxx (6)

.
2

,
2

,)arctg(tg;,)tg(arctg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈=∈= ππ
xxxxxx R (7)

).,0(,)arcctg(ctg;,)ctg(arcctg π∈=∈= xxxxxx R (8)

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−∈=+

−∈−=
−∈−=

].1,1[,
2

arccosarcsin

];1,1[,1)cos(arcsin

];1,1[,1)sin(arccos
2

2

xxx

xxx

xxx

π
(9)

Exerciţiu
rezolvat

Să se afle domeniile de definiţie ale funcţiilor ,:, R→Dhf  ),12arccos()( −= xxf

.
22

3
arctg)(

−
−=

x
x

xh

Rezolvare:
În baza definiţiei funcţiei arccosinus, avem ,1121 ≤−≤− x  de unde .10 ≤≤ x  Astfel,

D ( f ) = [0, 1]. Argumentul funcţiei arctangentă poate lua orice valoare reală, deci este
suficient ca numitorul raportului 

22
3

−
−

x
x  să nu ia valoarea 0. Astfel, ).,1()1,()( ∞+−∞= UhD

3.2. Ecuaţii trigonometrice
Se ştie că aria suprafeţei laterale a unei piramide triunghiulare
regulate este de 2 ori mai mare decât aria bazei. Să se afle
măsura CDB∠  al triunghiului isoscel CDB (fig. 8.16).
Rezolvare:
Fie ,)(m, α=∠= CDEaAB  unde BCDE⊥ .

Avem 
4

32 ⋅= a
bA  şi .DEbl ⋅= PA  Aşa cum ,

2
a

CE =  din triun-

ghiul CED )90)(m( °=∠E  obţinem: ,ctgα=
CE
DE  .ctg

2
ctg αα ⋅=⋅= a

CEDE

Deoarece ,2 bl AA =  obţinem ⇔⋅⋅=⋅
4

3
2ctg

2
3

2aa
a α .

3
3

ctg =α

Astfel, problema s-a redus la rezolvarea ecuaţiei ,
3
3

ctg =α  care este o ecuaţie
trigonometrică.

Rezolvând această ecuaţie (în continuare vom studia metoda ei de rezolvare) şi luând în

considerare că CDE∠  este ascuţit, obţinem .60
33

3
arcctg)(m °===∠ π

CDE

Deci, .120)(m2)(m °=∠⋅=∠ CDECDB            Răspuns: 120°.

Problemă

C

D

A
B

E

α

Fig. 8.16

 Exerciţiu Trasaţi graficele funcţiilor trigonometrice inverse, ştiind că ele sunt
simetrice graficelor funcţiilor trigonometrice respective ((1), (2), (3),
(4)), faţă de bisectoarea cadranelor I şi III. (Indicaţie. Vezi p. 193.)



176

M
O

D
U

LU
L

8 Elemente de trigonometrie

 Ecuaţii trigonometrice fundamentale

 Ecuaţia sin x ===== a
DVA: x ∈ R. Vom ilustra rezolvarea ecuaţiei date folosind cercul

trigonometric. Fie cercul trigonometric şi dreapta y = a (fig. 8.17).
Soluţiile ecuaţiei sin x = a sunt măsurile unghiurilor (în radiani
sau în grade) formate de semiaxa pozitivă [Ox cu semidreptele

21 [,([ OMOM ) corespunzătoare punctelor pe cerc care au ordo-
nata a. Deci, dacă | a | > 1, ecuaţia sin x = a nu are soluţii.

Dacă a = 1, atunci unicul punct care are ordonata 1 (punctul de
intersecţie a cercului cu dreapta y = 1) este B2(0; 1). Prin urmare, o
soluţie particulară a ecuaţiei sin x =1 este .

20

π=x  Luând în calcul
periodicitatea funcţiei sinus, obţinem toate soluţiile ecuaţiei sin x = 1:

Z.∈+= nnx ,2
2

ππ                                              (10)

Similar, pentru a = –1 (punctul B1(0; –1)) obţinem toate soluţiile
ecuaţiei sin x = –1:

Z.∈+−= nnx ,2
2

ππ                                            (11)

Dacă a = 0, atunci pe cerc există punctele A1(1; 0) şi A2(–1; 0) cu ordonata 0. Astfel,
soluţii particulare ale ecuaţiei  sin x = 0  sunt  x1 = 0  şi  x2 = π.

Ţinând seama de periodicitatea funcţiei sinus, obţinem toate soluţiile ecuaţiei sin x = 0:
,,2,,20 ZZ ∈+=∈+= nnxnnx πππ  sau reuniunea lor:

., Z∈= nnx π                                                   (12)

Dacă ),1,0()0,1( U−∈a  atunci dreapta y = a intersectează cercul trigonometric
(fig. 8.17) în două puncte, M1 şi M2, cu ordonata a. Aceste puncte sunt simetrice faţă de axa
ordonatelor. Deci, soluţii particulare ale ecuaţiei sin x = a sunt ,arcsin1 ax =  .arcsin2 ax −= π
În baza periodicităţii funcţiei sinus, obţinem formulele de calcul al tuturor soluţiilor ecuaţiei
sin x = a pentru :)1,0()0,1( U−∈a

⎢⎣
⎡

∈+−=
∈+=

.,2arcsin
,,2arcsin

Z
Z
nnax

nnax
ππ

π

Aceste formule pot fi unite într-una singură:
.,arcsin)1( Z∈+−= kkax k π                                     (13)

Observăm că din (13), pentru a = 1, a = –1, a = 0, obţinem respectiv soluţiile (10)–(12).
Prin urmare, (13) este formula de calcul al tuturor soluţiilor ecuaţiei trigonometrice fundamen-
tale sin x = a, ].1,1[−∈a

Ecuaţiile care conţin necunoscuta numai la argumentul funcţiilor trigonometrice se
numesc ecuaţii trigonometrice.

efiniţie

Ecuaţiile trigonometrice de tipul sinx = a, cosx = a, tgx = a, ctgx = a, unde ,R∈a  se
numesc ecuaţii trigonometrice fundamentale.

efiniţie

Să determinăm formulele de calcul al soluţiilor ecuaţiilor trigonometrice fundamentale.
Sunt posibile două modalităţi de ilustrare a soluţiilor acestor ecuaţii:

1) folosind cercul trigonometric;
2) utilizând graficele funcţiilor trigonometrice.

O

y

x
A1(1; 0)

M2

M1

A2(–1; 0)

π – arcsin a arcsin a

y = a,  –1< a <1

y = a, a > 1
B2(0; 1)   y = a, a = 1

B1(0; –1)
y = a,  a < –1

Fig. 8.17

a

y = a, a = –1



177

M
O

D
U

LU
L

8Elemente de trigonometrie

Să se rezolve în R ecuaţia .
2
1

cos −=x

Rezolvare:
Conform formulei (14) şi a proprietăţii arccosinusului (indicată mai sus), obţinem soluţiile:

Z∈+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−±= kkx ,22
1arccos π ,,2

2
1

arccos Z∈+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −±=⇔ kkx ππ

de unde .,2
3

Z∈+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −±= kkx πππ  Prin urmare, .,2
3

2 Z∈+±= kkx ππ

Răspuns: .23
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+±= ZkkS ππ

 Exerciţiu Deduceţi formula (14).

Exerciţiu
rezolvat

Atenţie! La rezolvarea ecuaţiilor (respectiv, inecuaţiilor) trigonometrice se va ţine cont de
faptul că ],0[arccos π∈a  şi .arccos)arccos( aa −=− π

Astfel, mulţimea soluţiilor ecuaţiei ],1,1[,sin −∈= aax  este:

}.arcsin)1{( Z∈+−= kkaS k π

Să se rezolve în R ecuaţia .
2
3

sin =x

Rezolvare:
Aplicând formula (13), obţinem:

,,
2
3

arcsin)1( Z∈+−= kkx k π  sau .,
3

)1( Z∈+−= kkx k ππ

Răspuns: }.3)1{( Z∈+⋅−= kkS k ππ

Atenţie! La rezolvarea ecuaţiilor (respectiv, inecuaţiilor) trigonometrice se va avea în vedere

că ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈

2
,

2
arcsin

ππ
a  şi .arcsin)arcsin( aa −=−

O

y

x
–π–2π

π – arcsin a

1

–1

2π 3π

f(x) = sin x

arcsina 2π + arcsina

g(x) = a
π

Fig. 8.18

Exerciţiu
rezolvat

PPPPP Reţineţi! Ecuaţia sin x = a, unde ],1,1[−∈a  are în mulţimea R o infinitate de soluţii. Acest fapt
poate fi ilustrat prin abscisele punctelor de intersecţie a graficelor funcţiilor xxf sin)( =
şi g(x) = a  (fig. 8.18).

 Ecuaţia cos x ===== a
DVA: x ∈ R. Fie cercul trigonometric şi dreapta x = a (fig. 8.19).
Soluţiile ecuaţiei cos x = a sunt măsurile unghiurilor formate de

semiaxa pozitivă [Ox cu semidreptele 21 [,([ ONON ) corespunză-
toare punctelor pe cerc care au abscisa a. Astfel, dacă ,1|| >a
ecuaţia ax =cos  nu are soluţii.

Utilizând figura 8.19 şi ţinând cont de periodicitatea funcţiei co-
sinus, obţinem formula de calcul a tuturor soluţiilor ecuaţiei funda-
mentale ,cos = ax  ]:1,1[−∈a

.,2arccos Z∈+±= nnax π
Deci, mulţimea soluţiilor ecuaţiei ,cos ax =  ],1,1[−∈a  este:

}.2arccos{ Z∈+±= kkaS π                                         (14)

O

y

x

arccosa

N2

x 
= 

a,
  a

 <
 –

1

Fig. 8.19

N1

C2(1; 0)C1

x 
= 

a,
  a

 =
 –

1

x 
= 

a,
  a

 =
 1

x 
= 

a,
  a

 >
1

D1

D2

x 
= 

a;
 |a

|<
1–arccosa
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O

y

x–π π

g(x) =  a

2
3π− 2

π−
2
π

2
3πarctg a

Fig. 8.22

Ecuaţia tgx = a, ,R∈a  are în mulţimea

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+ ZR kkππ

2\  o infinitate de so-

luţii. Acest fapt este ilustrat prin abscisele
punctelor de intersecţie a graficelor func-
ţiilor f (x ) = tgx şi g(x) = a (fig. 8.22).

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R ecuaţia .3tg −=x

Rezolvare:
Conform formulei (15), ⇔∈+−= Znnx ,)3(arctg π ,,3arctg Z∈+−= nnx π  de

unde .,
3

Z∈+−= nnx ππ

Răspuns: .3 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZnnS ππ

PPPPP Reţineţi!

Fig. 8.20

O
x

–π–2π π
1

–1

2π

f (x) = cosxy

2
5π−

2
3π−

2
π−

2
π

2
3π

2
5π

arccosa–arccosa g(x) = a

O

y

x

Fig. 8.21

A1(1; 0)
A2

απ + α

P1

P
T

a > 0

PPPPP Reţineţi! Ecuaţia ,cos ax =  unde ],1,1[−∈a  are în mulţimea R o infinitate de soluţii. Acest fapt
poate fi ilustrat prin abscisele punctelor de intersecţie a graficelor funcţiilor xxf cos)( =
şi axg =)(  (fig. 8.20).

 Ecuaţia tg x ===== a

DVA: .2\
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+∈ ZR kkx ππ

Aşa cum ,)tg( R=E  rezultă că ecuaţia tg x = a are soluţii pentru
orice .R∈a

Vom ilustra rezolvarea ecuaţiei ax =tg  folosind cercul trigonometric
şi axa tangentelor A1T (fig. 8.21). Pentru orice număr a, pe dreapta (axa)
tangentelor este un unic punct T (1, a), a cărui ordonată este a. Dreapta
OT intersectează cercul trigonometric în două puncte (P şi P1). Deci,
există două unghiuri α şi π + α ale căror tangentă este a, unde

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈
2

,
2

ππα  şi .arctg a=α

Atunci, o soluţie particulară a ecuaţiei tg x = a este .arctg1 ax =  Similar rezolvării
ecuaţiilor sinx = a, cosx = a, utilizând figura 8.21 şi ţinând cont de periodicitatea funcţiei tan-
gentă, obţinem formula de calcul a tuturor soluţiilor ecuaţiei fundamentale :,tg R∈= aax

.,arctg Z∈+= nnax π
Pentru a = 0 obţinem formula de calcul al tuturor soluţiilor ecuaţiei tg x = 0:

., Z∈= nnx π
Prin urmare, mulţimea soluţiilor ecuaţiei tgx = a, ,R∈a  este:

}.arctg{ Z∈+= nnaS π                                     (15)
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Atenţie! La rezolvarea ecuaţiilor (inecuaţiilor) trigonometrice se va lua în considerare că

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈
2

,
2

arctg
ππ

a  şi .arctg)(arctg aa −=−

O x

Fig. 8.23

A1(0; 1)

A2

απ + α

P1

P T

a > 0
y

 Ecuaţia ctgx ===== a
DVA: }.{\ ZR ∈∈ kkx π  Deoarece ,)ctg( R=E  rezultă că ecuaţia

ax =ctg  are soluţii pentru orice .R∈a

Vom ilustra rezolvarea ecuaţiei ax =ctg  folosind cercul trigonometric
şi dreapta (axa) cotangentelor TA1  (fig. 8.23).

Similar ecuaţiei ,tg ax =  pentru ecuaţia fundamentală ,ctg = ax  ,R∈a
avem formula de calcul a tuturor soluţiilor ei:

.,arcctg Z∈+= nnax π
Pentru a = 0 obţinem formula de calcul a tuturor soluţiilor ecuaţiei :0ctg =x

.,
2

Z∈+= nnx ππ

Deci, mulţimea soluţiilor ecuaţiei ,,ctg R∈= aax  este:

}.arcctg{ Z∈+= nnaS π                             (16)

 Exerciţiu Deduceţi formula (16).

Ecuaţia ,,ctg R∈= aax  are o infinitate de soluţii în mulţimea }.{\ ZR ∈kkπ  Acest
fapt poate fi ilustrat prin abscisele punctelor de intersecţie a graficului funcţiei xxf ctg)( =
cu dreapta g(x) = a (fig. 8.22).

Atenţie! La rezolvarea ecuaţiilor (inecuaţiilor) trigonometrice se va ţine cont de faptul că
),0(arcctg π∈a  şi .arcctg)(arcctg aa −=− π

Să se rezolve în R ecuaţia .3ctg −=x

Rezolvare:
Conform formulei (16), Z∈+−= nnx ,)3(arcctg π .,3arcctg Z∈+−=⇔ nnx ππ

Prin urmare, .,
6

5 Z∈+= nnx ππ

Răspuns: .6
5

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS ππ

Exerciţiu
rezolvat

PPPPP Reţineţi!

 Ecuaţii trigonometrice de tipul f(sinx) ===== 0, f(cosx) ===== 0, f(tgx) ===== 0, f(ctgx) ===== 0
Ecuaţiile în care necunoscuta este argument numai al unei funcţii trigonometrice se rezolvă,

de regulă, prin metoda utilizării necunoscutei auxiliare, care reduce ecuaţia iniţială la o
ecuaţie care nu conţine funcţii trigonometrice.

Să se rezolve în R ecuaţia .02sin2cos2 =++ xx
Rezolvare:
DVA: x ∈ R. Aşa cum ,sin1cos 22 xx −=  obţinem ecuaţia echivalentă .03sin2sin2 =−− xx

Fie ,sin tx =  unde .1|| ≤t  Atunci, din ultima ecuaţie obţinem ecuaţia algebrică de gradul II
,0322 =−− tt  cu soluţiile t1 = –1, t2 = 3. Valoarea t2 = 3 nu satisface condiţia .1|| ≤t

Revenind la necunoscuta x, obţinem ecuaţia ,1sin −=x  de unde .,2
2

Z∈+−= kkx ππ

Răspuns: .22 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZkkS ππ

Exerciţiu
rezolvat
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Să se rezolve în R ecuaţia omogenă .0cossin3cos2 =− xxx

Rezolvare:
În membrul stâng, cosx este factor comun.
Rezolvând această ecuaţie prin metoda descompunerii în factori, obţinem ecuaţia

,0)sin3(coscos =− xxx  echivalentă cu totalitatea ⎢⎣
⎡

=−
=

.0sin3cos
,0cos

xx
x

Prima ecuaţie are mulţimea soluţiilor ,21 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZkkS ππ  iar ecuaţia a doua – mulţimea

soluţiilor .
3
1

arctg2 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS π

Răspuns: .3
1arctg2 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZZ nnkkS πππ

U

Dacă am fi împărţit ambii membri ai ecuaţiei la ,cos2 x  am fi pierdut soluţiile ecuaţiei
iniţiale de forma Z∈+= kkx ,

2
ππ  (soluţiile ecuaţiei 0cos =x ).

Exerciţiu
rezolvat

bservaţie

Ecuaţiile de forma (17) se rezolvă prin împărţirea ambilor membri la xncos  pentru 0≠na

(la xnsin  pentru 00 ≠a ), dacă cosx (respectiv, sinx) nu este factor comun.
Obţinem ecuaţia echivalentă ,0tg...tgtg 01

1

1 =++++ −
− axaxaxa n

n

n

n  care, prin substituţia
tg x = t, se reduce la ecuaţia algebrică .0... 01

1

1 =++++ −
− atatata n

n

n

n

Într-adevăr, dacă 0≠na  (respectiv, ),00 ≠a  atunci nu există un unghi ϕ pentru care
0cos =ϕ  (respectiv, ),0sin =ϕ  deoarece, dacă ar exista un astfel de unghi, atunci, înlocuind

în această ecuaţie x cu ϕ, am obţine 0sin =ϕn

na  (respectiv, )0cos0 =ϕna  sau 0sin =ϕ
(respectiv, ).0cos =ϕ  Nu există însă un unghi pentru care funcţia sinus şi funcţia cosinus să
ia simultan valoarea 0. Aşadar, prin împărţirea ambilor membri ai ecuaţiei (17) la xncos
(respectiv, la xnsin ) obţinem o ecuaţie echivalentă cu cea dată.

Să se rezolve în R ecuaţia .2sin4cossincos 22 =+− xxxx

Rezolvare:
DVA: x ∈ R. Substituind în ecuaţia dată ),sin(cos2122 22 xx +=⋅=  obţinem ecuaţia

omogenă .0sin2cossincos 22 =−+ xxxx  Împărţind ultima ecuaţie la ,sin2 x  obţinem ecuaţia
echivalentă .02tgtg2 =−+ xx

Fie .tg tx =  Atunci obţinem ecuaţia algebrică ,022 =−+ tt  cu soluţiile .1,2 21 =−= tt

Revenind la necunoscuta x, obţinem totalitatea de ecuaţii trigonometrice ,1tg;2tg =−= xx

cu mulţimile de soluţii }2arctg{1 Z∈+−= kkS π  şi .42 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS ππ

Răspuns: .4}2arctg{
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+∈+−= ZZ nnkkS πππ U

Exerciţiu
rezolvat

Atenţie! Dacă la rezolvarea ecuaţiilor trigonometrice (mai ales a celor omogene) e posibilă
aplicarea metodei descompunerii în factori, atunci mai întâi aplicăm această metodă, apoi
folosim alte metode pentru rezolvarea ecuaţiilor obţinute. În caz contrar, putem pierde soluţii
chiar la prima etapă de rezolvare.

 Ecuaţii trigonometrice omogene

Ecuaţiile trigonometrice de forma
 0coscossin...cossinsin 0

1
1

1
1 =++++ −−

− xaxxaxxaxa nnn
n

n
n         (17)

se numesc ecuaţii trigonometrice omogene de gradul ,, ∗∈Nnn  în sin x şi cos x.

efiniţie
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Să se rezolve în R ecuaţia .1cos3sin2 =+ xx

Rezolvare:

DVA: x ∈ R. Omogenizăm această ecuaţie (ea are soluţii, deoarece 222 132 >+ ) şi obţinem:

⇔=−−−+ 0
2

sin
2

cos
2

sin3
2

cos3
2

cos
2

sin4 2222 xxxxxx

.0cos2cos2sin22sin2 22 =−−⇔ xxxx  Împărţind ambii membri ai ultimei ecuaţii la ,0
2

cos2 ≠x

obţinem ecuaţia echivalentă .01
2

tg2
2

tg2 2 =−− xx  Fie .
2

tg t
x =  Substituind, obţinem ecuaţia

algebrică ,0122 2 =−− tt  cu soluţiile .
2

31
,

2
31

21

+=−= tt  Revenind la necunoscuta x,

obţinem totalitatea de ecuaţii ,
2

31
2

tg;
2

31
2

tg
+=−= xx  respectiv cu mulţimile de soluţii:

,22
312arctg1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈+−= ZkkS π  .22
312arctg2

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈++= ZnnS π

Răspuns: .22
312arctg22

312arctg
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈++
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈+−= ZZ nnkkS ππ U

Exerciţiu
rezolvat

PPPPP Reţineţi! Ecuaţia de forma cxbxa =+ cossin  are soluţii dacă şi numai dacă 222 cba ≥+
(deoarece ecuaţia de gradul II are soluţii dacă şi numai dacă ).0≥∆  Pentru cb −=
obţinem ecuaţia trigonometrică fundamentală de tipul ,tg at =  iar pentru cb =  vom aplica
metoda descompunerii în factori. Pentru 0=c  obţinem o ecuaţie trigonometrică omogenă
de gradul I.

 Ecuaţii trigonometrice de forma ,cossin cxbxa =+  *R∈ba,

Vom examina câteva metode de rezolvare a ecuaţiilor de acest tip.

 Metoda omogenizării

Pornind de la faptul că ,
2

cos
2

sin2
2

2sinsin
xxx

x =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ⋅=  iar 
2

sin
2

cos
2

2coscos 22 xxx
x −=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ⋅=

şi ,
2

cos
2

sin1 22 xx +=  din cxbxa =+ cossin  obţinem, în caz general, o ecuaţie omogenă:

.0
2

sin)(
2

cos
2

sin2
2

cos)( 22 =+−+− x
cb

xx
a

x
cb                               (18)

 Metoda unghiului auxiliar

Împărţind ambii membri ai ecuaţiei cxbxa =+ cossin  (19) la a, ,*R∈a  obţinem ecuaţia
echivalentă 

a
c

x
a
b

x =+ cossin   (20).

Fie ,tgα=
a
b  unde .

2
,

2
arctg ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛−∈= ππα

a
b  Unghiul α se numeşte unghi auxiliar.

Substituind αtg=
a
b  în ecuaţia (20), obţinem:

cos
cossincossin

cos
cos
sin

sincostgsin α
αα

α
αα

a
cxx

a
c

xx
a
c

xx ⇔=+⇔=+⇔=⋅+

.cos)sin(
cos

)sin( ααα
α

a
c

x
a
cx =+⇔=+⇔

Rezolvând această ecuaţie fundamentală, obţinem soluţiile ecuaţiei (19).
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 Metoda reducerii la un sistem de ecuaţii algebrice
Având ecuaţia ,,,cossin *R∈=+ bacxbxa  şi ştiind că 1cossin 22 =+ xx  pentru orice

x ∈ R, efectuăm substituţiile .cos,sin vxux ==  Astfel, ecuaţia iniţială se reduce la sistemul

de ecuaţii algebrice 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

.
,122

cbvau
vu  Rezolvând acest sistem şi revenind la substituţiile făcute,

obţinem soluţiile ecuaţiei iniţiale.

În unele cazuri se introduce unghiul auxiliar ţinând cont de faptul că ecuaţia
cxbxa =+ cossin  este echivalentă cu ecuaţia ,)sin(

22 ba

c
x

+
=+ ϕ  unde ϕ  se obţine

rezolvând sistemul 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

.cos

,sin

22

22

ba

a
ba

b

ϕ

ϕ

În cazul ecuaţiei 3cossin3 =+ xx  avem: ,1,3 == ba  deci .222 =+ ba

Împărţim ambii membri ai ecuaţiei la 2, obţinem: 
2
3

cos
2
1

sin
2
3 =+ xx  sau

.
2
3

cos
6

sinsin
6

cos =+ xx
ππ

Deci, 
6
πϕ =  şi ,

2
3

6
sin =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ + x

π  de unde .,
63

)1( Z∈+−−= kkx k πππ

Răspuns: .63)1(
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−−= ZkkS k πππ

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R ecuaţia .13cos3sin =+ xx

Rezolvare:
Fie .3cos,3sin vxux ==  Știind că 13cos3sin 22 =+ xx , ecuaţia se reduce la sistemul de

ecuaţii algebrice: ⇔
⎩
⎨
⎧

−=
=++−⇔

⎩
⎨
⎧

−=
=+−⇔

⎩
⎨
⎧

=+
=+

1
,121

1
,1)1(

1
,1 222222

vu
vvv

vu
vv

vu
vu

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

=
=

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

−=
=−

⎩
⎨
⎧

−=
=

⇔
⎩
⎨
⎧

−=
=−⇔

.0
,1

;1
,0

1
,01

;1
,0

1
,0)1(2

u
v

u
v

vu
v

vu
v

vu
vv

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R ecuaţia .3cossin3 =+ xx

Rezolvare:
DVA: x ∈ R. Împărţind ambii membri ai ecuaţiei iniţiale la ,3  obţinem ecuaţia:

                                           .1cos
3

1
sin =+ xx              (*)

Avem .
3

1
tg == α

a
b  Prin urmare, .

2
,

26 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈= πππα  Substituind 
6

tg
3

1 π=  în ecuaţia

(*), obţinem .
2
3

6
sin

6
coscos

6
sin

6
cossin1cos

6
cos

6
sin

sin =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +⇔=⋅+⋅⇔=⋅+ ππππ
π

π
xxxxx

Deci, .,
63

)1( Z∈+−−= kkx k πππ

Răspuns: .63)1(
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−−= ZkkS k πππ
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 Rezolvarea ecuaţiilor trigonometrice cu selectarea soluţiilor
Uneori se cere nu numai rezolvarea ecuaţiei trigonometrice respective, dar şi selectarea

soluţiilor care satisfac anumite condiţii speciale: aparţin unui interval numeric, sunt soluţii ale
altor ecuaţii sau inecuaţii etc. Vom explica procedeul de selectare a soluţiilor printr-un exemplu.

Să se rezolve în R ecuaţia 5cossin4)cos(sin5 =−+ xxxx  şi să se determine soluţiile ei

care aparţin intervalului .
2

, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ππ

Rezolvare:
DVA: x ∈ R. Fie .cossin txx =+  Atunci, 

2
1

cossin
2 −= t

xx  (Argumentaţi!) şi ecuaţia

iniţială se reduce la ecuaţia algebrică de gradul II ,0352 2 =+− tt  cu soluţiile 5,1,1 21 == tt

(Verificaţi!). Revenind la necunoscuta x, obţinem totalitatea de ecuaţii: ;1cossin =+ xx

.5,1cossin =+ xx  Ecuaţia a doua nu are soluţii în R. (Verificaţi!)
Pentru a rezolva prima ecuaţie, aplicăm metoda unghiului auxiliar şi obţinem ecuaţia

,
2
2

4
sin =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ + π

x  cu soluţiile:

,,
42

2
arcsin)1( Z∈+−−= kkx k ππ  sau  .,

4
]1)1[( Z∈+−−= kkx k ππ

Pentru a determina soluţiile care aparţin intervalului ,
2

, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ππ  examinăm două cazuri:

1) Fie .,2 Z∈= nnk  Avem ,,2
4

]1)1[( 2 Z∈+−−= nnx n ππ  sau .,2 Z∈= nnx π

Aşa cum ,
2

, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈ ππx  rezultă că .,

2
2 Z∈≤≤− nn

πππ

Deci, .,
4
1

2
1 Z∈≤≤− nn  Conchidem că n = 0.

Atunci, 02 ⋅= πx  sau .0=x  Deci, numai o soluţie aparţine intervalului .
2

, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ππ

2) Fie .,12 Z∈+= nnk  Atunci, ,,)12(
4

]1)1[( 12 Z∈++−−= + nnx n ππ  sau

.,2
2

Z∈++−= nnx πππ  Adică, .,2
2

Z∈+= nnx ππ

Deoarece ,
2

, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈ ππx  rezultă că ,,

2
2

2
Z∈≤+≤− nn

ππππ  sau .,
2
1

2
2
1

1 Z∈≤+≤− nn

Exerciţiu
rezolvat

Revenind la substituţiile făcute, obţinem:

a) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈+=

∈+=
⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈+=

∈+=
⇔

⎩
⎨
⎧

=
=

.,
36

,,
3

2
6

,
2

3

,,2
2

3

03cos
,13sin

Z

Z

Z

Z

n
n

x

kkx

nnx

kkx

x
x

ππ

ππ

ππ
ππ

b) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈=

∈=
⇔

⎩
⎨
⎧

∈=
∈=⇔

⎩
⎨
⎧

=
=

.,
3

2

,,
3

,23
,,3

13cos
,03sin

Z

Z

Z
Z

n
n

x

k
k

x

nnx
kkx

x
x

π

π

π
π

Răspuns: .
3

2
63

2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈= ZZ k

k
n

n
S

πππ
U
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Atât funcţiile trigonometrice, cât şi ecuaţiile trigonometrice se aplică în diverse domenii.
De exemplu:
• Transformarea de rotaţie este descrisă de o relaţie în care apar funcţiile trigonometrice.
• În medicină, ecuaţia funcţionării inimii se descrie printr-o ecuaţie trigonometrică complexă.
• Savanţii biologi susţin că drumul parcurs de peşti în apă are o traiectorie sinusoidală (sau

cosinusoidală), iar în timp ce înoată corpul lor ia forma graficului tangentei (sau cotan-
gentei).

• În geografie, la calcularea distanţei dintre diverse puncte (accesibile sau inaccesibile) se
utilizează teorema cosinusurilor.

• În arhitectură, pentru calcularea înălţimilor se foloseşte unghiul de elevaţie, care se
determină din relaţii cu funcţii trigonometrice.

• În arta decorativă întâlnim diverse curbe, care au descriere trigonometrică.
• În fizică, pendulul realizează oscilaţii periodice având descriere trigonometrică etc.

Exerciţii şi probleme propuse 
Profilul real

A1

Să se rezolve în R ecuaţia (1–3):
1. a) ;22sin =x b) ;

2
3

sin −=x c) ;1
4

3sin =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + π
x d) .

2
1

63
sin =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − πx

2. a) ;1
3

2cos =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − π
x b) ;

2
3

cos −=x c) ;
2
5

5cos =x d) .
2
1

3
4

cos =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − x
π

3. a) ;
3

1
tg −=x b) ;252tg =x c) ;13

4
tg =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − x

π d) .3
56

tg =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − xπ

În acest exerciţiu am arătat cum se aplică metoda utilizării necunoscutei auxiliare la
rezolvarea unor ecuaţii de tipul .0)cossin,cos(sin =± xxxxf

bservaţie

B1

Să se rezolve în R ecuaţia (4–8):

4. a) ;
4
1

2
5

cos2 =x b) ;
2
1

4
sin2 =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − π

x c) ;3
6

3tg2 =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + π
x

d) ;
3

cos)23(cos1 2 π=−− x e) ;6sin2cossin xxx =− f) .3cos2)cos(sin2 xxx =+

5. a) ;01sinsin2 2 =−− xx b) ;06cos5cos2 =+− xx c) ;012tg7tg2 =+− xx d) .015sin5cos2 2 =++ xx

6. a) ;0
3

cos
3

sin =+ xx b) ;0cos3sin4 =− xx c) ;2sincos3sin 22 xxx =− d) .32sinsin4 2 =+ xx

7. a) ;
2

1
sincos =+ xx b) ;22cos32sin =− xx c) ;5cossin5 =+ xx d) .3sin2sincos xxx =−

 Deci, .,0
4
3 Z∈≤≤− nn  Conchidem că .0=n

Atunci, ππ ⋅⋅+= 02
2

x  sau .
2
π=x  Deci, numai o soluţie aparţine intervalului .

2
, ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡− ππ

Reuniunea mulţimilor soluţiilor obţinute în ambele cazuri formează mulţimea soluţiilor ecu-
aţiei iniţiale, ce aparţin intervalului indicat.

Răspuns: .
2

,0
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −= π

S
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§4 Inecuaţii trigonometrice

4.1. Noţiunea de inecuaţie trigonometrică

Inecuaţiile trigonometrice pot fi rezolvate aplicând atât proprietăţile funcţiilor trigono-
metrice (periodicitatea, monotonia, identităţile respective etc.), cât şi metodele generale de
rezolvare a inecuaţiilor (inclusiv metoda intervalelor). Deoarece la rezolvarea inecuaţiilor
trigonometrice verificarea soluţiilor este deseori dificilă, vom avea grijă ca transformările
efectuate să fie transformări echivalente.

Rezolvarea inecuaţiilor trigonometrice se reduce, de regulă, la rezolvarea inecuaţiilor
trigonometrice fundamentale sau la rezolvarea sistemelor (totalităţilor) de inecuaţii
trigonometrice fundamentale.

Inecuaţiile care conţin necunoscuta numai la argumentul funcţiilor trigonometrice se
numesc inecuaţii trigonometrice.

efiniţie

α

10. Umbra unui stâlp vertical de 7 m are lungimea de 4 m. Să se afle α din figura alăturată.
11. Un patrulater înscris într-un cerc are laturile de lungime a = 10 cm, b = 4 cm, c = 2 cm,

d = 8 cm (în această ordine).  Să se afle măsura unghiului format de laturile a şi b.
12. Valoarea raportului dintre aria laterală şi aria bazei unei piramide triunghiulare regu-

late este egală cu .2  Să se afle măsura unghiului format de muchia laterală şi
înălţimea piramidei.

13.  Lucraţi în perechi!  Diagonalele feţelor laterale ale unui paralelipiped dreptunghic formează cu laturile respec-
tive ale bazei unghiurile α şi β. Să se afle măsura unghiului format de diagonala paralelipipedului şi diagonala respectivă
a bazei.

14. Se ştie că două laturi ale unui triunghi au lungimile l şi m, iar bisectoarea unghiului format de aceste laturi are lungi-
mea b. Să se afle măsura acestui unghi.

15. Să se compună şi să se rezolve o ecuaţie trigonometrică:
a) omogenă;               b) de forma ;,,cossin *R∈=+ bacxbxa                c) care se reduce la o ecuaţie algebrică.

16*. Să se rezolve în R, unde a este un parametru real, ecuaţia:
a) ;01sinsin2 =−+ xxa b) ;01sin2sin)1( 2 =−+−+ axxa
c) ;02tg2tg)12( 2 =−−+ axxa d) .13sincos3 −=− axx

C1

8.  Lucraţi în perechi!
a) ;cossin2cos xxx −= b) );sin(cos212sin xxx −−=
c) ;1cos5cossin5sin2 22 =++ xxxx d) ;12cos2sin 44 =− xx
e) ;1cossin 33 =+ xx f *) ;15cos3sinsin =xxx

g) );cos(sin2ctgtg xxxx +=+ h) ;0
6

tgtg
6

tg =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +++⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − ππ
xxx

i) ;
2

5
sin2

3
cos

3
sin

xxx =− j) .4sin1
2tg1

2tg1
x

x

x −=
+
−

9.  Investigaţi!  Să se afle soluţiile reale ale ecuaţiei trigonometrice care aparţin intervalului indicat:

a) ;
4

3
,0cossin2sin1 ππ ≤≤−=−+− xxxx b) ;

4
,

4
,

2
cos

2
3

sin5sin2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈= ππ

x
x

xx

c) ;,2,02sin3sin 2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈=+− ππxxx d) ).,0(,02cos7cos2 2 π∈=+− xxx
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4.2. Inecuaţii trigonometrice fundamentale

Inecuaţiile trigonometrice fundamentale (similar ecuaţiilor trigonometrice fundamentale)
pot fi rezolvate:

1) folosind cercul trigonometric;
2) folosind graficele funcţiilor trigonometrice.

Vom ilustra rezolvarea inecuaţiilor trigonometrice fundamentale pe cercul trigonometric.

Să se rezolve în R inecuaţia .
2
3

sin >t

Rezolvare:
DVA: .R∈t  Rezolvăm, mai întâi, inecuaţia pe intervalul ]2,0[ π  de

lungime 2π. Fie cercul trigonometric şi dreapta 
2
3=y  (fig. 8.24). Toate

punctele cercului trigonometric corespunzătoare valorilor lui ),( 21 tttt <<

care satisfac inecuaţia iniţială, au ordonata mai mare decât .
2
3  Mulţimea

acestor puncte formează arcul ,21PP  subîntins de unghiul .21OPP  Extremităţii

1P  îi corespunde valoarea ,
32

3
arcsin1

π==t  iar extremităţii 
2P  – va-

loarea .
3

2
32

3
arcsin2

ππππ =−=−=t  Deci, punctul cercului va aparţine

arcului 21PP  dacă .
3

2
3

ππ << t  Rezultă că toate soluţiile inecuaţiei iniţiale,

care aparţin intervalului ]2,0[ π  de lungime ,2π  sunt .
3

2
3

ππ << t

Deoarece funcţia sinus este o funcţie periodică cu perioada principală 2π, toate celelalte
soluţii ale inecuaţiei iniţiale se obţin prin adunarea numerelor de forma ,,2 Z∈kkπ  la cele

deja determinate. Astfel, soluţiile inecuaţiei iniţiale sunt: ,2
3

2
2

3
ktk ππππ +<<+  .Z∈k

Răspuns: .2
3

2
,2

3 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++=
∈

kkS
k

ππππ
Z
U

O

y

x

N

Fig. 8.24

P1P2

t1

t2

M
2
3=y

–1 1

–1

1

Inecuaţiile de tipul ,cos,cos,cos,sin,sin,sin,sin atatatatatatat ≥<>≤≥<>
,tg,tg,tg,tg,cos atatatatat ≤≥<>≤  ctg,ctg,ctg,ctg ≤≥<> atatatat

)( R∈a  se numesc inecuaţii trigonometrice fundamentale.

efiniţie

Exerciţiu
rezolvat

 Inecuaţia fundamentală at >sin       (1)

1) Pentru 1≥a  inecuaţia (1) nu are soluţii.
2) Pentru 1−<a  soluţia inecuaţiei este orice .R∈t

3) Fie .arcsin,11 aa =<≤− α   Atunci, în baza periodicităţii funcţiei sinus,
obţinem soluţiile inecuaţiei (1) (fig. 8.25):

.,2arcsin2arcsin Z∈+−<<+ kkatka πππ
Aşadar, mulţimea soluţiilor inecuaţiei (1) este:

).2arcsin,2(arcsin kakaS
k

πππ +−+=
∈Z
U

O

y

x

N

Fig. 8.25

P1P2 M
ay =

–1 1

–1

1

t2
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O

y

x

Fig. 8.27

P1

P2

M

2
1=x

N
–1 1

–1

1

t1

t2

La rezolvarea inecuaţiilor trigonometrice fundamentale se caută mai întâi soluţiile pe un
interval de lungime 2π (pentru sinus şi cosinus) sau de lungime π (pentru tangentă
şi cotangentă). Răspunsul se va scrie ţinându-se cont de periodicitatea funcţiei respective.

O

y

x

N

Fig. 8.26

P1P2 M ay =

1–1

1

–1

t1

t2

PPPPP Reţineţi!

  Inecuaţia fundamentală at >cos            (5)

Să se rezolve în R inecuaţia .
2
1

cos >t

Rezolvare:
DVA: .R∈t  Rezolvăm inecuaţia pe intervalul ],[ ππ−  de lungimea 2π.
Fie cercul trigonometric şi dreapta 

2
1=x  (fig. 8.27). Toate punctele cer-

cului trigonometric pentru orice valoare a lui t care satisface inecuaţia iniţială
au abscisa mai mare decât .

2
1

Mulţimea acestor puncte formează arcul ,21PP  subîntins de unghiul .21OPP

Avem .
2
1

arccos;
2
1

,
2
1

arccos;
2
1

21 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − PP

Prin urmare, pe intervalul ],[ ππ−  punctul va aparţine arcului ,21PP  dacă

,
2
1

arccos
2
1

arccos <<− t  sau .
33
ππ <<− t  Rezultă că soluţiile inecuaţiei

iniţiale, care aparţin intervalului ],[ ππ−  de lungimea ,2π  sunt .
33
ππ <<− t

Exerciţiu
rezolvat

  Inecuaţia fundamentală at <sin       (2)
1) Pentru 1>a  inecuaţia (2) are soluţia orice .R∈t

2) Pentru 1−≤a  inecuaţia (2) nu are soluţii.
3) Rezolvarea inecuaţiei (2) pentru 11 ≤<− a  se reduce la rezolvarea inecuaţiei at >sin ,
efectuând substituţia .zt −=
În acest caz, soluţiile inecuaţiei (2) sunt: .,2arcsin2arcsin Z∈+<<+−− kkatka πππ
Mulţimea soluţiilor inecuaţiei (2) este:

.)2arcsin,2arcsin( kakaS
k

πππ ++−−=
∈Z
U

  Inecuaţia fundamentală at ≥sin             (3)
1) Pentru 1−≤a  inecuaţia (3) are soluţia orice .R∈t

2) Pentru 1>a  inecuaţia (3) nu are soluţii.
3) Pentru 11 ≤<− a  soluţiile inecuaţiei (3) sunt:

,,2arcsin2arcsin Z∈+−≤≤+ kkatka πππ  iar

.]2arcsin,2[arcsin kakaS
k

πππ +−+=
∈Z
U

  Inecuaţia fundamentală at ≤sin            (4)
1) Pentru 1≥a  inecuaţia (4) are soluţia orice .R∈t

2) Pentru 1−<a  inecuaţia (4) nu are soluţii.
3) Pentru 11 <≤− a  soluţiile inecuaţiei (4) sunt (fig. 8.26):

,,2arcsin2arcsin Z∈+≤≤+−− kkatka πππ  iar

  ].2arcsin,2arcsin[ kakaS
k

πππ ++−−=
∈Z
U
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  Inecuaţia fundamentală at <cos      (6)

1) Pentru 1>a  inecuaţia (6) are soluţia orice .R∈t

2) Pentru 1−≤a  inecuaţia (6) nu are soluţii.
3) Pentru 11 ≤<− a  soluţiile inecuaţiei (6) sunt:

,,2arccos22arccos Z∈+−<<+ kkatka πππ  mulţimea soluţiilor fiind:
 ).2arccos2,2(arccos kakaS

k
πππ +−+=

∈Z
U

 Inecuaţia fundamentală at ≥cos       (7)
1) Pentru 1−≤a  inecuaţia (7) are soluţia orice .R∈t

2) Pentru 1>a  inecuaţia (7) nu are soluţii.
3) Pentru 11 ≤<− a  soluţiile inecuaţiei (7) sunt: ,2arccos2arccos +≤≤+− katka ππ

,Z∈k  iar mulţimea soluţiilor este:
].2arccos,2arccos[ kakaS

k
ππ ++−=

∈Z
U

 Inecuaţia fundamentală at ≤cos          (8)
1) Pentru 1≥a  inecuaţia (8) are soluţia orice .R∈t

2) Pentru 1−<a  inecuaţia (8) nu are soluţii.
3) Pentru 11 <≤− a  soluţiile inecuaţiei (8) sunt (fig. 8.29):

,2arccos22arccos +−≤≤+ katka πππ  ,Z∈k  iar
   ].2arccos2,2[arccos kakaS

k
πππ +−+=

∈Z
U

 Inecuaţia fundamentală R∈> aa,ttg     (9)

O

y

x

Fig. 8.28

P1

P2

M

ax =

N
–1 1

–1

1

t1

t2

Deoarece funcţia cosinus este o funcţie periodică cu perioada principală 2π, toate celelalte
soluţii ale inecuaţiei se obţin prin adunarea numerelor de forma ,,2 Z∈kkπ  la cele deja
determinate. Deci, soluţiile inecuaţiei iniţiale sunt: .,2

3
2

3
Z∈+<<+− kktk ππππ

Răspuns: .2
3

,2
3 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++−=

∈
kkS

k
ππππ

Z
U

Revenim la inecuaţia .cos at >  Se poate demonstra că:
1) pentru 1≥a  inecuaţia (5) nu are soluţii;
2) pentru 1−<a  inecuaţia (5) are soluţia orice ;R∈t
3) pentru 11 <≤− a  soluţiile inecuaţiei (5) sunt  (fig. 8.28):

,2arccos2arccos +<<+− katka ππ  .Z∈k

Prin urmare, mulţimea soluţiilor inecuaţiei (5) este:

 ).2arccos,2arccos( kakaS
k

ππ ++−=
∈Z
U

Fig. 8.29

O

y

x

P2

P1

M

ax =

N

–1 1

–1

1

t2
t1

Exerciţiu
rezolvat

Să se rezolve în R inecuaţia .
3
3

tg >t

Rezolvare:
DVA: .2\

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+∈ ZR kkt ππ

Fiindcă perioada principală a funcţiei tangentă este π şi ,
2

,
2

arctg ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−∈ ππ
a  vom determina

soluţiile inecuaţiei care aparţin intervalului ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−
2

,
2

ππ  de lungimea π.
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 Exerciţiu Deduceţi formulele (11)–(13).

  Inecuaţia fundamentală R∈≥ aa,ttg , are soluţiile:
,

2
arctg +<≤+ ktka πππ ,Z∈k  iar

 .
Z

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ++=

∈
kkaS

k
πππ

2
,arctgU                                     (12)

  Inecuaţia fundamentală R∈≤ aa,ttg , are soluţiile:

,arctg
2

+≤<+− katk πππ  ,Z∈k  iar

 .
Z ⎥⎦

⎤
⎜⎝
⎛ ++−=

∈
kakS

k
πππ

arctg,
2

U                                    (13)

Analizând figura 8.31, observăm că punctul 1P  divizează arcul DAB în
două părţi: arcul BP1  şi arcul .1DAP  Pe arcul BP1  (punctele 

1P  şi B se
exclud) are loc inegalitatea .tg at >  Astfel, soluţiile inecuaţiei (9) sunt:

,,
2

arctg Z∈+<<+ kktka πππ  iar

.
Z

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++=
∈

kkaS
k

πππ
2

,arctgU

 Inecuaţia fundamentală R∈< aat ,tg        (10)
Pe arcul 1DAP  (fig. 8.31, punctele D şi 

1P  se exclud) are loc inegalitatea
.tg at <  Prin urmare, soluţiile inecuaţiei (10) sunt:

,,arctg
2

Z∈+<<+− kkatk πππ  iar

 .
Z

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++−=
∈

kakS
k

πππ
arctg,

2
U                                   (11)

O

y

x

P1

B

A(1; 0)

2
π

N

2
π−

Fig. 8.31

D

tgt = at2
t1

O

y

x

P1

P2

A

2
π

N

2
π−

t2
t1

Fig. 8.30

K

T

3
3

O

y

x

P1

A

π

N

Fig. 8.32

A(1; 0)t

aarcctg

a

Fie cercul trigonometric şi axa tangentelor AT (fig. 8.30). Dacă valoarea
lui t este soluţie a inecuaţiei iniţiale, atunci ordonata punctului T, care este

egală cu ,tg t  trebuie să fie mai mare decât .
3
3  Mulţimea tuturor acestor

puncte T formează semidreapta (NT. Toate punctele semicercului ,
2

,
2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛− ππ

care corespund semidreptei (NT, formează arcul .21PP  Atunci, 21 ttt <<

(atragem atenţia că punctele 1P  şi 2P  nu aparţin acestui arc).

Prin urmare, ,
23

3
arctg

π<< t  adică .
26
ππ << t

Ţinând cont de periodicitatea funcţiei tangentă, obţinem soluţiile inecuaţiei
iniţiale: .,26 Z∈+<<+ kktk ππππ

Răspuns: .
2

,
6 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++=

∈
kkS

k
ππππ

Z
U

  Inecuaţia fundamentală R∈> aa,tctg , (fig. 8.32) are soluţiile:
,,arcctg Z∈+<< kkatk ππ  iar

 ).arcctg,( kakS
k

ππ +=
∈Z
U                                (14)
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  Inecuaţia fundamentală R∈< aa,tctg , are soluţiile:
,,arcctg Z∈+<<+ kktka πππ  iar

 ).,arcctg( kkaS
k

πππ ++=
∈Z
U                                     (15)

  Inecuaţia fundamentală R∈≥ aa,tctg , are soluţiile:
,,arcctg Z∈+≤< kkatk ππ  iar

 ].arcctg,( kakS
k

ππ +=
∈Z
U                                          (16)

  Inecuaţia fundamentală R∈≤ aa,tctg , are soluţiile:
,,arcctg Z∈+<≤+ kktka πππ  iar

 ).,arcctg[ kkaS
k

πππ ++=
∈Z
U                                      (17)

Exerciţii şi probleme propuse 
Profilul real

A1

Să se rezolve în R inecuaţia (1–2):

1. a) ;
2
2

sin <x b) ;
2
3

sin ≥x c) ;
2
3

sin −<x d) ;2sin −<x e) ;
2
1

cos <x

f) ;
2
3

cos ≥x g) ;
2
3

cos −<x h) ;4cos ≤x i) ;3tg >x j) ;
3
3

tg −<x

k) ;2tg −≥x l) ;1tg ≤x m) ;1ctg <x n) ;3ctg −≤x o) ;
3
3

ctg >x

p) ;3ctg −>x q) ;0coscos2 2 ≤+ xx r) ;0sin5sin2 ≥− xx s) .03tg2tg2 >−+ xx

2. a) ;
2
2

62
sin −≤⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − πx b) ;

2
2

3cos ≤x c) ;15ctg −>x

d) ;3
3

3tg −<⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − π
x e) ;12

4
cos −>⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − x

π f) .0
43

ctg ≤⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + πx

 Exerciţiu Deduceţi formulele (14)–(17).

3.  Lucraţi în perechi!  Să se rezolve în R inecuaţia.

a) ;2cossin <− xx b) ;12cos2sin3 ≥+ xx c) ;15cos5sin −>+ xx

d) ;
2
3

2cossincos2sin −<+ xxxx e*) ;0|cos|2cos >+ xx f *) .2sin3cossin 22 −<− xxx

4.  Investigaţi!  Să se determine soluţiile ecuaţiei 01cos42cos2 =−− xx  pentru care .
2
1

|sin| ≥x

5.  Investigaţi!  Să se determine soluţiile ecuaţiei xxx 3sin2sinsin 222 =+ , astfel încât .
2
1

cos −≥x

B1

6. Să se compună o inecuaţie trigonometrică ce se rezolvă prin metoda substituţiei.
7*. Să se arate că ),cos(sin)sin(cos xx <  pentru orice .R∈x

8. Să se rezolve în R  inecuaţia .|cos||sin| xx ≤

C1
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9.  Investigaţi!  Un călător s-a apropiat de malul unui râu. Pe malul celălalt, lângă apă, creşte un copac.
a) Cum poate determina călătorul lăţimea râului cu ajutorul raportorului?
b) Cum poate proceda el dacă nu ar avea raportor?

10. O roată are 72 de zimţi. Să se exprime în grade unghiul de rotaţie pentru cazul de rotire
a roţii cu: 1 zimţ, 30 de zimţi, 144 de zimţi, 300 de zimţi.

Exerciţii şi probleme recapitulative 
Profilul real

A1

1. Să se calculeze valoarea expresiei:

a) ;15cos180cos2
3sin 2 °+°−π b) .6sin17sin90ctg 2 ππ +⋅°

2. Să se afle ,2cos α  dacă se ştie că:
a) ;6,0cos =α b) .4,0sin −=α

3. Să se afle valoarea expresiei:

a) ;)33sin(
)57cos(3

°−
°− b) ).sin(2cos αππα −−⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −

4. O scară rezemată de un perete vertical formează cu acesta un unghi de 15°. Să se afle lungimea scării, dacă distanţa de
la baza scării până la perete este de 1,2 m.

5. Pendulul de lungimea 20 cm al unui ceasornic oscilează şi unghiul format de două poziţii extreme este de 60°. Să se
determine înălţimea la care ajunge capătul lui în raport cu poziţia pendulului în condiţia de echilibru stabil.

6. Să se ordoneze crescător valorile: .4
3ctg,6tg,2cos,6

4sin ππππ

7.  Lucraţi în perechi!  Fie:

a) 13
5cos =α  şi .900 °<<° α  Să se afle ).90cos( α+° b) 28,0sin =α  şi .20 πα <<  Să se afle .2sin α

c) 3
4tg =α  şi .20 πα <<  Să se afle .sinα d) .1)(tg,3tg =+= βαα  Să se afle .tgβ

e) .3)(tg,2
1ctg =+= βαα  Să se afle .ctgβ

8. Să se calculeze:

a) ;2
1arccos ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛−                          b) ;3

3arctg ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−                          c) ).3(arcctg −

B1

14. Se ştie că .ctgtg m=+ αα  Să se afle:
a) ;ctgtg 22 αα + b) .ctgtg 33 αα +

15.  Investigaţi!  Să se determine valoarea de adevăr a propoziţiei:
a) .0sin)287cos(cos)287sin( <−°+−° αααα         b) .0sin)149sin(cos)149cos( >+°++° αααα

11. Să se compare cu 1 valoarea expresiei ,a  dacă .10cos3
5sin110cos °°= πa

12. Să se determine, utilizând proprietăţile funcţiilor trigonometrice, semnul valorii expresiei:

a) ;160cos10cos
)70(ctg10ctg

°+°
°−+° b) .

2ctg6
5ctg

3cos1cos

−

−

π

π

13. Să se studieze paritatea funcţiei :: R→Df
a) ;)cos(sin)( 2xxxf += b) .tg3sin)( xxxf −=

A F
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21. Unghiul alăturat bazei unui triunghi isoscel are măsura .α
a) Să se determine raportul m dintre aria triunghiului şi suma pătratelor lungimilor laturilor acestuia.

b) Să se demonstreze identitatea .ctg3tg
1

2
1

αα +
⋅=m

c) Să se afle α , astfel încât .8
1=m

d) Să se determine valorile lui α  pentru care m ia cea mai mare valoare.
e) Să se afle mulţimea de valori ale raportului m.

22*. Să se rezolve în R  ecuaţia:
a) ;3cossin3|cos3sin −+=− xxxx|            b) .0)2sin4cos5(log)2sinsin2(log

3
13 =++ xxxx

23*. Să se rezolve în R  ecuaţia:
a) ;0cossin812sin5 =+− xxx              b) .02coscos4cos10 =−− xxx

C1

CA

B

α

24.  Lucraţi în grup!   Proiect. Aplicaţii ale elementelor de trigonometrie în construcţii

Test sumativ
Profilul real

1. Indicaţi litera care corespunde variantei corecte.
Unghiul °= 272α  este un unghi din cadranul

 A  I.                      B  II.                      C  III.                      D  IV.

2. Determinaţi valoarea de adevăr a propoziţiei:

„Dacă ,cossin axx =+  atunci 3233 5,05,1cossin aaxx −=+ ”.
Argumentaţi.

3. Fie .18090,6,0sin °<<°= αα  Calculaţi sin2a, cos2a, tg2a, ctg2a.

4. Determinaţi soluţiile ecuaţiei xxxx sin32sinctg2ctg2 +=−  care satisfac condiţia .02cos ≥x

5. Fie funcţia .2tg)(,: xxfDf −=→ R  Determinaţi valorile lui x, ,
2

0
π<< x  pentru care funcţia  f  este definită.

6. Lungimile laturilor unui paralelogram sunt de 5 cm şi de 3 cm, iar înălţimea construită pe latura mai mare este de 2 cm.
Calculaţi măsura unghiului ascuţit format de diagonalele paralelogramului.

    Timp efectiv  de lucru:45 de minute

A F

16. (  2024) Rezolvaţi în R ecuaţia .0
cos311sin12cos18

2

22

=
−

++
xx

xxx

π
17. Să se calculeze, fără a aplica calculatorul de buzunar, .315ctg253cos17sin °+°+°

18.  Lucraţi în perechi!  Să se rezolve în ,R  prin 6 metode, ecuaţia .1cossin =+ xx

19. Să se afle soluţiile ecuaţiei ,1coslog2sinlog
3
2

3
2 =− xx  ce aparţin intervalului ].2,350[ °°−

20. Raza cercului înscris într-un triunghi isoscel este de 4 ori mai mică decât raza cercului circumscris acestui triunghi. Să se
afle măsurile unghiurilor triunghiului.
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Patrulatere. Poligoane.
Recapitulare şi completări39MODULUL

identificarea şi aplicarea patrulaterelor, poligoanelor în contexte diverse;
utilizarea proprietăţilor studiate ale patrulaterelor şi poligoanelor în situaţii reale şi/sau modelate;
identificarea şi aplicarea secţiunii de aur în diverse domenii.

Obiective

Geometria este cea mai bună și mai simplă dintre toate logicile,
cea mai potrivită să dea inflexibilitate judecăţii și raţiunii.

Denis Diderot

Patrulaterul cu laturile opuse paralele se numeşte paralelogram.efiniţie

bservaţie Aici şi în continuare vom examina patrulatere (poligoane)
convexe, adică patrulatere (poligoane) situate în acelaşi
semiplan închis determinat de dreapta suport a oricărei
laturi a patrulaterului.

Un patrulater este paralelogram dacă şi numai dacă laturile opuse sunt congruente.eorema 1

Un patrulater este paralelogram dacă şi numai dacă două laturi opuse sunt paralele şi
congruente.

eorema 2

Un patrulater este paralelogram dacă şi numai dacă unghiurile opuse sunt congruente.eorema 3

Un patrulater este paralelogram dacă şi numai dacă diagonalele lui au acelaşi mijloc.eorema 4

 Exerciţiu • Demonstraţi teoremele 1–4.

(teorema paralelelor echidistante)
Fie dreptele neparalele a şi d. Dacă pe dreapta a sunt construite segmente congruente

AA 21 ,  nn AAAA 132 ...,, −  şi prin extremităţile lor sunt construite drepte paralele cu dreap-
ta d, atunci aceste drepte taie pe orice altă dreaptă b (b d) segmente congruente

nn BBBBBB 13221 ...,,, −  (fig. 9.1).

eorema 5

§1 Paralelogramul şi proprietăţile lui. Trapezul

1.1. Paralelogramul

PPPPP Ne amintim
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Demonstraţie:
Construim prin punctele ,1+Bi  ,1...,,1 −= ni  semidrepte paralele

cu dreapta a şi notăm punctele de intersecţie cu dreptele A
i
B

i
 prin

C
i
. Se constată că patrulaterele A

i
A

i+1Bi+1Ci
 sunt paralelograme, de

unde obţinem relaţiile ,][][ 11 ++ ≡ iiii AABC  ca laturi opuse ale paralelo-
gramului. Aplicând criteriul de congruenţă ULU, se poate demon-
stra că 

nnniii BCBBCBBCBBCB 111322211 ...... −−+ ∆≡≡∆≡≡∆≡∆ ,
de unde rezultă că ].[...][...][][ 113221 nnii BBBBBBBB −+ ≡≡≡≡≡    

Paralelograme particulare

Dreptunghiul este paralelogramul cu un unghi drept. Din teorema 3 rezultă că toate un-
ghiurile dreptunghiului sunt drepte.

Un paralelogram este dreptunghi dacă şi numai dacă diagonalele lui sunt congruente.eorema 6

Rombul este paralelogramul cu două laturi consecutive congruente. Prin urmare, toate
laturile rombului sunt congruente.

Un paralelogram este romb dacă şi numai dacă diagonalele lui sunt perpendiculare
sau sunt conţinute de bisectoarele unghiurilor lui.

eorema 7

 Exerciţiu • Demonstraţi teoremele 6, 7.

Pătratul este rombul cu un unghi drept sau dreptunghiul cu două laturi consecutive
congruente.

Fig. 9.1
b

a

B1

A1 A2

B2

B3
Bi

Bi+1

Bn-1
Bn

Ai+1
Ai An-1 An

C1
C2

Ci

Cn-1

A3

d

Dacă notăm lCBLAC == ,  egalitatea de mai sus se scrie 
l
L

L
lL =+ , adică

aceeaşi egalitate ca în cazul dreptunghiului de aur.

1.2. Secţiunea de aur
În pictură şi arhitectură, un dreptunghi de lungime L şi lăţime l se numeşte dreptunghi

de aur dacă .
L

lL
l
L +=

Această egalitate poate fi scrisă astfel: .1
l
L

L
l =+

Notând ,0, >= xx
l
L  obţinem: .

2
51

01

,0
1

1
2

+=⇔
⎩
⎨
⎧

=−−
>⇔+= x

xx

x

x
x

Acest număr iraţional se notează 
2

51+=ϕ  şi se mai numeşte număr de aur.
Deci, ...61803,1=ϕ
Se spune că punctul ][ABC ∈  împarte segmentul AB în raportul de „aur” sau secţiunea

de aur dacă 
CB
AC

AC
AB =  (fig. 9.2).

A B
L l

C
Fig. 9.2

Fie ABCD este dreptunghi de aur şi lLlABLAD >== ,,  (fig. 9.3).
Fie AEFB este pătratul cu latura ,lABAE ==  iar M este mijlocul segmentu-

lui AE. Atunci din triunghiul dreptunghic FEM obţinem:

.
2
5

4
2

2
22 ll

l
FEMEFM =+=+=Fig. 9.3

C

A

B F

D
EM
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Deoarece 
2

51+=
AB
AD  şi ,MDAMAD +=  obţinem

.
2
5

2
5

2
1

2
1

2
512

2
51

MFlMD
l

MD
l

MD
l

AB
MDAM ==⇔+=+⇔+=

+
⇔+=+

Astfel, dreptunghiul de aur ABCD se descompune într-un pătrat AEFB şi un nou
dreptunghi EFCD, care, surprinzător, este, de asemenea, dreptunghi de aur. Demonstraţi
acest lucru!

Din raţionamentele de mai sus rezultă şi procedeul de construire a unui dreptunghi
de aur, pornind de la pătratul dat AEFB: marcăm cu M mijlocul laturii AE şi cu ajutorul
compasului centrat în M găsim punctul D de intersecţie al semidreptei [AE cu cercul
de centru M şi rază MF. Având trei vârfuri, A, B şi D, se determină uşor şi cel de-al
patrulea vârf C al dreptunghiului de aur ABCD.

Triunghiul isoscel cu unghiurile 36°, 72°, 72° se numeşte triunghi de aur, deoarece
raportul laturii laterale către bază este raportul de aur (fig. 9.4).

Utilizând desenul (fig. 9.4) şi aplicând asemănarea triunghiurilor
sau teorema bisectoarei unghiului interior al triunghiului, deduceţi
acest rezultat.

Observăm că ADB∆  este isoscel, cu unghiurile de 36°, 72°,
72°, şi utilizând rezultatul obţinut la exerciţiul de mai sus, se de-
duce că diagonala pentagonului regulat şi latura lui sunt în secţiunea

de aur: 
2

51+== ϕ
BA
AD  (fig. 9.5).

Fiind definită de Euclid cu mai mult de două mii de ani în urmă, secţiunea de aur apare
într-o varietate de locuri surprinzătoare: cochiliile moluştelor, aranjamentul seminţelor de
floarea soarelui, forma galaxiilor, cristalele unor substanţe, pictură, arhitectură, muzică.

„Secţiunea de aur” se poate identifica şi în creaţia celebră a lui Leonardo da Vinci,
Gioconda (sau Mona Lisa). Autorul a folosit „secţiunea de aur” în mod intenţionat, creând
unul dintre cele mai renumite tablouri din lume.

Secţiunea de aur a fost cunoscută din timpuri străvechi de către egipteni şi greci, dar a
fost divulgată abia în secolul al III-lea î.e.n. de către Euclid.

Secţiunea de aur (numită uneori şi raportul de aur, proporţia de aur, numărul de
aur) (în limba latină sectio aurea), notată cu litera greacă „ Φ ” (phi majuscul) sau cu „ϕ ”
(phi minuscul), care se citesc „fi”, este primul număr iraţional descoperit şi definit în istorie.
Acesta este aproximativ egal cu 1,618033.

Euclid l-a calificat pe „ Φ ” ca pe o simplă împărţire a unui segment în ceea ce el a numit
„medie” şi „extremă raţie”.

Raportul de aur /numărul de aur poate fi definit în diferite moduri. Cel mai important
concept matematic asociat cu numărul de aur este şirul lui Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, ... Împărţind orice număr (începând cu al patrulea) la predecesorul său, se obţine
aproximativ numărul de aur. Veţi studia şirul lui Fibonacci în clasa a XI-a.

Șirul lui Fibonacci şi secţiunea de aur au aplicaţii în diverse domenii.
Leonardo da Vinci a folosit secţiunea de aur (fiind numită proporţia divina) şi în

capodopera Cina cea de taină.
Raportul de aur ar putea fi prezent şi în muzică. Se presupune că Bach şi Beethoven au

ţinut cont de el în compoziţiile lor.

C

A

B

D

a

l

36°

a

a
l – a

36°
36° 72°

Fig. 9.4

C

A B

D

E

Fig. 9.5

 Exerciţiu
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1.4. Patrulatere înscrise şi circumscrise

Trapezul este patrulaterul cu două laturi opuse paralele şi celelalte două laturi
neparalele. Laturile paralele se numesc baze (baza mare şi baza mică).

Trapezul cu laturile neparalele congruente se numeşte trapez isoscel.
Segmentul care uneşte mijloacele laturilor neparalele ale unui trapez se numeşte

linie mijlocie a trapezului. Linia mijlocie este paralelă cu bazele şi lungimea ei este
egală cu semisuma lungimilor lor.

Problemă
rezolvată

Baza mică a unui trapez isoscel este congruentă cu latura neparalelă, iar diagonala
trapezului este perpendiculară pe latura lui neparalelă. Să se afle măsurile unghiurilor
interioare ale trapezului.
Rezolvare:

Fie ABCD un trapez isoscel cu ][][][ CDBCAB ≡≡  şi CDAC⊥   (fig. 9.6).
Pentru că ADBC || , iar AC este secantă, rezultă că .)(m)(m α=∠=∠ CADBCA

Deoarece ],[][ BCAB ≡  rezultă că ABC∆  este isoscel cu .)(m α=∠BAC  Aşa
cum unghiurile alăturate bazei trapezului isoscel sunt congruente, obţinem:

.2)(m)(m α=∠=∠ BADCDA  În triunghiul dreptunghic ACD avem ,903 °=α
adică .30°=α

Atunci, ,60302)(m)(m °=°⋅=∠=∠ BADCDA     .12090)(m)(m °=°+=∠=∠ αBCDABC

Răspuns: 120°, 120°, 60°, 60°.

Amintim că unghiul cu vârful situat pe un cerc şi ale cărui laturi
intersectează cercul se numeşte unghi înscris în cerc (fig. 9.7).

Măsura unghiului înscris într-un cerc este egală cu jumătatea
măsurii arcului cuprins între laturile lui:

)(m
2
1

)(m ACABC e=∠  (fig. 9.7).

Pentru ca un patrulater să fie inscriptibil, este necesar şi suficient ca suma măsurilor
unghiurilor opuse să fie egală cu 180° (fig. 9.8 a)).

eorema 9

Pentru ca un patrulater să fie inscriptibil, este necesar şi suficient ca unghiul format de
o diagonală şi o latură să fie congruent cu unghiul format de latura opusă şi cealaltă
diagonală (fig. 9.8 b)).

eorema 10

Pentru ca un patrulater să fie inscriptibil, este necesar şi suficient ca un unghi interior
să fie congruent cu unghiul exterior de la vârful opus acestuia (fig. 9.8 c)).

eorema 11

1.3. Trapezul

eorema 8 A

B

C

Fig. 9.7

A

B

D

C

Fig. 9.6

α

α2
α

α

• Patrulaterul se numeşte înscris în cerc dacă vârfurile lui sunt situate pe cerc.
• Patrulaterul se numeşte inscriptibil dacă el poate fi înscris într-un cerc.
• Patrulaterul se numeşte circumscris unui cerc dacă laturile lui sunt tangente la cerc.
• Patrulaterul se numeşte circumscriptibil dacă el poate fi circumscris unui cerc.

efiniţii

a)                                     b)                                  c)

A

B

C

D
A

B C

D A

B

C

D
O O O
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eorema 12 Un patrulater poate fi circumscris unui cerc dacă şi numai
dacă sumele lungimilor laturilor opuse sunt egale:

BCADCDAB +=+  (fig. 9.9).

 Exerciţiu • Demonstraţi teoremele 8–12.
A

B

D

Fig. 9.9

C

O

Probleme propuse 
Profilurile umanistic, arte, sport

A

1. Diagonalele unui patrulater au lungimi de 16 cm şi 28 cm. Să se afle perimetrul patrulaterului cu vârfurile în mijlocurile
laturilor patrulaterului dat.

2. Bisectoarea unghiului C al paralelogramului ABCD intersectează latura AD în punctul E. Să se determine lungimea
segmentului AE, dacă cm18=AB  şi cm.30=AD

3. Unul dintre unghiurile unui paralelogram are măsura de 50°. Să se afle măsurile celorlalte unghiuri.
4. Diagonala unui paralelogram formează cu laturile paralelogramului unghiuri de 30° şi 40°.

Să se determine măsurile unghiurilor paralelogramului.

5. (  2018) În desenul alăturat este reprezentat trapezul isoscel ABCD, în care BC || AD,
diagonala BD este bisectoare a unghiului ABC şi .55)(m °=∠ABD  Scrieţi în casetă măsura
în grade a unghiului BAD.

=∠ )(m BAD .
6. (  2017) În desenul alăturat este reprezentat paralelogramul ABCD,

în care ,70)(m °=∠BAD  iar AM, ),(BCM ∈  este bisectoare a unghiu-
lui BAD. Scrieţi în casetă măsura în grade a unghiului BMA.

=∠ )(m BMA .

C

A

B

D
C

A

B

D

M

7. Fie dreptunghiul de aur ABCD, care este descompus în pătratul  11 AABB

şi un nou dreptunghi de aur .11 CDBA

Descompuneţi acest dreptunghi de aur în pătratul 212 CBBA  şi un nou
dreptunghi de aur .221 DBAA  Continuaţi acest proces de descompunere a
fiecărui nou dreptunghi de aur obţinut la etapa anterioară cât mai mult
posibil (vezi figura). Uniţi punctele A şi ,1B  1B  şi ,2B  2B  şi 3B  ş.a.m.d.
prin arcele de cerc ...,,,, 4332211 BBBBBBAB eeee  şi obţineţi o porţiune
de spirală, numită spirală logaritmică (vezi figura).

8. Să se obţină o porţiune de spirală loga-
ritmică pornind de la triunghiul de aur
ABC, care se descompune într-un tri-
unghi isoscel ACD şi un nou triunghi de
aur BCD. Continuaţi procesul de des-
compunere a noului triunghi de aur
obţinut la etapa anterioară cât mai mult
posibil (vezi figura).

C

A

B

1A

1B

D

2B

3B

4B

5B
2A

3A

5A

C

A

B

D

E

36°
36° 36°

36°

36°
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9. Diferenţa măsurilor unghiurilor opuse ale unui trapez isoscel este egală cu 30°. Să se determine măsurile unghiurilor
trapezului.

10. (  2021) Diagonalele unui romb sunt de 12 cm şi 16 cm. Determinaţi lungimea înălţimii rombului.

11. (  2011) O placă de faianţă are forma unui romb cu unghiul obtuz de măsură egală
cu 150° şi înălţimea de 24 cm. Vor fi oare sificiente 100 astfel de plăci pentru a acoperi
toată suprafaţa podelei unei bucătării cu dimensiunile de 3 m × 4 m?

12.  Investigaţi!  a) Ombilicul împarte înălţimea corpului uman după secţiunea de aur.
b) Înălţimea unui om mijlociu stând în picioare şi având un braţ ridicat este împărţită de stern după secţiunea de aur.

13. Într-un triunghi isoscel bisectoarea unghiului de la bază este congruentă cu baza. Arătaţi că acest triunghi este
triunghi de aur.

14. Considerând că baza piramidei lui Keops este un pătrat cu latura de aproximativ
230,35 m, iar înălţimea ei este egală cu aproximativ 146,73 m, să se verifice dacă
înălţimea feţei laterale şi latura bazei piramidei sunt în proporţie de aur.

15. Punctele M şi N sunt situate în acelaşi semiplan limitat de dreapta d. Distanţa de la punctul M la dreapta d este de
12 cm, iar distanţa de la punctul N la dreapta d este de 28 cm. Să se determine distanţa de la mijlocul segmentului MN

la dreapta d.

B

C

16.  Lucraţi în perechi!  Piciorul înălţimii construite din vârful unghiului obtuz al unui trapez isoscel împarte baza
mare în segmente de 8 cm şi 32 cm. Să se afle lungimile bazelor trapezului.

17. Lungimile bazelor unui trapez se raportă ca 3 : 2, iar lungimea liniei mijlocii a trapezului este de 70 cm. Să se afle lungimile
bazelor trapezului.

Profilul real
A1

1. Bisectoarea unghiului  A al paralelogramului ABCD intersectează latura BC în punctul E. Să se arate că triunghiul ABE
este isoscel.

2. Să se demonstreze că lungimea medianei corespunzătoare ipotenuzei unui triunghi dreptunghic este egală cu jumătate
din lungimea ipotenuzei.

3. (  2014) În desenul alăturat, ABCD este un paralelogram în care
AC este bisectoare a unghiului BAD şi 4=AB cm. Scrieţi în casetă
perimetrul paralelogramului ABCD.

=ABCDP  cm.

4. (  2013) În desenul alăturat, ABCD este dreptunghi, .10)(m °=∠ABD  Folosind datele din desen,
scrieţi în casetă măsura în grade a unghiului AOD.

=∠ )(m AOD .
5. Să se afle diagonala şi latura laterală a unui trapez isoscel cu bazele de 20 cm şi 12 cm, dacă se ştie că centrul cercului

circumscris trapezului este situat pe baza mare.
6. Să se afle raza cercului circumscris trapezului isoscel cu bazele de 21 cm şi 9 cm, iar  înălţimea de 8 cm.
7. Într-un trapez isoscel a cărui latură laterală are lungimea de 17 cm este înscris un cerc cu diametrul de 15 cm. Să se afle

bazele trapezului.

C

A

B

D

C

A

B

D

10°

?

O
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C1
11. Latura BC a patrulaterului ABCD este diametrul cercului circumscris acestui patrulater. Se ştie că 8=BC cm,

24=BD cm şi .1:2)(m:)(m =∠∠ ACBDCA  Să se afle lungimea laturii AB.

12. Centrul cercului înscris într-un trapez dreptunghic este situat la distanţele 103  m şi 109  m de extremităţile unei laturi
laterale. Să se afle lungimile laturilor trapezului.

13. Bazele unui trapez au lungimile de 6 cm şi 24 cm. Să se afle razele cercurilor înscris şi circumscris trapezului.

14.  Investigaţi!  Lungimile bazelor unui trapez isoscel sunt a şi b ).( ba >  Să se arate că piciorul înălţimii trapezului
construite din vârful unghiului obtuz împarte baza mare în două segmente cu lungimile )(

2
1

ba +  şi ).(
2
1

ba −

15. Lungimile diagonalelor unui patrulater sunt 
1d  şi .2d  Să se afle perimetrul patrulaterului cu vârfurile în mijlocurile

laturilor patrulaterului dat.

16. Piciorul înălţimii construite din vârful unghiului obtuz al unui trapez isoscel împarte baza trapezului în două segmente.
Să se afle raportul lungimilor acestor segmente, dacă lungimile bazelor sunt de 40 cm şi 56 cm.

B1

8. Într-un romb cu un unghi de 60° este înscris un cerc cu raza de 2 dm. Să se afle laturile rombului.

9.  Lucraţi în perechi!  Într-un cerc cu raza R este înscris un pătrat. Dintr-un vârf al acestui pătrat sunt duse două
coarde ce subîntind arce de măsura 120°. Să se afle lungimea segmentului diagonalei pătratului cuprins între aceste
coarde.

10. Să se arate că punctele de intersecţie a bisectoarelor celor patru unghiuri interioare ale unui paralelogram sunt vârfurile
unui dreptunghi.

§ 2 Poligoane. Poligoane regulate

efiniţie Se numeşte linie frântă nAAAA ...321  reuniunea segmentelor ],[ 21 AA ],[..., 1 nn AA −  unde
punctele 21,, ++ iii AAA  nu sunt coliniare pentru toţi }2...,,3,2,1{ −∈ ni  (fig. 9.10).

2.1. Noţiunea de poligon

Dacă vârfurile 11, −nAA  şi nA  ale liniei frânte nAAAA ...321  sunt necoliniare,
atunci reuniunea acestei linii frânte cu segmentul ][ 1 nAA  se numeşte linie
frântă închisă şi se notează, de asemenea, nAAAA ...321 . De exemplu, în
figura 9.11 este reprezentată linia frântă închisă .... 7621 AAAA

PPPPP Ne amintim Punctele nAAAA ...,,,, 321  se numesc vârfuri sau extremităţi ale
liniei frânte, iar segmentele ],[ 21 AA  ][...,],[ 132 nn AAAA −  se numesc
laturi ale liniei frânte. Laturile liniei frânte se numesc laturi adiacente,
dacă ele au un vârf comun, şi – neadiacente, în caz contrar.

Linia frântă se numeşte linie frântă simplă dacă
oricare două laturi neadiacente ale ei nu au niciun
punct comun (fig. 9.10).

Fig. 9.10

1A

2A

3A

4A
5A

6A

1A

2A
3A

7A

5A

6A

4AInterior

Exterior

Fig. 9.11

1E

2E
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O linie frântă închisă simplă se numeşte poligon. Vârfurile şi laturile
liniei frânte se numesc vârfuri şi, respectiv, laturi ale poligonului.

Un poligon se numeşte poligon convex dacă el este situat în acelaşi semiplan închis
determinat de dreapta suport a oricărei laturi a poligonului (fig. 9.12 a), b)). În caz contrar,
poligonul se numeşte neconvex (fig. 9.12 c), d)).

a)                          b)                             c)                                d)

Fig. 9.12

Reuniunea poligonului şi a interiorului său se numeşte suprafaţă poligonală.
Se numeşte unghi interior al poligonului convex unghiul format de semidreptele suport

ale două laturi adiacente. Unghiul adiacent suplimentar unui unghi interior al poligonului se
numeşte unghi exterior al poligonului convex. Segmentele determinate de vârfurile care nu
sunt extremităţi ale aceleiaşi laturi se numesc diagonale ale poligonului.
Numărul de laturi ale poligonului este egal cu numărul de unghiuri (vârfuri), de aceea
poligoanele se numesc după numărul de unghiuri sau numărul de laturi. De exemplu: triunghi,
patrulater, pentagon, hexagon etc.

O linie frântă închisă simplă determină în plan trei mulţimi disjuncte: linia frântă, interiorul
liniei frânte, exteriorul liniei frânte. Orice segment )( 21EE  determinat de un punct din
interiorul liniei frânte şi un punct din exteriorul ei intersectează linia frântă (fig. 9.11).

Un poligon convex se numeşte poligon regulat dacă el are toate laturile congruente
şi toate unghiurile congruente.

efiniţie

2.2. Poligoane regulate
PPPPP Ne amintim

Cele mai simple poligoane regulate sunt triunghiul echilateral şi
pătratul.

Din fiecare vârf al poligonului convex cu n laturi pot fi construite
3−n  diagonale care împart poligonul în 2−n  triunghiuri (fig. 9.13).

Aşa cum suma măsurilor unghiurilor interioare ale unui triunghi
este egală cu 180°, rezultă că suma nS  a măsurilor unghiurilor
interioare ale unui poligon convex cu n laturi este egală cu

),2(180 −° n  adică ).2(180 −°= nSn

Prin urmare, măsura nβ  a unghiului interior al unui poligon regulat cu n laturi se
calculează folosind formula:

n

n
n

)2(180 −°=β   .

Fig. 9.13
1A 2A

3A
nA

1−nA
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Dacă nAAAA ...321  este poligon regulat, atunci el este:
1) inscriptibil (fig. 9.14 a)),
2) circumscriptibil (fig. 9.14 b)).

Demonstraţie:
1) Considerăm cercul circumscris triunghiului .321 AAA  Fie punctul O centrul acestui

cerc. Vom arăta că vârful 
4A  este situat pe acest cerc. Într-adevăr, deoarece triunghiurile

isoscele 21 AOA  şi 32 AOA  sunt congruente (criteriul LLL), rezultă că

.
2

)5(m)4(m)3(m)2(m)1(m nβ=∠=∠=∠=∠=∠

Prin urmare, 3243 AOAAOA ∆≡∆  (criteriul LUL), adică  ,1234 OAOAOAOA ===  ceea
ce demonstrează că 4A  este situat pe acelaşi cerc cu punctele .,, 321 AAA  În mod analog se
demonstrează că cercul ),( 1OAOC  trece şi prin celelalte vârfuri ale poligonului nAAAA ...321 .

2) În partea întâi (1) a demonstraţiei am arătat că laturile poligonului regulat nAAAA ...321

sunt coarde congruente ale cercului ).,( 1OAOC  Prin urmare, ele se află la aceeaşi distanţă
de centrul O al cercului, adică sunt tangente cercului de centru O şi raza OB, unde 21 AAOB⊥
(fig. 9.14 b)).

Deci, poligonul nAAAA ...321  este circumscris cercului ).,( OBOC    

eorema 34

• Poligonul convex se numeşte înscris în cerc dacă vârfurile lui sunt situate pe cerc.
• Poligonul convex se numeşte inscriptibil dacă el poate fi înscris într-un cerc.
• Poligonul convex se numeşte circumscris unui cerc dacă laturile lui sunt tangente la
cerc.
• Poligonul convex se numeşte circumscriptibil dacă el poate fi circumscris unui
cerc.

efiniţii

Fig. 9.14

1A

nA

1

2A 3A

4A

B

O

2 3 4 5

a)

1A

nA

2A
3A

4A

B

O

b)

Corolar. Centrul cercului înscris în poligonul regulat coincide cu centrul cercului
circumscris acestui poligon (fig. 9.15).

Centrul comun al acestor cercuri se numeşte centru (centru de rotaţie, centru
de simetrie) al poligonului regulat.

Raza cercului circumscris se numeşte rază a poligonului regulat, iar raza
cercului înscris se numeşte apotemă a poligonului regulat. Unghiul AOB cu
vârful în centrul poligonului, unde A şi B sunt extremităţile unei laturi a acestuia, se
numeşte unghi la centru al poligonului regulat (fig. 9.15). Măsura acestui unghi

este ,
360

nn

°=α  unde n este numărul de laturi ale poligonului regulat.Fig. 9.15

A

B

DE

O

C
F

nα
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Probleme
rezolvate

1. Să se exprime lungimea na  a laturii unui poligon regulat cu n
laturi prin raza R a cercului circumscris.
Rezolvare:
În AOB∆  avem 

n
AOD n °==∠ 180

2
)(m

α  (fig. 9.16).

.
180

sin22
n

RADABan

°===  În particular,

,360sin23 RRa =°=   ,245sin24 RRa =°=   .30sin26 RRa =°=

Răspuns: .
180

sin2
n

Ran

°=

2. Să se exprime lungimea na  a laturii unui poligon regulat prin raza r a cercului înscris
în acest poligon.
Rezolvare:
În OCE∆  avem 

n
EOC n °==∠ 180

2
)(m

α  (fig. 9.17).

.
180

tg22
n

rCECFan

°===  În particular,

,32tg6023 rra =°=   ,2tg4524 rra =°=  .
3

32

3

2
tg3026

rr
ra ==°=

Răspuns: .
180

tg2
n

ran

°=

Fig. 9.16
A B

D

O

R R

Fig. 9.17

C FE

O

r

Poligoanele regulate (şi nu numai) se utilizează la confecţionarea elementelor
pentru pavaje.

În cotidian, a pava înseamnă a executa un pavaj, a acoperi o stradă, o curte
etc. cu pavaj. Altfel spus, solul se acoperă cu elemente de mici dimensiuni, ale
căror forme sunt mai mult sau mai puţin regulate. Aceste elemente se mai numesc
şi dale. Pavajul este rezultatul pavării.

În matematică, o pavare este acoperirea unei suprafeţe plane, folosind una
sau mai multe forme geometrice plane, numite dale, fără suprapuneri şi fără goluri.

Pavajele pot fi periodice sau neperiodice, regulate sau semiregulate.
Pavajele periodice au un model care se repetă, cele neperiodice nu au un astfel

de model.
Pavajele regulate constau din dale poligonale regulate, toate de aceeaşi formă,

iar pavajele semiregulate constau din dale regulate de mai multe forme.
În figura de mai jos sunt prezentate pavaje regulate cu: a) pătrate; b) triunghiuri

echilaterale; c) hexagoane regulate; d) pavajul semiregulat cu hexagoane regulate,
pătrate şi triunghiuri echilaterale.

a) b)

c) d)
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Probleme propuse 
Profilurile umanistic, arte, sport

A

B

C

1. Câte laturi are un poligon regulat, dacă măsura fiecărui unghi interior al acestuia este de:    a) 150°;    b) 160°?
2. Câte laturi are un poligon regulat, dacă măsura fiecărui unghi exterior al acestuia este de:    a) 36°;    b) 24°?

5. Să se aducă exemple (utilizând internetul) de pavaje realizate în diverse ţări. Să se determine ce tipuri de figuri geometrice
au fost utilizate.

6.  Lucraţi în perechi!  Lungimea laturii unui triunghi echilateral înscris într-un cerc este a. Să se afle lungimea laturii
pătratului înscris în cercul respectiv.

A1

Profilul real

1. Lungimea laturii unui poligon regulat cu n laturi este .na
Să se exprime raza R şi apotema r ale acestui poligon prin

na  şi n.

2. Într-un cerc cu raza de 1 m este înscris un poligon regulat
cu n laturi. Să se determine perimetrul nP  al poligonului
pentru }.12,8,6,4,3{∈n

B1

3. Un pătrat şi un triunghi echilateral sunt înscrise într-un cerc cu raza de 1 m, astfel încât o latură a pătratului este paralelă
cu o latură a triunghiului. Să se afle aria părţii comune a pătratului şi triunghiului.

C1

4.  Lucraţi în perechi!  Într-un cerc cu raza de 4 m este înscris un triunghi echilateral, iar pe latura acestuia este
construit un pătrat. Să se calculeze raza cercului circumscris pătratului.

5. Să se circumscrie unui cerc un triunghi echilateral, un pătrat, un octogon regulat. Argumentaţi procedeele.

a) b) c) d)

e) f) g)

3. Să se exprime raza cercului înscris într-un triunghi echilateral prin raza cercului circumscris acestui triunghi.
4. Pentru fiecare dintre dalele prezentate în figura de mai jos se propune să se realizeze pavaje pe foaie.
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§ 3 Ariile figurilor plane

efiniţie Fiecărei figuri plane i se asociază un număr real nenegativ, numit aria figurii respec-
tive. Aria posedă următoarele proprietăţi:

1° figurile congruente au arii egale;
2° dacă o figură este reuniunea a două figuri disjuncte, atunci aria figurii date este

egală cu suma ariilor celor două figuri disjuncte;
3° pătratul cu latura de 1 u.l. are aria 1 u.p.

În baza acestei definiţii se poate demonstra că aria oricărui dreptunghi (fig. 9.18) este
egală cu produsul lungimilor a două laturi ce au un vârf comun: ba ⋅=A  (măsurate cu
aceeaşi unitate de măsură).

Formulele pentru calculul ariilor unor figuri geometrice sunt prezentate în tabelul 1.

a

b

Fig. 9.18
Tabelul 1

Nr.
crt. Figura Reprezentarea

geometric=
Formula

1 P=trat 22

2
1

da ==A

2 Paralelo-
gram ϕα sin

2
1

sin 21ddabbh ===A

3 Triunghi ,))()((

4
sin

2
1

2
1

cpbpapp

R
abc

prbcbh

−−−=

===== αA
 r – raza cercului

\nscris \n ABC,  R – raza cercului circumscris

4 Trapez h
ba

2
+=A

5 Patrulater
convex ϕsin

2
1

21dd=A

6 Poligoane
regulate

,
2

prn
ar ==A  unde r – raza cercului  \nscris \n poligonul

regulat, ,
2

an
p =  p – semiperimetrul poligonului,

n – num=rul de laturi ale poligonului.

7 Disc 2Rπ=A

8 Sector de
disc

α2

2
1

R=A  (α \n radiani)

°=
360

2 απRA  (α \n grade)

a d

a
d
1

d 2

h
α ϕ

b

C

ac

bA

B

α
h

a

h

b

d
1

d 2 ϕ

a

r

O R

R
α

unde ,
2

cba
p

++=  r – raza cercului înscris în ,ABC∆
R – raza cercului circumscris triunghiului ABC.



207

M
O

D
U

LU
L

9Patrulatere. Poligoane. Recapitulare şi completări

Probleme
rezolvate

1. Punctul de tangenţă a cercului înscris într-un triunghi
dreptunghic împarte ipotenuza în segmente de lungimi m şi
n. Să se afle aria triunghiului (fig. 9.19).
Rezolvare:
Conform teoremei lui Pitagora,

⇒+=+++ 222 )()()( nmnrmr

⇒++=++++⇒ mnnmnmnmrr 2)(22 22222

.)(2 mnnmrr =++⇒
Atunci, =++=⋅= ))((

2
1

2
1

nrmrBCACABCA

mnmnmnmnnmrr =+=+++= )(
2
1

))((
2
1 2  (u.p.).

2. Diagonalele trapezului ABCD )||( BCAD  îl împart în patru triunghiuri
cu un vârf comun O. Știind că ariile triunghiurilor AOD şi BOC sunt 1A  şi,
respectiv, ,2A  să se afle aria trapezului (fig. 9.20).
Rezolvare:
Aşa cum ,~ COBAOD ∆∆  rezultă că

1

2

A
A===

OD
OB

AO
CO

AD
BC   (asemănare de coeficient ).

1

2

A
A

Fie .)(m ϕ=∠AOB

Atunci, OBAOODCO ⋅=⋅  .sin
2
1

sin
2
1

CODAOB ODCOOBAO AA =⋅=⋅=⇒ ϕϕ

Deoarece ,
1

2 ODOB ⋅= A
A  rezultă că =⋅⋅=⋅= ϕϕ sin

2
1

sin
2
1

1

2 ODAOOBAOAOB A
AA

.)180sin(
2
1

211
1

2

1

2 AAAA
A

A
A =⋅=−°⋅⋅⋅= ϕODAO

Prin urmare, .)(2 2

212121 AAAAAAA +=++=ABCD

A

B

m

n

r

C

rr

r m

n

Fig. 9.19

A

B

ϕ

D

O

C

1A

2A

Fig. 9.20

Probleme propuse 

Profilurile umanistic, arte, sport

A

B

1. Lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic se raportă ca 3:4, iar lungimea ipotenuzei este de 50 cm. Să se determine aria
triunghiului.

2. Punctul de tangenţă a cercului înscris într-un triunghi dreptunghic împarte ipotenuza în segmente de 5 cm şi 12 cm. Să se
afle aria triunghiului.

3. Să se determine aria unui triunghi echilateral cu lungimea
laturii de 34  cm.

4. Diagonalele unui romb sunt de 8 cm şi 15 cm. Să se afle
aria rombului.

5. Perimetrul unui paralelogram este de 72 cm. Lungimile
laturilor lui se raportă ca 5:7, iar măsura unghiului ascuţit
este de 30°. Să se afle aria paralelogramului.

6. (  2019) În trapezul isoscel
ABCD bazele AD şi BC sunt
de 16 cm şi 8 cm, respectiv, iar
diagonala este de 15 cm.
Determinaţi aria trapezului.

C

A

B

D
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7. (  2015) Latura unui romb are lungimea egală cu 20 cm, iar lungimile diagonalelor lui se raportă ca 3:4.
Determinaţi aria rombului.

C

9.  Lucraţi în perechi!  Diagonalele unui trapez isoscel sunt perpendiculare, iar lungimea liniei mijlocii este de
12 cm. Să se afle aria trapezului.

10. Din punctul A al unui cerc sunt construite coardele AB şi AC, astfel încât ,cm32== ACAB  iar .60)(m °=∠BAC  Să
se afle aria discului mărginit de acest cerc.

11. Să se calculeze aria fiecărei dale din problema B 4, p. 205, un pătrăţel având aria de 1 u.p.

 Lucraţi în grup!

12. P Lucrare practică.   Calcularea perimetrelor și a ariilor în curtea școlii

13. P Proiect STEAM.   Modele de pavaje

8. (  2022) Fie ABC un triunghi dreptunghic, în care ,90)(m °=∠ABC

.cm15,cm9 == ACAB  Pe laturile AC şi BC se consideră, respectiv, punc-
tele M şi N, astfel încât MN || AB şi BN : NC = 1 : 2.
Determinaţi aria trapezului ABNM.

A1

1. Să se determine aria unui romb, dacă lungimea laturii lui este a, iar suma lungimilor diagonalelor lui este d.
2. Diagonala unui trapez isoscel este bisectoare a unghiului obtuz. Perimetrul trapezului este de 22 cm, iar lungimea bazei

mari este de 6 cm. Să se determine aria trapezului.
3. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu ,m5=AB  ,m3=AC  m.4=BC  Să se afle ariile triunghiurilor ACD şi ADB, dacă

[AD] este bisectoare.

B1

4.  Lucraţi în perechi!  Într-un trapez isoscel se poate înscrie un cerc. Linia mijlocie, de 10 m, împarte trapezul în două
figuri, ale căror arii se raportă ca 2:3. Să se determine aria trapezului.

Profilul real

8. Piciorul înălţimii paralelogramului ABCD, construită din vârful B, împarte latura AD în jumătate. Să se afle aria
paralelogramului, dacă perimetrul lui este de 24 cm, iar perimetrul triunghiului ABD este de 18 cm.

9. Diagonalele patrulaterului convex ABCD sunt perpendiculare şi au lungimile a şi b. Să se afle aria patrulaterului EFGH,
unde E, F, G şi H sunt mijlocurile laturilor AB, BC, CD şi, respectiv,  DA.

6. (  2022) Fie ABC un triunghi dreptunghic, în care ,90)(m °=∠ABC

iar .cm36=BC  Pe laturile AB, AC şi BC se consideră, respectiv, punctele
P, Q şi R, astfel încât PQCR este un romb cu latura de 20 cm. Determinaţi
aria triunghului APQ.

5. (  2011) Un strat de flori are forma unui trapez isoscel, în care florile sunt plantate
doar în discul mărginit pe cercul înscris în acest trapez (vezi desenul). Lungimea bazei
mici a trapezului este egală cu 1 m. Calculaţi aria suprafeţei stratului de flori, dacă se
ştie că lungimea bazei mici a trapezului este egală cu raza cercului.

7. (  2021) Fie paralelogramul ABCD, în care .cm72,cm4,60)(m ==°=∠ BDABA

Determinaţi aria paralelogramului ABCD.

C

A

B

M

N

C

A

B

D

O

C

A

B R

QP

C

A

B

D
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C1

11. Punctul M este mijlocul laturii BC a paralelogramului ABCD. Dreapta AM intersectează diagonala BD în punctul E. Să
se determine ariile triunghiurilor ABE şi AED, dacă aria triunghiului BEM este egală cu 1 u.p.

12. O diagonală a unui trapez dreptunghic are lungimea d şi îl împarte în două triunghiuri dreptunghice isoscele. Să se afle
aria trapezului.

13. Centrul cercului înscris într-un trapez dreptunghic este situat la distanţele de 1 dm şi 2 dm de extremităţile unei laturi
neparalele. Să se determine aria trapezului.

 Lucraţi în grup!

14. P Lucrare practică.   Calcularea perimetrelor și a ariilor în curtea școlii

15. P Proiect STEAM.   Modele de pavaje

Probleme recapitulative 

Profilurile umanistic, arte, sport

A

1. Să se afle raportul dintre raza cercului înscris într-un triunghi dreptunghic isoscel şi înălţimea corespunzătoare ipotenuzei.

2.  Lucraţi în perechi!  Două vârfuri ale unui pătrat sunt situate pe un cerc cu raza de 17 cm, iar celelalte două sunt
situate pe o tangentă la acest cerc. Să se afle lungimea diagonalei pătratului.

3. Înălţimea dusă din vârful unghiului obtuz al unui romb împarte latura lui în jumătate. Să se afle măsurile unghiurilor
rombului.

B

4. Coarda comună a două cercuri de raze egale are lungimea de 12 cm şi este o diagonală a rombului înscris în intersecţia
acestor cercuri. Cealaltă diagonală a rombului are lungimea de 6 cm. Să se afle razele cercurilor.

5. Într-un romb cu un unghi a cărui măsură este de 30° e înscris un cerc, iar în cerc e înscris un pătrat. Să se afle raportul
dintre aria rombului şi aria pătratului.

6. Lungimile laturilor respective ale unui paralelogram şi ale unui dreptunghi sunt egale. Aria paralelogramului este de două
ori mai mică decât aria dreptunghiului. Să se afle măsura unghiului obtuz al paralelogramului.

7. Bazele unui trapez isoscel sunt de 5 cm şi 12 cm, iar latura neparalelă este de 12,5 cm. Să se afle înălţimea trapezului.

8. Laturile neparalele AB şi CD ale trapezului ABCD se prelungesc până la intersecţia în punctul E. Se ştie că AB = 2 cm,
BE = 4 cm, EC = 6 cm. Să se afle CD.

9. Suma măsurilor unghiurilor alăturate bazei mari a unui trapez este egală cu 90°. Baza mare este de 20 cm, iar cea mică –
de 4 cm. Să se afle distanţa dintre mijlocurile bazelor.

10. (  2017) Într-un trapez isoscel baza mare este de 22 cm, iar baza mică este congruentă cu laturile neparalele şi are
lungimea de 10 cm. Determinaţi lungimea diagonalei trapezului.

11. (  2016) Fie triunghiul dreptunghic ABC, în care catetele AB şi AC sunt de 3 cm şi, respectiv, de 6 cm. Pe laturile AB,
BC şi AC se iau punctele M, N şi, respectiv, P, astfel încât AMNP să fie pătrat. Determinaţi lungimea diagonalei
pătratului AMNP.

C

A

B

D

O10. (  2024, pretestare) Fie ABCD un trapez isoscel circumscriptibil cu bazele BC = 6 cm şi
AD =10 cm. Determinaţi lungimea laturii AB.
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C

14. Proiecţia diagonalei unui trapez isoscel pe baza mare este de 7 cm, iar înălţimea lui este de 4 cm. Să se afle aria trapezului.

15. Distanţa de la centrul cercului până la o coardă este de 5 cm, iar raza cercului este de 13 cm.
Să se afle lungimea coardei.

16.  Lucraţi în grup!  P Proiect STREAM   Covorul moldovenesc

Profilul real

A1

1. Raza cercului înscris într-un triunghi dreptunghic este egală cu r, iar raza cercului circumscris triunghiului – cu R. Să se
afle aria triunghiului.

2. Triunghiul dreptunghic ABC este împărţit de înălţimea CD, dusă din vârful C al unghiului drept, în două triunghiuri: BCD
şi ACD. Razele cercurilor înscrise în aceste triunghiuri sunt de 4 cm şi, respectiv, 3 cm. Să se afle raza cercului înscris în
triunghiul ABC.

3. Fie triunghiul dreptunghic ABC. Un cerc cu centrul pe cateta AC, tangent la ipotenuza AB, intersectează cateta BC
în punctul D, astfel încât BD : DC = 2 : 3. Se ştie că AC : BC = 12 : 5. Să se afle raportul dintre raza cercului şi lungimea
catetei BC.

B1

4. Medianele AA1 şi BB1 ale triunghiului isoscel ABC (CA = CB) se intersectează în punctul M. Raportul dintre
raza cercului înscris în triunghiul AMB şi raza cercului înscris în patrulaterul MB1CA1  este egal cu .

4
3

Să se afle raportul CB : AB. 

5. (  2016) Fie trapezul isoscel ABCD, în care AD || BC, AD = 6 cm, CD = 2 cm şi BC = 5 cm. Dreptele suport ale laturilor
AB şi CD se intersectează în punctul M. Determinaţi lungimea înălţimii triunghiului AMD, corespunzătoare laturii AD.

6. (  2015) Un romb are latura de 10 cm şi înălţimea de 8 cm. Determinaţi lungimea diagonalei mici a rombului.

7. (  2014) Într-un triunghi dreptunghic, măsura unui unghi ascuţit este egală cu 30°, iar lungimea catetei mai mari este
eglă cu 35  cm. Determinaţi aria discului mărginit de cercul circumscris triunghiului.

8. (  2018) Fie ABC un triunghi ascuţitunghic isoscel, în care AB = BC şi înălţimea AK este de 6 cm. Determinaţi
perimetrul triunghiului ABC, dacă aria lui este egală cu 30 cm2.

9. (  2017) Fie triunghiul ABC, în care °=∠ 90)(m B  şi AB = 6 cm. Lungimea medianei BM este egală cu 5 cm.
Determinaţi aria triunghiului ABC.

10. Lungimile bazelor unui trapez sunt egale cu a şi b (a > b). Să se afle lungimea segmentului ce uneşte mijlocurile
diagonalelor trapezului.

11. Lungimile bazelor unui trapez sunt egale cu a şi b. O dreaptă paralelă cu bazele intersectează laturile neparalele, astfel
încât trapezul este împărţit în două trapeze de arii egale. Să se afle lungimea segmentului acestei drepte, cuprins între
laturile neparalele.

12. Să se afle măsurile unghiurilor ascuţite ale unui triunghi dreptunghic, dacă raportul dintre raza cercului înscris în

triunghi şi raza cercului circumscris este egal cu .
2

13 −

12. (  2023) Unghiul obtuz al unui romb este de 120°. Determinaţi lungimea diagonalei mari a rombului, dacă perimetrul
rombului este egal cu 40 cm.

13. (  2024) Aria triunghiului isoscel ABC cu baza AC este egală cu 60 cm2. Punctele M şi N sunt mijlocurile laturilor
AB şi BC respectiv. Determinaţi perimetrul triunghiului ABC, dacă MN = 5 cm.
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C1

15*. Se consideră mulţimea triunghiurilor dreptunghice de aceeaşi arie A. Să se determine
triunghiurile din această mulţime ale căror cercuri circumscrise au arie minimă.

16*. Din toate triunghiurile cu aceeaşi latură şi acelaşi unghi α  opus acestei laturi, să se deter-
mine cel care are perimetrul maxim.

17.  Lucraţi în grup!   P Proiect STREAM.   Covorul moldovenesc

Test sumativ
    Timp efectiv  de lucru:45 de minuteProfilurile umanistic, arte, sport

1. Două discuri cu aceeaşi rază de 5 cm se intersectează. Aria reuniunii acestor discuri este de .cm44 2π
a) Determinaţi valoarea de adevăr a propoziţiei:
„Aria discului se calculează conform formulei ,2 Rπ=A  unde R este raza discului”.
b) Determinaţi aria intersecţiei discurilor.

2. Lungimile laturilor unui dreptunghi se raportă ca 3:2, iar aria lui este egală cu 96 cm2. Aflaţi lungimea laturii mai mari a
dreptunghiului.

3. Aflaţi lungimile laturilor neparalele şi ale diagonalelor trapezului înscris într-un cerc cu raza de 37,5 cm, dacă baza mică
este de 51 cm, iar baza mare este diametrul cercului.

4. Unui cerc cu raza de 6 cm i se circumscrie un romb cu măsura unghiului ascuţit de 30°. Determinaţi aria rombului.

Profilul real

1. ABCD este un paralelogram cu ,cm3=AD  ,cm4=AB  .60)(m °=∠DAB

Pe laturile AB şi CB în exterior sunt construite triunghiurile echilaterale ABE şi CBF.
a) Determinaţi valoarea de adevăr a propoziţiei:
„Una dintre formulele de calcul a ariei  paralelogramului este αsin

2
1

ab=A ”.

b) Determinaţi aria triunghiului DEF.

2. Demonstraţi că suma distanţelor de la orice punct situat pe o latură a unui triunghi echilateral până la celelalte două laturi
este o mărime constantă.

3. Bazele unui trapez sunt de 4 cm şi 16 cm. Aflaţi raza cercului înscris în trapez şi raza cercului circumscris acestuia.

4. Într-un disc cu raza R sunt construite două coarde paralele, astfel încât centrul cercului se află între coarde. Una dintre ele
subîntinde un arc de 90°, iar cealaltă – un arc de 60°. Determinaţi aria părţii discului cuprinsă între coarde.

A F

A F

A B

F

D

E

1 m

3 m

10
 m C

13. Dintr-o foaie pătrată cu latura a se decupează colţuri, astfel încât să se obţină o piesă
octogonală regulată. Să se afle lungimea laturii octogonului.

14. Un pilon metalic are forma şi dimensiunile principale ca în figura alăturată.
Să se determine lungimea grinzilor orizontale AB, CD, EF.
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Răspunsuri şi indicaţiiR=spunsuri [i indica\ii
Modulul 1. Numere reale. Recapitulare şi completări
Profilurile umanistic, arte, sport.  A.  1. a) 0,75; b) 0,2(6); c) 0,6; d) 0,125; e) 0,08; f) 0,008; g) 0,1(6); h) 0,(1).  2. a) ;

99
13  b) ;

9
23

c) ;
9

11  d) ;
99
23  e) ;

18
23  f) .

990
271   3. a) Iraţional; b), c), d) raţional.  4. 4.  5. >.  6. a) F; b), c) A.  7. 49.  8. Da.

9. 108.  10. 625 kg.   B.  11. a) );,6( ∞+−  b) ).
9
5

,(−∞   12. a) 8°C; b) °≈1011
109 C.  13. a) ;7566411 +>+

b) .56143819 +>+   14. .34   15. a) Da; b) posibil; c) nu.  16. 55,14,2 ≈ (A).  17. .
25
21   18. 16.  19. a) 480 lei; b) 320 lei.

20. 5618 u.m.  21. .108,19 −   23. b) 74 u.m.  24. 40 de locuri.  25. 12.  26. 288 lei.   C.  27*. 0,6271105.  28. .27,33,15 === cba

Test sumativ. Profilurile umanistic, arte, sport.  1. C.  2. C.  3. .5435 <   4. F.  6. 18 m.

Modulul 2. Elemente de logică matematică şi de teoria mulţimilor
§ 1.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. a) };120,|4{ ≤≤∈= tttA N  b) .13card =A   2. a) };,,,,,,{ trnmieaX =
c) .7card =X   3. De exemplu, }.5,4,3,2,0{=A  Sunt 6 astfel de mulţimi.  4. a) };3{],1,(, −=−∞=≠ BABABA IU

b) ,≠ BA  .),,1( ∅=∞= BABA IU   5. b) };3,2,1{  d) }.5,4{   6. Sunt 15 submulţimi.  7. a) Da; b) nu.  8. a) ;N  b) A; c) ;∅
d) ...}.,8,7,6{   9. De exemplu, ;}4,3,2,1{ A⊆  .32)(card =AB    B.  10. a) De exemplu, –3, –2, –1; b) de exemplu, 0, .1±
11. a) ;,,, RQZN  b) ;\, QRR  c) .,,, RQZN    C.  12. a) )}.3,6(),1,6(),3,4(),1,4(),3,2(),1,2{(=× BA  Da.
b) )}.,(...,),,(),,{( zcyaxa   13. }.13,11,3{,4 === BAx

§ 1.  Profilul real. A1.  1. Da.  2. a) );3,1(−  b) );,6[]6,( ∞+−−∞ U  c) ;R  d) ).6,3[]1,6( U−−   3. .16)(card,4card == AA B
B1.  4. a) Mulţimea numerelor iraţionale; b) }.9,8,7,6,5,4,3{   5. a) ;\, QRR  b) ;\, QRR  c) .\,,, NZRQZ
C1.  7*. a) };2{\R  b) .−R   8*. a) F; b) F.
§ 2.  Profilul real. A1.  1. a) F; b) nu este propoziţie; c) A.  2. d) F.  3. a) ,1020M  deci .520M    4. a) „ABC este un triunghi” –
partea explicativă, „ABC este un triunghi dreptunghic” – ipoteza, „pătratul lungimii ipotenuzei este egal cu suma pătratelor
lungimilor catetelor” – concluzia; b) „unghiul α  este unghi interior al triunghiului ABC” – partea explicativă, „triunghiul
ABC este echilateral” – ipoteza, „mărimea unghiului α  este de 60°” – concluzia.   B1.  5. a) A; b) F.  7. „Dacă diagonalele
patrulaterului ABCD sunt perpendiculare, atunci patrulaterul este romb” – F.  9. „Dacă suma ba +  este un număr raţional,
atunci numerele a, b sunt raţionale” – F.   C1.  11*. a), b) F.
Exerciţii şi probleme recapitulative
Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. },4,2{\},3,1{},9,5,4,3,2,1{ === BABABA IU

)}.9,4(),5,4(...,),3,2(),1,2(),9,1(),5,1(),3,1(),1,1{(},9,5{\ =×= BAAB    2. a), b), c), g) A; d), e), f), h) F.
B.  3. }.5,1{);,3( −=∞+−= BABA IU   4. a) };6,1{21 ±=SS U  b) };6,1{21 −=SS I  c) ;\ 21 ∅=SS  d) }.1{\ 12 =SS

C.  5. 32 de submulţimi: },2{},1{},0{},1{},2{, −−∅  }.2,1,0,1,2{,...},1,2{ −−−−
Profilul real. A1.  1. 4 elevi.  3. a) „numărul a se divide cu 14” – condiţia suficientă, „numărul a se divide cu 7” – condiţia
necesară; „Dacă numărul întreg a se divide cu 7, atunci el se divide cu 14” – F; b) „triunghiul examinat este dreptunghic”
– condiţia suficientă, „triunghiul examinat are două unghiuri ascuţite” – condiţia necesară; „Dacă un triunghi are două
unghiuri ascuţite, atunci el este dreptunghic” – F.   B1.  4. a) ];6;7(−  b) );1;6[−  c) );6;7( −−  d) ].6,1[   5. a) A; b) F.  6. A.
C1.  7. a), b) A.
Test sumativ.  Profilurile umanistic, arte, sport.  1. F.  2. a) ;3M  b) ;1M  c) .5M   3. a) };3,1{21 ±=SS U  b) };1{21 =SS I

c) };3{\ 12 =SS  d) }.3{\ 21 −=SS   4. .216

Profilul real. A1.  1. a) ;2)(card 3=AB  ;2)(card 2=BB  b) .6card =C   2. F.  4. a) „patrulaterul este romb” – condiţia
suficientă, „în romb se poate înscrie un cerc” – condiţia necesară; b) „Dacă într-un patrulater se poate înscrie un cerc,
atunci patrulaterul este romb” – F.

Modulul 3. Radicali. Puteri. Logaritmi
§ 1.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. a) 0,05; b) 288; c) ;

161
90  d) ;32 −  e) ;23 −  f) .33 −    B.  2. a) ;223  b) ;253

c) ;24 2 bba  d) ;bab5−  e) |;3| +x  f) ;2xy  g) ;13 xyx−  h) .22 32 aba−   3. a) ;12  b) ;27−  c) ;23b  d) ;x2−−

e) ;dacă,;dacă, 0707 22 >−≤ caccac  f) ;3 32 yx  g) ;2 3a  h) ;23a  i) ,3 2y  dacă ,0>y  şi ,3 2y−  dacă ;0<y

j) ;2x  k) ;3 42 yx  l) .3x−−  4. a) 34; b) ;38  c) ;
5
2  d) );549(8 +  f) .13 −    C.  5. a) ;

13

752 +

b) ;
3

41025 333 ++  c) ;1813 −−  d) ).1472234(
4
1 −−+−   6. a) ;3553 33 <  b) .2443 33 <
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§ 1.  Profilul real. A1.  1. 2.  2. 1; 2.  3. a) ;43 −  b) ;
12
13  c) –1.   B1.  4. 5.  5. a) 3; b) 5.  7. 5 feţe.   C1.  8. a) 7.

§ 2.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. a) ;
3
7  b) ;

3
105

 c) ;
2

125  d) 0; e) ;
2
5

4

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛  f) 9.    2. 2a.  3. –4.   B.  4. a) ;
1

33 ba +

b) ;
2

2

x

x +  c) ;24
1

−a  d) .
ab
ab

−
+   5. a) Mai mic decât 1; b), c) mai mare decât 1.  6. 12%.   C.  7. 

216
1020

 cubuleţe.  8. 7
2

15 cm.

§ 2.  Profilul real. A1.  1. a) 5; b) ;
2
3  c) 7 200; d) .5

4
1 15⋅   2. .1+n   3. 2.  4. 0.   B1.  5. a) ;

3
2

ba
b
+  b) ;

1

x
 c) ;

3

yx

yx

−
+

 d) –1; e) ;7 5−

f) .53 3303⋅   6. a), b) Mai mare decât 1; c), d), e) mai mic decât 1.   C1.  8. .+R   9. ,
23

3

−m

m  dacă 
⎩
⎨
⎧

≠
>

;2
1
3m

m
 ),42( 332 ++− mm

dacă .0,1 ≠≤ mm

§ 3.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. a) 9; b) 2; c) 1; d) 2; e) 144; f) 0.   2. –2.  3. 15.  4. 2.   B.  5. .
2
1   6. 16.  8. 2.

9. .3 aba +    C.  10. .5log3log1 22 <<

§ 3.  Profilul real. A1.  1. „=”.  2. „<”.  3. „<”.  4. a) |;|log2 a  b) |;|log ba4  c) ;log ba  d) 3; e) ,log ba23 −  dacă ;0log3 ≥− ba

–3, dacă ;0log3 <− ba  f) .|1| +a    B1.  5. .54
1

=x   6. 8.  7. 1.  8. a) );( ba −−13  b) .
)58(

1
ba

ab
−

+  Indicaţie. Descompuneţi

numerele în factori primi.   C1.  11. 0.

Exerciţii şi probleme recapitulative
Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. a) 4; b) 2; c) 1,5; d) 7200; e) –1.  2. a) A; b), c), d) – F.  3. a) –2; b) .24

5

4. 5.    B.  5. a) ;2x−  b) 1.  6. a) ;2724 3>  b) .
5
1

)5(
10

16

−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛<   7. a) ;36 −  b) );25159(2
1 333 +−

c*) ).105221(6
1 +++−     C.  8. 2 m.

Profilul real. A1.  1. <.  2. >.   B1.  4. a) F; b) A. 5. a) ;4
7  b) 6; c) ;3 ba +  d) .)2(log 23

6 −a   6. a), e) Primul mai mic; b), d)

primul mai mare; c) =.   C1.  7. .∗
−∈Ra   8. a) ;

)1(3

a

a−  b) ).1(3 ba −−   9. .3=n

Test sumativ.  Profilurile umanistic, arte, sport.  1. B.  2. .3773 <   3. a) F; b) A.  4. ).57(27 −   5. B.

Profilul real. 1. A.  2. .)2()4( 4
1

33
1

3 >   3. ).( 4
1

4
1

yx +−   4. B.  5.  .10 1−−   6. .1,
2

51
\ 2* ++

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +∈ + aaa R

Modulul 4. Figuri geometrice în plan. Triunghiuri. Cercul. Recapitulare şi completări
§ 1.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  4. a), b), c) A; d) F.
§ 1.  Profilul real. A1.  1. a) 1) ⇒ 2) (F), 1) ⇒ 3) (A), 1) ⇒ 4) (A); b) 2) ⇒ 1) (F), 3) ⇒ 1) (A), 4) ⇒ 1) (F).
B1.  2. a) ;,},{ PPbaPaAba === UII  b) P, }.{A
§ 2.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. 40 cm.  2. 12 cm.  3. 50° sau 130°.  B.  4. 18 cm.  5. 50.  6. 7.  7. 65.  8. 130°.
9. 40°.  C.  10. 16 cm.
§ 2.  Profilul real. A1.  1. Indicaţie. Mijlocul ipotenuzei este centrul cercului circumscris unui triunghi.  2. Indicaţie. Se
consideră două triunghiuri isoscele asemenea cu vârfurile în centrele cercurilor.  3. Indicaţie. ADEBCA ∠≡∠ .  4. 60°.
5. 60°.   B1.  6. Indicaţie. ).(m)(m)(m BCABDACBD ∠−∠−=∠ π  Unghiurile BDA şi BCA sunt înscrise în cerc şi subîntind
arce care nu depind de dreapta CD.  7. Indicaţie. Fie T punctul de tangenţă. Atunci, TCCC 11 =  şi ,11 TBBB =  de unde

.21111111111111 ABABACABBBCCACABTBTCACABBCAC =+=+++=+++=++   8. Indicaţie. Tangenta comună în
A trece prin mijlocul segmentului BC.  9. Indicaţie. Arătaţi că ),(m)(m 2CAAABC ∠=∠  unde 2A  este diametral opus
punctului A.  10. Indicaţie. .22 CDCBCACE =⋅=    C1.  11. a) Indicaţie. );(m)(m 11 BABBAA ∠=∠  b) Indicaţie. Din a) rezultă
că ).(m)(m 11 CBACBA ∠=∠  CBA∠  este congruent cu unghiul format de AC şi tangenta la cerc în vârful C. Deci, tangenta
este paralelă cu .11BA   Atunci,  .11BAOC ⊥    12. .2 rR ⋅   13. Indicaţie. Construiţi dreapta CB, astfel încât ,)(m ϕ=∠ABC

apoi dreapta .CBBD ⊥  Intersecţia mediatoarei segmentului AB cu BD este punctul O. Mulţimea cerută este unul dintre
arcele cercului C(O, OB), precum şi arcul simetric acestuia.  14. 6 cm şi 12 cm.  15. 13 cm.
§ 3.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. 12 cm.  2. 8 cm.  3. 30 cm.  4. 100 cm.   B.  5. 16 cm, 16 cm, 12 cm.  6. 18 cm, 18
cm, 20 cm.  7. 3 cm.   C.  9. EF = FD = 3 cm.
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§ 3.  Profilul real. A1.  1. a) Indicaţie.  Aplicaţi criteriul IU. b) Indicaţie. Aplicaţi criteriul ULU. c) Indicaţie. Aplicaţi
criteriul LUL.  2. 8 cm.  3. Indicaţie. Aplicaţi criteriul IC.  4. 6 cm.  5. Indicaţie. Aplicaţi criteriul IU.  6. Indicaţie. Aplicaţi
criteriul LUL.     B1.  7. a) Indicaţie. Pe AM[  şi 11[ MA  luaţi punctele D şi ,1D  astfel încât MDAM =  şi .1111 DMMA =  Din

MBDAMC ∆≡∆  şi 
111111 DBMCMA ∆≡∆  rezultă că ;111

)LUL(

111 DBAABDDBAABD ∆≡∆⇒∠≡∠  b) .111

)ULU(

CLAALC ∆≡∆

8. .111

)LUL(

111111

)LLL(

CBAABCCBAABCMBAABM ∆≡∆≡∠≡∠⇒∆≡∆   9. Indicaţie. Pe AM[  şi 11[ MA  luaţi punctele D şi, respectiv,

,1D  astfel încât MDAM =  şi .1111 DMMA =  ⇒∆≡∆ 111

)LLL(

DBAABD ,111 MABBAM ∠≡∠  iar ⇒∆≡∆ 111

)LLL(

CDAADC .111 CAMMAC ∠≡∠

Astfel, .111

)LUL(

111 CBAABCCABBAC ∆≡∆⇒∠≡∠   10. Indicaţie. ;11111

)LUL(

CAACCMAAMC =⇒∆≡∆  
111 BMAAMB ⇒∆≡∆

.11BAAB =⇒  Deci, .111

)LLL(

CBAABC ∆≡∆    C
1
.  11. Indicaţie. Pe mediana AM luaţi un punct D, astfel încât .MDAM =

,ACBDAMCBMD =⇒∆≡∆  iar în ABD∆  avem ADBDAB >+  sau .2AMACAB >+   12. Indicaţie. Din  problema 11
rezultă că ,2 cbma +<  ,2 camb +<  .2 bamc +<  Adunând aceste inegalităţi, obţinem .P<++ cba mmm  Adunând

inegalităţile ,
2
a

cma −>  ,
2
b

amb −>  ,
2
c

bmc −>  obţinem .
2
1 P>++ cba mmm   14. Indicaţie. ⇒∆≡∆ 111

)LUL(

LBAABL

⇒∆≡∆⇒∠≡∠ 111

)ULU(

111 CLAALCCLAALC .111

)LUL(

11 CBAABCCAAC ∆≡∆⇒=    15. .
2

2 1 PP −   16. 15 cm, 20 cm, 25 cm.

§ 4.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. 2 cm.  2. 36 cm, 9 cm.     B.  3. 30 cm, 40 cm, 50 cm.  4. 6 cm.   C.  5. 30 cm, 36 cm.  6. 7,2 m.
§ 4.  Profilul real. A1.  1. Indicaţie. ).(m2)(m)(m)(m2 11 BAAB ∠=∠−=∠−=∠ ππ  Aplicaţi criteriul ULU.

3. Indicaţie. .::~ 1111111

)LUL(

AMMAABBAMBAABM =⇒∆∆   4. Indicaţie. .::~ 1111111

)ULU(

ALLAABBALBAABL =⇒∆∆
5. ⇔∆∆⇔=⇔⋅=⋅ CBEADEBEDECEAEDECEBEAE ~:: .|| ADBCBCEDAE ⇔∠≡∠   B1. 6. Indicaţie.

HBBHHAAHHAHBBHAHAHBBHA 111111 ::~ ⋅=⋅⇒=⇒∆∆  etc.  7. Indicaţie. Fie trapezul ABCD ),||( ADBC

,}{ BDACO I=  M – mijlocul laturii BC şi ,}{ MOADN I=  atunci  .1:: NDANMCBMNDAN =⇒==   Deci, M, O, N
sunt puncte coliniare. Dacă ,}{ 1 CDABO I=  atunci ,:: NDANMCBM =  deci punctele NMO ,, 11  sunt coliniare.
8. Indicaţie. În ,BLM∆  BLM∠  este obtuz, iar BML∠  – ascuţit. Atunci, .BMBL <   9. .~ AMDBMC ∆∆    C

1
.  10. 12 cm,

24 cm, 30 cm.  11. ,cm48=AC  ,cm3611 =CA  .cm3011 =CB   12. 8 cm.  13. 9 cm.

§ 5.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. 4.  2. 13 cm.  3. 
3

62 cm, 22 cm, 22 cm.   B.  4. 10 cm.  5. 38 cm, 35 cm.

6. 42 cm, 56 cm.  7. cm,73  cm,132  5 cm.   C.  8. 5 cm, cm,35  10 cm.  9. cm,
3
104  .cm

2
53    10. 24 cm.

§ 5.  Profilul real. A1.  1. 6.  2. 30°, 60°, 90°.  3. 1 cm.   B1.  4. .cm52   5. BN = 2 cm.  6. 3 cm, 4 cm, 5 cm, 1 cm.  7. .7:11

8. .cm108,cm59    C1.  9. 0,4R.  10.  8 cm.

§ 6, 6.1.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. 3 cm, 7,5 cm.  2. 18 cm.   B.  3. 60°, 30°.  4. cm132  şi cm.133

5. .cm
3

314    C.  6. .cm
5

224   7. 8 cm, 15 cm.  8. 15 cm, 9 cm.

§ 6, 6.1.  Profilul real. A1.  2. 18 cm, 24 cm, 30 cm.  3. .
)(

22 nm

nmmn

+
+    4. .2

2

2

1 rr +    B1.  5. 5,6 cm, 4,2 cm; r = 2,4 cm.  6. 9 cm,

12 cm, 15 cm.   C
1
.   8. .m3,m2    9. .,

2222

m
mn

n
mn ++

§ 6, 6.2.  Profilul real. A1.  1. 4 cm.  3. 4 m  sau .m10    B1.  5. m,
4
9   .m

4
15   6. 5 cm.  7. .)(2

2
1 222 cbamc −+=

C
1
.  8. .cm35,cm5,cm10    9. .

4
10a

Exerciţii şi probleme recapitulative
Profilurile umanistic, arte, sport. A.  2. 9 cm, 12 cm, 15 cm.  3. 10  cm.  4. 50°.  5. 6.   B.  6. 300400 ×  m.  7. 3

25  cm.
9. .cm)6232( ++   10. 90°.   C.  11. 7 cm.  12. 114  cm

Profilul real. A1.  1. 25 cm, 25 cm, 30 cm.  2. 8 cm şi 10 cm.   B1.  3. 5 cm, 5 cm, 6 cm.  4. 144,3 mm.  5. 15°, 15°, 150° sau 75°, 75°, 30°.

6. .3
14

2
1 22 rRRr −−    7. 318 cm2.   C1.  8. 5 : 10 : 13.  9. a) 42,9≈  mm; b) ≈ 226,08 mm.  10. a) ≈ 18,84 dm; b) ≈ 226,08 dm;

c) ≈ 452,16 dm.  11. ≈ 5 min. şi 1,44 s.  12. ≈ 7,536 m.
Test sumativ.  Profilurile umanistic, arte, sport.  1. 0,5 cm.  2. 4,8 m.  4. 12=AB  cm, 15=BC  cm.

Profilul real. 1. .
12

13d   2. 40 de discuri, 44 de discuri.
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Modulul 5. Monoame. Polinoame. Fracţii algebrice
§ 1.  Profilul real. A1.  1. a) ;,15,,05,2 2010ZYZX  b) .,,23, 20128 YZXYY−   2. a) –8; b) 2; c) ;3−  d) 7,8 – coeficientul;
a) ;XY  b) ;2YZX  c) ;2XZ  d) 104 2Y  – partea literală.    3. a) ;22 ZYX  b) ;33ZY  c) ;32 33 ZYX  d) .32ZXY    4. 1) a) 3; b) 1;
c) 2; d) 0;  2) a) 5; b) 6;  c) 3; d) 2.  5. a) XY5  şi ;XY−  23X  şi ;25,0 2X−  YZ 3  şi .;3 XYZYZ   6. a) ;55,3 4YXY +
b) .88,2 2 XYZ +   7. b) ;41 24YZX  c) .3 4XYZ   8. c) ;4 124YX  d) .375,3 39ZY    9. c) ;2 3XZ  d) .22 222 ZYX

10. b) .
4
3

3 2 XYZZY +−   11. b) .01,02 33325342 ZYXZYXZXY ++−    B1.  12. a) .358 32 XYX −   13. a) 7 şi 1; b) 2; d) 2 şi 1.
14. a) F; b) A.   C1.  16. a) ;222 ZYX  b) .26YX

§ 2.  Profilul real. A1.  1. a) ;4 grad,3 grad == QP  b) ;223)2( +−=P  c) .530)1;2( +=−Q   2. 1) ;367)( 234 XXXXXS −+−−=
;349)( 234 XXXXXD −−−−=  .349)( 234 XXXXXR +++=   3. d) ;2224 24 −− XX  f) .1864025 2468 +−++ XXXX

4. d) .)83(643163 222 YXYXYX −=+−   5. b) ).)(1( 2 YXXX +−    6. b) ;)15,0( 2+X  d) .)1( 3+X

7. b) );535)(535( YXYX +−  c) ).162025)(45( 22 YXYXYX ++−    8. c) ).1)(2( XX +−   9. a), b) – A.
B1.  10. b) ;3)( grad =XP 3)( grad =XQ  pentru ∗∈Rm  şi orice ;,, R∈npk  2)( grad =XQ  pentru ∗∈= Rkm ,0  şi orice

;, R∈np  1)( grad =XQ  pentru ∗∈== Rpkm ,0,0  şi orice ;R∈n  0)( grad =XQ  pentru 0,0,0 === pkm  şi .∗∈Rn

11. .
7
1=k   12. b) .825)( 234 +−+−= XXXXQ    13. a) );423)(2( 2 ++− XXX  b) .)42()2( 233223 ++− XXX

Indicaţie. Efectuaţi substituţia .3 YX =    14. a) );18(
2
1 −⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ + XX  b) nu se descompune.  Indicaţie. Rezolvaţi ecuaţiile de

gradul II asociate polinoamelor date.    C1.  15. .1,
2
3

,
4
1 =−=−== dbca   16. c) ).1321)(16( 2 +−+ XXX    17. .)( 2XXP =

18.  b) );4)(2)(2( 2 ++− nnn XXX  c) ).1)(1( +− nn XXX

§ 3.  Profilul real. A1.  1. a) ;3,2,1 =−== cba  b) .0,2,3 === cba   2. a) Dacă ,1=a  atunci grad ;2)( =XP  dacă ,1−=a

atunci grad ;1)( =XP  dacă 1},,1{\ −∈Ra  atunci grad .3)( =XP   3. .5)32(,104)3(,36)2(,0)1( =+=−=−= QPPP

4. r = 11.  5. .247)2( =P   6. ,1762)()(,132)()( 233 XXXXQXPXXXQXP −−+=−+−=+
.572356)()( 2345 XXXXXXQXP −−+−−=⋅   7. a) ,13842)( 2345 +++++= XXXXXXC  ;30)( =XR

b) ,862872)( 234 +−+−= XXXXXC  .257)( −=XR    B1.   8. a) ,632)( 23 +−+= XXXXC  ;5)( −=XR

b) ,623)( 2 −−= XXXC  ;22235)( 2 ++−= XXXR  d) ,82411992)( 234 ++++= XXXXXC  .163166)( −= XXR

9. B(2, 9).  10. .43 −X   11. 5 şi, respectiv, 2.  12. a) ;1=a  b) }.1,3{−∈a   13. a) ;2)( 2 ++= XXXP  b) .32)( 2 ++= XXXP

C1.  14. a) 02 3 =−+ cca  şi ;01 2 =−+ cb  b) 01 2 =+− ca  şi ;0=+ cb  c) 031 42 =+−+ cca  şi .023 =−+ ccb
15. a) ;35 X−  b) ;2X−  c) 2.  17*. .116 +− X

§ 4.  Profilul real. A1.  1. a) Da; b) da.  2. a) ;2,1,1−  b) –4; c) .
2

133
,

2
133

,24
+−−−   3. a) ;)1)(1( 2 ++− XXX

b) );4)(2)(2( 2 ++− XXX  c) );1)(2)(2( 2 ++− XXX  d) ).23)(23)(23)(23( ++−++−−− XXXX

4. a) 3; b) 2.    B1.   5. a) );5)(4()3)(1()2()1( 443 −++++− XXXXXX  b) ;)3()1()1()1( 34522 ++−+ XXXX

c) .)3()3)(1()1()1()1( 3322223 +−++++− XXXXXXX   6. a) 2; b) 3.  7. a) );32)(1( 22 +−+ XXX  b) );72)(1( 22 +++ XXX

c) );52)(1)(1( 2 +−−+ XXXX  d) ).1)(1)(1( 2 ++−+ XXXX    C1. 8. 1,1,1 −=−== abc  sau .,0,0 R∈== abc
10. Indicaţie: a) Se reprezintă ),1)(()( −= XXQXP  unde .0)1( =Q   12*. .61,8 =−= ba   13. 3=x  sau .73 −=x

§ 5.  Profilul real. A1.  1. a) ;R  b) };3{\ ±R  c) }.0;2{\ −R   2. b) ;
9

32
2

2

−
+−

X

XX  c) .
)2(3
352

+
−+

XX
XX   3. b) };3{\ ±R

c) }.0;2{\ −R   4. a) ;
3
7  c) .

24
11     B1.  5. b) ;2},4;0{\ ±= RD  c) ;

9

662
2

2

−
++

X

XX  e) ;
64

166
2

23

−
−−−

X

XXX  f) .
1

13
2

3

−
−−

X

XX

6. a) ;2},3;0{\ XD R=  c) },10;0{\R=D ;
2

10
3X

X +−  d) },2{\R=D ;
2

442

+
+−

X
XX  f) },2;0{\R=D .

)2)(1()2( 22

2

−++ XXX

X

C1. 7. b) },2;1{\R=D );13)(1( −− XXX  c) ,
2
1

\
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧±= RD .

12

)12)(18( 2

+
−+

X

XX   8. a) ;
2

12
5)( −

++=
X

XXE

b) }.14,8,6,5,4,3,1,0,1,2,4,10{ −−−−∈X

Exerciţii şi probleme recapitulative
Profilul real. A1.  1. .48128482114 22322323 XYXXYXYXYX ++−−−   2. b) ;163)()( 23 ++−−=+ XXXXQXP

;363)()( 23 −−−=− XXXXQXP  .26233)()( 235 −−−−=⋅ XXXXXQXP   3. a) ;8365427 23 +++ XXX  d) .127 3 +X
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4. a) };5;0{  c) }.3;1;0{    B1. 5. b) ;
2
1

2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −Z  d) .)13( 2−X   6. a) );209)(20( ++− YY  b) );9(4 −XX  d) )5)(5( ×+− ZZ

).55)(55( 22 +−++× ZZZZ   7. b) );12)(2( 2 +− YY   d) ).3)(1( 2 ++ XX    8. b) ;753)( 2 −+= XXXC  .1)( −=XR

9. b) –101.  10. a) Nu; b) nu.  11. a) };2;0;1;2{\ −−R  b) ;
)4()1(

)1(
22 XX

XX

−+
−  c) ).2811(2

14
1 −−    C1.  12. a) –2,25; b) nu

există.  13. },3;0{\R=D .
)1(8

)3(
3

33

−
−

X

XX   14. .315)( 2 −−= XXXQ

Test sumativ.  Profilul real. 1. a) ;19 24 −++− XXX  b) ;4)( grad =XP  c) ;8)(,98)( 23 =++−−= XRXXXXC

d) };3;0{ ±  e) .7)(,8)( 2 +=+−= XXRXXC    2.  a) ;R  b) };2{\ ±R  c) .0)2(,2 == Eα
3. ).25104102)(52( 2222 +−++−++ XXXYYXYXXXY

Modulul 6. Funcţii reale. Proprietăţi fundamentale
§ 1.  Profilul real. A1.  1. a) };4{\ −R  b) ;R  c) }.2;2{\ −R                                                   4.
2. a) );,2[ ∞+−  b) ];25,0;(−∞  c) .*R   3. a), b) Nu; c) da.
B1.  5. a) );,1(]1,( ∞+−−∞ U  b) };2,2{\ −R  c) ;\ ZR  d) ).1,0[\R   6. a) ;Z  b) ;*R  c) .3

1\
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧R

7. a) |;1|))((),1(||))((,1||))(( −=−=⋅−+=+ xxgfxxxgfxxxgf o

b) ;2))((),1(1))((,11))(( 3 33333 +=++=⋅+++=+ xxgfxxxgfxxxgf o

c) .2))((,1)1())((,11))(( 3333 −=−⋅−=⋅−+−=+ xxgfxxxgfxxxgf o

C1.  8. a) ;))(...( 2n
xxfff

n

=
4434421
ooo  b) .))(...( nxxfff

n

−=
4434421
ooo   9. a) ;1)(,)(, 1017 +===Φ xxgxxfgf o

b) .1)(,)(, 23 −===Φ xxgxxfgf o   10*. Da. De exemplu, .)(,)(},0{, 32 xxgxxfMCBA ====== R   11. .0=P

§ 2.  Profilul real. A1.  1. a) ),( ∞+−∞  ; b) ),0(),0,( ∞+−∞  , impară; c) ]0,(−∞  , ),0[ ∞+ , pară .

2. a) ;4
1

2
1

min −=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−= fy  b) .0)0(max == fy   3. 1 a) ;2
3

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧  1 b) ;∅  1 c) };0{  2 a) };0;1{−  2 b) }.0{   4. a) );,0()0,2[ ∞+− U

b) ];2,1(  c) }.2{   5. .||)( xxf =    B1.  7. a) ]0,(−∞  ; ),0[ ∞+  ; b) creşte pe fiecare interval ;),1,[ Z∈+ nnn

c) ),5[],2,1[ ∞+−  ; )5,2[],1,( −−∞  .  10. a) ;1)0(max == fy  b) ,0)1()0(min === ffy  .4
1

2
1

max =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛= fy

11. ,2f  perioada 1; ,3f  perioada 2; ,4f  perioada .5
1  12. a) Impară; b) pară; c) nici pară, nici impară.

C1.  14*. a) ;)(,32)(, 2
2

121 xxhxxhhhf −=+=+=  b) .)(,2)(,)( 2121 xxhxhhhxf =−=+=   15. a) ,:1 →−f RR

);1(2
1)(1 −=− xxf  b) .1

2)(},2{\}1{\: 11

−
=→ −−

x
xxff RR   16. Monoton descrescătoare.  17. 7.  18. fffgf ,,, 3++

fg o  – crescătoare, –f – descrescătoare, 2, fgf −  pot fi nemonotone.

Exerciţii şi probleme recapitulative
Profilul real. A1.  1. a) ;)(,)( RR == fEfD  b) };3{\)(,)( * RR == fEfD  c) .,

4
9

)(,)( ⎟
⎠
⎞∞⎢⎣

⎡ +−== fEfD R

2. a) Crescătoare pe ;R  b) descrescătoare pe );,0(),0,( ∞+−∞  c) descrescătoare pe ,
2
3

, ⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛ ∞−  crescătoare pe .,

2
3

⎢⎣
⎡

⎟⎠
⎞∞+

3. b).     B1. 4. a) Pe ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −− 4
7,3  – valori negative, pe ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ∞+−−−∞ ,4

7)3,( U  – valori pozitive; b) pe )4,2(  – valori negative,

pe ),4()2,( ∞+−∞ U  – valori pozitive; c) pe ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −− 4,5
26  – valori negative, pe ),4(

5
26

, ∞+−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −∞− U  – valori pozitive.

5. a) ;1)1(max == fy  b) ;4
9

2
3

min −=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−= fy  c) .9)3(min −=−= fy   6. ,6))((,12))((,5))(( 2 xxxgfxxgfxgf ++−=⋅−=−=+

.1))((,5))(( xxfgxxgf −=−= oo   7. a), c) Impară; b) nici pară, nici impară.  8.  x = 1 (oră).  9. 63 zile.  10. xxf 251600)( −=  –

descrescătoare, xxg 25)( =  – crescătoare.   C1.  11. a) ;2)(,)(, 72
3

+===Φ xxgxxfgf o  b) ,1)(, ==Φ xxfgf o
.13)( 24 ++= xxxg   12. f  nu este inversabilă: sunt triunghiuri diferite cu aceeaşi arie.

Test sumativ.  Profilul real.  1. C.  2. ),1[ ∞+  , ]1,(−∞  .  3. .0)2()0(,1)1( minmax =−===−= ffyfy   4. }.4;3{   5. a).

6. a) ;12 ffh o=  b)  f1; c) 4f – mărginită inferior.

3
2
1
0

–1
–2
–3

3
2
1
0

4
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Modulul 7. Funcţii elementare. Ecuaţii. Inecuaţii. Sisteme şi totalităţi
§ 1.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. a) 2; b) –1; c) –5; d) 0.  2. a) Ascuţit; b) obtuz; c) obtuz; d) nul.  3. a) 1) ;

2
1

3) );
2
1

;(,0)( −∞∈> xxf  );;
2
1

[,0)( ∞+∈≤ xxf  4) obtuz; 5) nu.  5. a) };4{=S  b) ;
3
2

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=S  c) .
4
3

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S   6. a) )};1,2{(=S

b) )}.1,0{(=S   7. a) );5,10,( −−∞=S  b) ).10,( −−∞=S   8. d) );4,( −−∞=S  e) .∅=S    B.  9. a) Prut – 953 km; Nistru –

1352 km.  10. a) ;
2
1−  b) ;

2
1

;5−  c) .2;3;4 −−   11. a) ;24003600)( += ttf  b) 15 ore.  12. 1) 17 şi 27; 3) 200 t, 320 t.

13. 12 motociclete, 36 autoturisme.  14. 23 bancnote a câte 20 de lei; 46 bancnote a câte 50 de lei.  15. Peste 3 ani.  18. 57 de
ani.  19. Nu există.   20. <.  21. ).3,(−∞    C.  22. a) 10 muncitori; b) 3 hl; 2,1 hl.

§ 1.  Profilul real. A1.  1. a) ;,, 42 fff  b) ., 61 ff   2. a) .25,1 −= xy   3. a) ;
7
4

;
7
2 =−= yx  b) .

7
2

, ⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛ −∞−∈x

4. .2;
2
1

;0;
2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S   5. b) ).,1( ∞+−∈x    B1.  6. 50 km/h, 26 km/h.  7. .1,1 =−= yx   9. a) )}.2;1{( −=S

C1.  10. 1,5 kg.  11. 40 t cu 5% nichel, 100 t cu 40% nichel.  12*. a) ;1±≠a  b) ;1±≠a  c) nu există astfel de valori ale lui x.

§ 2.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  2. a) };7;3{−=S  b) ;
5
1

;
5
3

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  c) };5;1{−=S  d) }.101;101{ +−−−=S

3. a) ;20,10 2121 =⋅−=+ xxxx  b) ;63,16 2121 =⋅=+ xxxx  c) ;2,1,6,0 2121 −=⋅−=+ zzzz  d) .3,
2
3

2121 −=⋅=+ tttt

B.  6. a) );,3()2,( ∞+−∞= US  b) ;∅=S  c) ;,
4

133
4

331
, ⎟⎟⎠

⎞
⎢
⎣

⎡
∞+−

⎥
⎥
⎦

⎤
⎜⎜⎝

⎛ +−∞−= US  d) ).1,2( −−=S

7. a) ;1,
3
1

),,1(
3
1

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞− U  b) ;,
2
1

2
5

,,
2
1

,
2
5

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −∞−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛− U  c) ).0,3(),,0()3,( −∞+−−∞ U

8. a) )};5;5(),5;5{( −−=S  b) .
3
5

;
3
4

),1;0(
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −=S   11. 8 u.l.  12. }.4;3{−∈a   13. Indicaţie. Se va aplica teorema

lui Pitagora.  14. 210 cm2.  15. 52 m, 40 m.  16. 
3
2

33  km/h.  18. .3,
2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=A   19. ).6,( −−∞   20. 3.

C.  21. (12 m, 40 m).  22. –5.  23. 
2
1

,4 −== qp  sau .
2
1=q

§ 2.  Profilul real. A1.  3. 510 m.  4. .5== ba    B1. 5. a) .3;2;
2

175

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ±=S   6. a) ];4,4[−=S  b) ).,5[]4,( ∞+−−∞= US

7. .5
36)5()4( 22 =−+− yx   8. a) 3,237)5( =h  m; b) 7,14≈  s.  9. a) };3;2{\R  b) );,1[]1,(}0{ ∞+−−∞ UU  c) ];3,0[]1,3[ U−−

d) ).,4[]1,4()4,( ∞+−−−−∞ UU   10. a) };1{=S  b) }.8;1{=S   11. a) )};15;10(),2;5,1{( −=S  b) )}.6;8(),8;6{(=S

12. a) ),233;233{( +−=S  )};2;4(),4;2(),233;233( −+  b) )}.2;3(),3;2{(=S   13. a) };10,10{−∈m

b) );10,10(−∈m  c) ].10,10[\ −R   15.  a) )};1,3(),3;1{( −−−−=S  b) )}.4;5(),5;4{( −−=S

16. a) ;
3
2

;
3
7

;
3
2

;
3
7

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −=S  c) .13;
3
3

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−=S   17. 24 km/h, 18 km/h.  19. a) ;25,12)10()5,3( 22 =−+− yx

;25,12)10()5,3( 22 =++− yx  b) nu se intersectează; c) ).2;2(),2;2( −−   20. c) Indicaţie. Fie .0,|13| ≥=− ttx

21. a), b) Indicaţie. Aplicaţi metoda intervalelor; c) );1,(−∞=S  d) Indicaţie. Aplicaţi metoda intervalelor; e) ;1;
2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

f) .1;
3
1

;0\
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧= RS   23. c) )}.22;22(),22;22(),22;22(),22;22{( −−+−+−−−−++−=S

24. a) I uzină – 24 piese; II uzină – 16 piese; b) A – 20 de motoare, B – 30 de motoare.  25. 64,0m
3

=OHCH  g, 46,0m
52

=OHHC  g.

26. )}.1;4(),1;4(),4;1(),4;1{( −−−−=S   27. 160 g, 20%.  28.  ).,2[)1,1[ ∞+−= US    C1.  30. ).,2[ ∞+−∈a

31*. ].2,0;1[ −−∈a   32. .25,2)5,0()2( 22 =−+− yx

Test sumativ I.  Profilurile umanistic, arte, sport. 1. De exemplu, .646 −=− yx   2. a) .
3
2

,1 21 =−= xx   3. a)
};1{\)( ±= RfD  b) ).,1(]0,1( ∞+−∈ Ux   4. O lalea – 8 lei, o narcisă – 5 lei.

Profilul real. 1. ]}.21;21{( ±−±=S   2. }.5;0{\)( RfD =   3. I tren – 40 km/h, II tren – 60 km/h.
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§ 3,  3.1-3.3.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  3. }.12;8;112;22;2;0{)( ∈xf   4. }.10;4;3;2;1;0;1;2;3{)( −−−∈xf

5. .
20
1

;
9
1

;
22

1
;1;

6
1

;
10
1

)(
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−∈xf    B.  6. a) ;

12
x

y −=  b) ;
27
x

y =  c) ;
5
x

y −=  d) .
10
x

y =   9. Aparţine.

§ 3,  3.1-3.3.  Profilul real. A1.  1. a) );,3[ ∞+  b) .R   3. a) Pară; b) impară.  B1.  4. a) ;))((,:)( 54 xxxgfgf +=+→+ RR

;))((,:)( 9xxgfgf =⋅→⋅ RR  b) ,:)(;))((,:)( 43 gfxxxgfgf →⋅+=+→+ ++ RRRR  .))(( 43 xxxgf ⋅=⋅

5. a) ),0[ ∞+ , ]0,(−∞ ; b) ]2,( −−∞ , ),2[ ∞+− ; c) ),0( ∞+ ; d) ),4( ∞+− .   C1.  6. a) ;)(,: 411 xxff −=→ −
−+

− RR

b) ;
4
1

)(,: 211 xxff =→ −
++

− RR  c) .4)(,: 311 xxff =→ −− RR  7*. a) ;))((,:)( 33 xxxgfgf +=+→+ RR

;))((,:)(;))((,:)( 33 xxgfgfxxxgfgf =→⋅=⋅→⋅ oo RRRR  b) ,:)(;))((,:)( 32 gfxxxgfgf →⋅+=+→+ RRRR

.)())((,:)(;))(( 2332 xxgfgfxxxgf =→⋅=⋅ oo RR

§ 3,  3.4.  Profilul real. A1.  1. a) };0{=S  b) ;∅=S  d) };0{=S  e) };2{=S  f) }.3{=S   2. a) ;∅=S  b) ;)173(2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ +=S

c) ;∅=S  d) }.2{=S   4. F.   B1.  5. a) };3{=S  b) }.3{=S   6. a) };5,2{=S  b) ;
4
1

;
3
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  c) ;1;

3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S  d) }.3;2;5,1;1{−=S

7. a) };2{=S  b) ;)13135(2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −=S  c) };3{−=S  d) }.10;2;1{=S   8. a) };4;3;1{=S  b) }.8;8{−=S   9. a) };2;4{−=S

b) };9;4{=S  c) .1;
2

53

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=S   10. b) }.4;4{−=S  11. a) }.1{=S    C1.  12. a) ;24

47
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  b) };12{=S  d) ];10,5[=S

e) };0{=S  f) }.2;7{−=S  13*. a) ;
1)32(

1)32(
;

1)32(

1)32(

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
+−

−+
++=

n

n

n

n

S  b) .
16
9

;1
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S   16*. a) ;

65
63

;0
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈= Ra

a
S

b) }0{=S  pentru ,0=a   ∅=S  pentru ),1,0()0,( U−∞∈a   
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −= 4

)1( 2aS  pentru ).,1[ ∞+∈a   17.  ].0,1[−∈m

§ 3,  3.5.  Profilul real. A1.  2. a) );,1( ∞+−=S  b) ];1,3[−=S  c) ;∅=S  d) );,2[]1,( ∞+−∞= US  e) ;
5
1

,
3
2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=S

f) ).,10( ∞+−=S    B1.  4. a) ;)3,5[−=S  b) );5,4 ;4[=S  d) ); ,4[}1{ ∞+−= US  e) ];,( 0−∞=S  f) .R=S

5. a)  );,3()3,( ∞+−−∞= US  b) );,8[ ∞+=S  c) ).,3[]1,0[ ∞+= US  6. a) ;,
16
73 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ +∞=S  b) ;∅=S  c) ).,4[

8
19

, ∞+⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛ −∞−= US

9. a) );,5()5,( ∞+−−∞= US  b) Indicaţie. Efectuaţi substituţia ;
12

1
+

−=
x

x
t  c) Indicaţie. Fie ,532 +−= xxt  .0≥t

10. ].1,1(−=S

§ 4,  4.2.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. a) A; b) A; c) F; d) F.  4. a) <; b) >; c) >; d) >; e) >.  5. a) A; b) A; c) F.  6. 9a.

B.  9. b) 64 de bacterii; c) 250 bacterii.  11. 151165,44 lei.   C.  13. Indicaţie. Numărul se va compara: a) cu ;
4
1

0

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛  b) cu ;)2( 0

c) ;20  d) ;0π  e) ;)13( 0−  f) .
5
1

0

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

§ 4,  4.2.  Profilul real. A1.  2. a) ;1>a  b), c) ).1,0(∈a   3. a) ;)2()2( 3,12 >  b) .)3,0()3,0( 8,13 −− <   4. a) );0,(−∞∈x

b) );,0( ∞+∈x  c) ).,0( ∞+∈x   5. Pară.  6. b) };3{=S  c) };3{−=S  d) };2{−=S  f) ;
3
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S  g) ;∅=S  h) };1{=S  i) .∅=S

B1. 7. a) };8{−=S  b) };25,1{log12=S  c) }.4{=S  8. a) };5,0;5,0{−=S  b) };1;2{−=S  c) .
3

431
;

3
431

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−=S

9. a) };28{log2=S  b) ;∅=S  c) }.2{−=S  10. a) };16{log3=S  b) };3log,0{ 4=S  c) .∅=S   11. .
5
8=x   12. a) );0,(−∞∈x

b) ).,0( ∞+∈x  13. a) };2,2{−=S  b) }.3;5,2{−=S  14. a) }.0{=S   15. a) ;∅=S  b) }.1{=S

16. a) Indicaţie. Fie ,)32( 12 tx =+ +  atunci ;
1

)32( 12

t
x =− +  b) Indicaţie. Fie .)625( 2

2

t
x

=+  Atunci, .
1

)625( 2

2

t

x

=−

17. a) };0{=S  b) };5,0;5,0{−=S  c) Indicaţie. DVA: .2, ≥∈ xx N  Împărţiţi ecuaţia la .4
1
x   18. a) Indicaţie. Aplicaţi metoda

intervalelor. 19. a) };2{=S  b) };4{=S  c) .∅=S  Indicaţie. Utilizaţi proprietăţile funcţiilor ce reprezintă membrii ecuaţiei

respective. 21.  }.3{−=S    C1.  22. .
3
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S   23. ].9;3[]0;( U−∞∈a   24. a) Indicaţie. Fie .0,25 |1| >= + tt x  Ecuaţia devine
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;022 =+− att  b) ∅=S  pentru ),,27[]3,( ∞+−∞∈ Ua  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−=
a

a
S

3

)27(16
log4  pentru );27,3(∈a  c) Indicaţie. Fie

.0,2 >= ttx  Ecuaţia devine  .0152 =+− tat

§ 4,  4.3.  Profilul real. A1.  1. a) );,5( ∞+=S  b) );,1( ∞+−=S  c) );,0()1,( ∞+−−∞= US  d) ;R=S  e) ;∅=S

f) ).,4[ ∞+=S    B1.  2. a) ];,( 1−∞=S  b) );log,( 105−−∞=S  c) ].log,( , 1070−∞=S  3. a) ];,[ 151−=S  b) );,3( ∞+=S

c) .
13
7

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞−=S   4. b) );1,( −−∞=S  c) );,2( ∞+=S  d) );,0[ ∞+=S  e) Indicaţie. Fie ;0,2 >= ttx  g) Indicaţie. Fie

.0,8 >= ttx   5. .;
4
3 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+−=S   6. .);3[ ∞+−=S    C1.  7. a) );2,1()1,0()0,1( UU−=S  b) Indicaţie. Fie ., 03 >= ttx

Aplicaţi metoda intervalelor; c) Indicaţie. Împărţiţi inecuaţia la .9 ||x    8. a) Indicaţie. Fie .0,3 >= ttx    10*. a) ∅=S  pentru

.0=a  Indicaţie. Rezolvaţi inecuaţia 0242 211 <−⋅+⋅ ++ aa xx  ca inecuaţie de gradul II faţă de ,2 1+x  apoi analizaţi cazurile
0>a  şi .0<a

§ 5,  5.1.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. a) A; b) F; c) F; d) A.  4. a) >; b) >; c) <; d) <; e) <.   B.  5. a) ;R∈x

b) );3,2(∈x  c) ).1,1(−∈x   7. Indicaţie. PH se calculează conform formulei ].lg[PH +−= H  Răspuns: PH = 7.  9. .log2 9 x

§ 5,  5.1.  Profilul real. A1.  2. a) ;12log0 3 <<  b) ;02,0log3 <  c) ;15,0log0
3
1 <<  d) .02,0log

2
<   3. a), b), c) Primul număr

mai mare.   B1.  6. .5log6log 33
>    7. .2

53 +=x   8. a) ;3log)(,: 2

1*1 +=→ −
+

− xxff RR  b) ),,2(:1 ∞+→−f R

.23)(1 +=− xxf   9. a) );2,0;0(∈x  b) ).,13( ∞+∈x    C1.  10. b)  ]2,1( , ),2[ ∞+ , nici pară, nici impară,

.0)2(,)( min === + fyfE R   11. a) };1{\),2( ±∞+−  b) ).10,1()10,0( 4 U−

§ 5,  5.2.  Profilul real. A1.  1. a) };16{=S  b) };1{=S  c) };100{=S  d) ;
3
1

3 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

=S  e) .
3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧  2. a) ;

3
2

3 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

=S

b)  };22;22{−=S  c) .
2

413
;

2
413

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−=S  3. a) };2;1{−=S  b) };61;61{ +−=S  c) }.1{=S   4. a) };500101{ 4⋅+=S

b) .
4
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S    B1. 5. a) };3;2{=S  b) ;79;

3
2

1
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  c) }.10;10{ 34−=S   6. b) ;

4
1

;
2
2

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=S  c) };3;3{ 153153 +−−−=S

d) 16};{ −=S  e) };4{=S  f) ;
3
3

;
9
93

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=S  g) };4{±=S  h) }.4;1{−=S   8. }.1;81{ −−=S   9. }.3{=S    C1.  11*. a) ∅=S

pentru ,1=a  
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧= 2;

1
a

a
S  pentru );,1()1,0( ∞+∈ Ua  c) ∅=S   pentru },1{]0,( U−∞∈a  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−=

2
22

;
2

22
S  pentru

.10=a  Indicaţie. Pentru ),10()10,1()1,0( ∞+∈ UUa  rezolvaţi ecuaţia de gradul II .lg)( axx =−22

§ 5,  5.3.  Profilul real. A1.   1. a) );1,0(=S  b) ];,[ 33−=S  c) );5,1;1[=S  d) );4,7()7,4( U−−=S

e) .
2

53
,21,

2
53 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −= US  2. a) );,3[0,
3
1 ∞+⎥⎦

⎤
⎜⎝
⎛−= US  b) ;

3
5

;6,1 ⎥⎦
⎤⎜

⎝
⎛=S  c) .,

2
1

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+=S  3. a) ;∅=S

b) .
12

19313
,2 ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ +=S   4. ].5,3(=S    B1.  6.  c) ).,3(
3
1

,0 ∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛= US  7. b) ;
3
1

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞−=S  d) Indicaţie. În DVA al inecuaţiei

iniţiale rezolvaţi inecuaţia .0
10

6
log

22 <
−+

xx    C1.  8. .,
2
1

4
1

,00,
4
1

2
1

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −∞−= UUUS   10. ).3,2[}0{ U=S

11*. a) Indicaţie.  Aplicînd metoda intervalelor, rezolvaţi în DVA inecuaţia .|1||5| xxx ≥−⋅+   12*. ).1,0(∈a

Exerciţii şi probleme recapitulative
Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. a) 1) ),32(50 +−=x  2) );,[ 0 ∞+x  b) 1) ),23(70 +−=x  2) );,( 0x−∞

c) 1) ,
106
51

0 =x  2) ).,( 0 ∞+x  2. a) ;80500)( ttf +=  b) 18 luni.  3. a) ;3520)( xxf +=  b) 142,5°C.  4. a) ;18,023)( xxf +=

b) 59 $.   B.  5. a) );,1[ ∞+  b) ).,3()2,( ∞+−∞ U   6. a) );,2()3,( ∞+−−∞ U  b) );2,(−∞  c) );,1( ∞+−  d) .,
5
6

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+
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Răspunsuri şi indicaţii

7. a) 25,0=t s; b) 5,1=t s.  8. ttf 62,790)( −= , ≈ 11 ore 48 min.   C.  9. a), c) Al doilea număr mai mare; b), d), e), f) primul

număr mai mare.
Profilul real. A1.  1. a) Al doilea număr mai mare; b), c), d), e) primul număr mai mare.  2. a) ;∅=S  b) };2{=S  c) ;∅=S

d) ;
3
215

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=S  f) .∅=S   3. a) );1,( −−∞  b) );,2()2,0[ ∞+U  c) ).,1( ∞+−    B1.  4. Indicaţie. .5,111
3

321

Ω=
+

+= RRRRRT

5. .32
2
1

)( 2 ++−= xxxf   6. }.1{]0;1[ U−=S   7. a) 20 u.l.; b) 24 u.l.  8. .18)40(
800

3
)( 2 +−−= xxf

Test sumativ II.  Profilurile umanistic, arte, sport. 1. <.  2. .101,0 23 −− >   3. ).,6()1,( ∞+−−∞∈ Ux   4. b) F.  5. 43 de ani,
9 ani.
Profilul real. 1. F.  4. Indicaţie. Fie .)(log4 tx =−   5. }.1{,

3
5

]1,( UU ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+−−∞=S   6. Indicaţie. Fie .0,6 || >= ttx

Modulul 8. Elemente de trigonometrie
§ 1.  Profilul real. A1.  1. a) ;

18
11

,
9

,
4

πππ  b) .
2
3

,
30
13

,
3

πππ −   2. a) 60°, 90°, –135°; b) 30°, 108°, –360°. 3. b) ;
3
3

4
3 +−

c) ;325 −  d) .
6
3

4 +  4. a) Da; b) da; c) nu; d) nu. 5. a) Nu; b) da; c) da; d) da.  6. a) ;sinsin 2 αα +

b) );sin(coscossin αααα −  c) –1; d) .ctgα    B1.  7. a) 1; b) –3; c) .22
2
3 −   8. a) ;

2
12 −  b) .

3
343 +

9. a) ,
4
3

tg,
5
3

sin == αα  ;
3
4

ctg =α  d) .
5
5

cos,
5

52
sin,

2
1

ctg === ααα   10. a) 8 cm, 30°, 60°; b) 2 cm, 30°, 60°.

11. 45°, 135°.  12. 108≈ m.  13. 
12
5

,
12
5

,
6

πππ  sau .
6

,
6

,
3

2 πππ   14. a) ;
3

2π  b) ;
9

8π  c) ;
3

4π  d) .
9

20π

15. a) };|2{\)( ZR ∈= kkfD π  b) ;|
4

\)(
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈= ZR k

k
fD

π  c) .,
2

Z∈≠ kkx
π  16. Minus. 17. a) 0; b) ;

4
1  c) ;

4
3−  d) .

4
1

18. a) Minus; b) minus; c) minus.  19. a) Nici pară, nici impară; b) pară; c) impară.   C1.  20. a*) ];,[ 33−  b*) );,1[]1,( ∞+−−∞ U

c*) ).,4[]4,( ∞+−−∞ U

§ 2.  Profilul real. A1.  2. a) 1; b) ;
2
3  c) 0; d) .

70
17

cos
π   3. a) Da; b) nu; c) da; d) da.   B1.  4. 0.  6. 1.  7. a) ;sin α2  d) ;sin α2−

e) ;
sin

2
α  f) ).sin(cos2 αα +   8. a) ;2sin

2
1 2 α  b) );2cos1(

2
1 α+  c) ).2cos31(

2
1 α+   9. Indicaţie. Aplicaţi relaţia

.,)cos(sin 22 60=+ αα   10. Indicaţie. Aplicaţi relaţia .)5,2()ctgtg( 22 =+ αα   11. b) ,
3
4

tg,
5
3

cos,
5
4

sin −==−= ααα

.
4
3

ctg −=α   12. .
7
24

ctg2,
24
7

tg2,
25
24

2cos,
25
7

2sin ==== αααα   C1.  15. c), d) Indicaţie. Folosiţi relaţia .πγβα =++

§ 3.  Profilul real. A1.  1. a) ;∅=S  b)  };3)1{( 1 Z∈+−= + kkS k ππ  c) .
3

2
12 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+= Zk

k
S

ππ  2. a) ;6 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS ππ

b) ;26
5

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+±= ZkkS ππ  c) .∅=S  3. a) ;6 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+−= ZkkS ππ  b) ;

2
25arctg

2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= Zn

n
S

π  d) .56
5

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZkkS ππ

B1.  4. a) ;
5

2
15
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+±= Zk

k
S

ππ  d) ;63
2

12 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈++= ZnnS ππ    e) .

7
2

28
5

5
2

20 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZZ k

k
n

n
S

ππππ
U

Indicaţie. Împărţiţi ambii membri ai ecuaţiei la ;2  f) Indicaţie. Împărţiţi ambii membri ai ecuaţiei la 2, apoi aplicaţi relaţia

.
2
2

4
cos

4
sin == ππ  5. a) ;

6
)1(

3
2

2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= + ZZ kkn

n
S k ππππ

U  d) .5
2

10 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZkkS ππ  

6. a) ;34
3

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZkkS ππ  c) .4}3arctg{

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−∈+= ZZ nnkkS πππ U

7. a) ;46)1(
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−−= ZnnS n πππ  d) .8

3
216 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZZ kknnS ππππ

U

8. a) };2{2
24

ZZZ ∈+
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= kkkknnS ππππππ

UU  c) Indicaţie. ;cossin1 22 xx +=   d) ;
24 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+= Zk

k
S

ππ
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Răspunsuri şi indicaţii

i) Indicaţie. Împărţiţi ambii membri ai ecuaţiei la ,2  apoi aplicaţi relaţia .
2
2

4
cos

4
sin == ππ   9. a) .

4
;0;

2
;

4
3

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −−= πππ

S

10. .
4
7

arctg=α   11. .
7
3

arcsin   13. .
sinsin

sinsin
arcsin

22 βα
βα

+
  14. .

2

)(
arccos2

lm

bml ⋅+     C1.  16*. a) 
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS ππ

2
2

pentru .0=a   Indicaţie. Pentru 0≠a  examinaţi aparte cazurile 041 ≥+=∆ a  şi ,041 <+=∆ a  ţinând cont că ;1|sin| ≤x

d) Indicaţie. Rezolvaţi ecuaţia ,
2

13
3

sin
−=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − a

x
π  ţinând cont de condiţia .1

2
13 ≤−a

§ 4.  Profilul real. A1.  1. a) ;2
4

,2
4

5
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++−=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U   b) ;23

2,23 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U

c) ;2
3

,2
3

2
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +−+−=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U   d) ;∅=S   e) ;2

3
5

,2
3 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U

f) ;2
6

,2
6 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U   g) ;2

6
7

,2
6

5
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U   h) ;R=S

i) ;
2

,
3 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U   j) ;

6
,

2 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +−+−=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U   k) ;

2
,2arctg ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ++−=

∈
nnS

n
πππ

Z
U

l) ;
4

,
2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++−=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U   m) ;,

4 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U   n) ;,

6
5

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++=
∈

nnS
n

ππππ
Z
U

o) ;
3

, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=
∈

nnS
n

πππ
Z
U   p) ( );3arcctg, nnS

n
πππ +−=

∈Z
U   r) ];2,2[ nnS

n
πππ +−=

∈Z
U

s) .
2

,
4

3arctg,
2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +−+−=

∈
nnnnS

n
πππππππ

UU
Z

2. a) ;4
6

,4
6

7
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−+−=

∈
nnS

n
ππππ

Z
U    b) ;

3
2

12
7

,
3

2
12 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++=

∈

nn
S

n

ππππ
Z
U  c) ;

520
3

,
5 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +=

∈

nn
S

n

πππ
Z
U  d) ;

3
,

318 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +−=
∈

nn
S

n

πππ
Z
U

e) .R=S     B1.   3. a) ;24
3\

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+= ZR nnS ππ  b) ;3, ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +=

∈
nnS

n
πππ

Z
U  c) .

5
2

5
,

5
2

10 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++−=
∈

nn
S

n

ππππ
Z
U

d) Indicaţie. Rezolvaţi inecuaţia ;
2
3

3sin −<x  e*) Indicaţie. Introduceţi necunoscuta auxiliară |;cos| xt =  f*) Indicaţie.

.sin1cos 22 xx −=   4. Indicaţie. .1cos22cos 2 −= xx   5. Indicaţie. Scrieţi ecuaţia astfel: ,02sin)3sin)(sin3sin(sin 2 =++− xxxxx

apoi transformaţi în produs expresiile dintre paranteze.    C1.  8. .
4

,
4 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++−=

∈
ππππ

kkS
k Z
U

Exerciţii şi probleme recapitulative

Profilul real. A1.  1. a) ;4
32+  b) .4

1   2. a) –0,28; b) 0,68.  3. a) –3; b) 0.  4. 63,4324,2 ≈+⋅  m.  5. )31020( −  cm.

6. .3
2sin,6tg,2cos,4

3ctg ππππ   8. a) ;3
2π  b) ;6

π−  c) .6
5π    B1.  10. 5°; 150°; 720°; 1500°.  11. Mai mică decât 1.  12. a) Plus;

b) minus.  13. a) Nici pară, nici impară; b) impară.  14. Indicaţie. Utilizaţi .)ctgtg( 22 m=+ αα  a) ;22 mm =

b) ).12( 2 −− mmm   15. a) A; b) F.  16.  .
6

5

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧= π

S   19. –330°.  20. 2 cazuri: 1) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+ 4

2
2
1arccos  – măsura unghiului alăturat

bazei, ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+− 4

2
2
1arccos2π  – măsura unghiului de la vârf; 2) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
− 4

2
2
1arccos  – măsura unghiului alăturat bazei,

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−− 4

2
2
1arccos2π  – măsura unghiului de la vârf.   C1.   22*. a) 25

52arcsin20
203arcsin

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈+−−= ZnnS ππ U

;25
52arccos20

203arcsin
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈++ ZkkπU  b) .26 ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈+−= ZnnS ππ   23*. a) ;4 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+= ZnnS ππ  b) .23 ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ ∈+= ZkkS ππ
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Răspunsuri şi indicaţii

Modulul 9. Patrulatere. Poligoane. Recapitulare şi completări
§ 1.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. 44 cm.  2. 12 cm.  3. 50°, 130°.  4. 70°, 110°.  5. 70°.  6. 35°.   B.  9. 75°, 105°.
10. 9,6 cm.  11. Nu.  15. 20 cm.   C.  16. 24 cm, 40 cm.  17. 56 cm, 84 cm.
§ 1.  Profilul real. A1.  1. AEBDAE ∠≡∠  ca unghiuri alterne interne.  2. Indicaţie. Prin vârfurile unghiurilor ascuţite con-

struiţi drepte paralele cu catetele şi veţi obţine un dreptunghi.  3. 16.  4. 20°.  5. 58 cm; 54 cm.  6. 
8
85 cm.  7. 9 cm; 25 cm.

B1.  8. 
3

38 dm.  9. 
3

32R .   10. Indicaţie. Folosiţi rezolvarea problemei 7 C, p. 46.   C1.  11. )26(2 −  cm.  12. 18 m,

12 m, 36 m, 30 m.  13. 6 cm; 
8

4115 cm.  14. Indicaţie. Dacă se construiesc înălţimile din vârfurile unghiurilor obtuze, atunci

se obţin două triunghiuri congruente.  15. .21 dd +   16. 1 : 6.

§ 2.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. a) 12 laturi; b) 18 laturi.  2. a) 10 laturi; b) 15 laturi.   B.  3. 0,5R.   C.  6. .
3
2

a

§2. Profilul real. A1.  1. ,
180

sin2
n

a
R n

°
=  .

180
ctg

2 n

a
r n °=   2. ,m33  ,m24  6 m, ,m228 −  m.3212 −

B1.  3. 
6

366229 −+  m2.   C
1
.  4. 62  m.

§ 3.  Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. .cm600 2    2. .cm60 2    B.  3. .cm312 2   4. .cm60 2    5. .cm5,157 2   6. 108 cm2.
7. 38 cm2.  8. 30 cm2.    C.  9. .cm144 2  10. .cm4 2π

§ 3.  Profilul real. A1.  1. .
4
4 22 ad −    2. .cm355 2   3. ,m

4
9 2  .m

4
15 2    B1.  4. .m2120 2    5. 5 m2.  6. 150 cm2.  7. .cm312 2

8. .cm318 2   9. .
4

ab    C
1
.  10. 8 cm.  11. 2=ABEA  u.p., 4=∆AEDA  u.p.  12. .

4
3 2d   13. .dm6,3 2

Exerciţii şi probleme recapitulative
Profilurile umanistic, arte, sport. A.  1. .12 −   2. 

5
2136  cm.  3. .120,60 °°    B.  4. 7,5 cm.  5. 4 : 1.  6. 150°.  7. 12 cm.

8. 3 cm.  9. 8 cm.  10. 58  cm.  11. 22  cm.  12. 310  cm.  13. 36 cm.   C.  14. 28 cm2.  15. 24 cm.

Profilul real. A1.  1. ).2( rRr +   2. 5 cm.  3. 3 : 4.   B1.  4. 73 : 70.  5. 153  cm.  6. 54  cm.  7. π25  cm2.  8. )10220( +  cm.

9. 24 cm2.  10. .2
ba −   11. .2

22 ba +   12. 30°, 60°.   C1.  15. Triunghiurile dreptunghice isoscele cu catetele .2A

16. Triunghiurile isoscele cu unghiul de la vârf .α
Test sumativ.   Profilurile umanistic, arte, sport. 1. a) A; b) π6  cm2.   3. 30 cm, 2115  cm.  4. 288 cm2.

Profilul real. 1. 
4

337 cm2.  2. Indicaţie. Demonstraţi că această mărime este egală cu înălţumea triunghiului.  3. 4 cm,

4
415 cm.   4. )3367(

12

2

++πR  (u.p.).

Test sumativ.  Profilul real. A1.  1. D.  2. F.  3. .
24
7

;
7
3

3;28,0;96,0 −−−   4. }.2{ Z∈= kkS π   5. .
2

,
4 ⎥⎦

⎤
⎜⎝
⎛∈ ππ

x

6. .
41

415
arcsin
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