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Multimea numerelor reale.
Recapitulare si completari

Invatatura e lumina ce-ti face viata mai senind.
Proverb

N 4

§ 1. Multimea numerelor reale

1.1. Notiunea de numar real

o)
(0] . ., a7 . . e o
@@Lucm,ﬂ in perechi! AZ Examinati schema, apoi substituiti fiecare caseti cu un element sau cu o
submultime a multimii 4 ={-5; —21; —/3; 0; 2; 3%; V7; 5.8, 95

+ rezultatele
tuturor scaderilor

N > Z I
+ rezultatele tuturor + rezultatele tuturor + toate numerele
impartirilor impartirilor rationale

Q > > R
~— + rezultatele Q + toti radicalii si

tuturor scaderilor celelalte numere
Model: J3eR\Q e? cZ eZ\N cR\Q
2,9} cN e R\N c@Q eQ,

2 Substituiti fiecare casetd cu un element sau cu o submultime
a multimii numerelor din tabelul ,,Schimb valutar”.

eR eQ cQ\N
eQ\Z cR\Z cR\N

v—\ Ne amintim |  Notatii: N={0;1;2;3; 4;...} — multimea numerelor naturale.
N°={1;2;3;4;...} — multimea numerelor naturale nenule.
Z=A{..-4; 3;-2; -1,0;1; 2; 3; 4; ...} — multimea numerelor intregi.
Q={x|x= %, me Z, ne N'} — multimea numerelor rationale.

I=R\Q = {x| x —numar zecimal neperiodic cu un numar infinit de zecimale} —
multimea numerelor irationale.

R ={x|x — numar rational sau irational} — multimea numerelor reale.

Sunt adevirate relatiile: N cNcZcQcR; IcR; R=QUI

R* — multimea numerelor reale nenule;

R’ — multimea numerelor reale pozitive;

R’ — multimea numerelor reale negative.
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§ 1. Multimea numerelor reale

* Scrieti sub forma de numar zecimal fractia %
Rezolvare:

Efectuam impartirea i obtinem: % =1,8(3).
1,8(3) este un numar zecimal periodic mixt.

Bl Definitii ¢ Numerele zecimale periodice a caror perioada urmeaza imediat dupa virgula se
numesc numere zecimale periodice simple.

¢ Numerele zecimale periodice a caror perioada nu urmeaza imediat dupa virgulad
se numesc numere zecimale periodice mixte.

B Aplicam » Scrieti sub forma de fractie numarul zecimal: a) 0,(26); b) 25,2(43).
Rezolvare:
a) Fie x=0,(26).

Atunci 100x = 26,(26) = 264 x < 100x — x = 26 <> ng.
. 26
Raspuns: 0,(26)=—.
P (260 =154
- —  aa,..aq, _
In general, 0,(a,a,...a,)= 99 9 unde a,, a,, ..., a, sunt cifre.

n cifre

b) Metoda I. Fie x =25,2(43).

. 43 24991 24991 241
Atu = = = _—=2— == _—
nci 10x =252,(43) =252+0,(43) =252+ 99 0 S *= 990 25 990
_ 243-2 241

Metoda II. 252(43)=25+ 990 - 25 990"

. 241
R : =255

aspuns: 25,2(43)=25 990

a,..abb,.b —aa,..a,
99...900...0
\_W_J\_TJ

N m cifre  n cifre
.

In general, 0,a,a,...a,(bb,..b,) = %

=| Retineti! Un numar real poate fi scris sub forma:

a) unui numar zecimal cu un numar finit de zecimale;

b) unui numar zecimal neperiodic cu un numar infinit de zecimale;
¢) unui numar zecimal periodic cu perioada diferita de 9.

1.2. Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor

» Reprezentati numarul NO) pe axa numerelor:
a) folosind aproximarile zecimale; b) geometric (cu ajutorul riglei si al compasului).

Rezolvare:

Deoarece «/5 =~1,414, rezultd ca 1,41< «/5 <1,42. Obtinem urmadtoarea reprezentare
aproximativa a numarului V2 pe axa numerelor (fig. 1):

L B

1 14 15 2
Fig. 1
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§ 1. Multimea numerelor reale

4 B Ce figura veyi
b) Construim pe axa numerelor patratul O4BC obtine
\ _ rezolvand
Y cu latura AB =1 (fig. 2). exercitiu]?
0 C i . \
0 D 2

== Retineti!

== Retineti!

W Aplicam

Bl Observatie

Aplicand teorema lui Pitagora triunghiului OCB (m(£C)=90°), obtinem OB = V2.
Construim, cu ajutorul compasului, pe axa numerelor segmentul OD, astfel incat
OD = 0B =+/2. Atunci punctul D are coordonata V2.

Determinati, aplicand in continuare teorema lui Pitagora in figura 2, punctele care au

coordonatele «/3 R «/Z , «/g s \/g s.am.d.

De reguld, numerele irationale se reprezintd pe axa numerelor folosind aproximarile
zecimale ale acestora.

Fiecarui numar real a 1i corespunde un punct 4 al axei numerelor i, reciproc, fiecarui
punct 4 al axei numerelor 1i corespunde un numar real a. De aceea vorbim despre
punctele axei numerelor ca despre numere reale, si invers.

Numarul a se numeste coordonata punctului 4 si se noteaza A(a).

Folosind reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor, pot fi rezolvate diverse probleme.
Una dintre ele este compararea numerelor reale. (O altd modalitate de comparare a numerelor
reale va fi examinata in secventa 2.2.)

De exemplu, daca numerele reale a si b sunt coordonatele ; B >
punctelor 4 si B ale axei numerelor §i 4B are sensul axei, a 0 b
atunci a <b (fig. 3). Fig. 3

Dintre doud numere reale reprezentate pe axa numerelor, mai mare este numarul
situat in dreapta celuilalt.

* Comparati numerele:
a) V2 si /3 b) V2 si /2.

Rezolvare:
a) Deoarece V2= L4 si «/5 =1,7, iar 1,4<1,7, obtinem V2 < \/5

Raspuns: «/5 < «/g
b) Deoarece V2> 0, iar —~+/2 <0, obtinem V2> -2,
Raspuns: V2 <42,

Numerele v2 si —/2 sunt numere reale opuse, adica punctele D(«/E) si D'(—«/E) ale
axei numerelor sunt simetrice fata de originea ei, i invers, coordonatele punctelor D(\/E )
si D'(—«/E ), simetrice fatd de originea O, sunt numere reale opuse (fig. 4).

D’ 0 D

»
L L A A B S | T T >

-2 -1 0 1 2
Fig. 4
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§ 1. Multimea numerelor reale

==|Retineti! Numere reale opuse sunt numerele reale situate pe axa numerelor pe diferite parti
fata de origine si la distante egale de aceasta.

Numere reale opuse sunt numerele reale de forma a si —a.

1.3. Modulul numarului real

0
0 . .
@@ Lucrati in perechi!

» Explicitati modulul:

a) 13-42  b)|1-43]; ¢) {xeR||x|<3}; d){xeRHx|>%}

Rezolvare:

a) |3—«/5|:3—«/E, deoarece 3>«/§;
b) |1—\/§|=—(1—«/§)=«/§—1, deoarece 1<\/§;

¢) {xeR||x|<3}={reR|xe[-3;3]};

d) {xe R ||x|>%}:{xe R |xe (—oo; —%)U(%; +oo)}.

==|Refineti! Modulul sau valoarea absolutd a unui numar real a este:

_Ja, daca a=0
la|= y
—a, dacd a<0

-al jal

—a 0 a

sau |a|=max{—a; a}, sau

A\ 4

distanta de la a la 0 pe axa.

Proprietdti ale modulului unui numdar real
1° |a|=0, oricare ar fi ae R, si |a|=0 daca si numai daca a =0.
2° |a|=a, oricare ar fi ae R.

3° |a-b|=|al-|b|, oricare ar fi a,beR.

al . g
g0 |4 =u, oricare ar fi ae R, he R".
b| |b]
5° lal’=|a’|=|-al’=a’, oricare ar fi ae R.
W Aplicam * Explicitati modulul utilizdnd proprietatile lui si aduceti la forma cea mai simpla:

a) [3-2|-[3+42;

b) [1=47 |- 1+47);

c) |[x+y|:(x+y).

Rezolvare:

2) [3-V2[-[3+42]=3-2)- G ++2)|=[9-2|=7;

b) [1=V7 |- (++7) ==(1=47)-(1447) ==(1-7) =6
|
[x+y eyl

o) [x+y[:(x+y) =|x+y|

Capitolul 1. Multimea numerelor reale. Recapitulare si completari Algebra 7



§ 1. Multimea numerelor reale

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Fie multimile:
1) Z\N; 2) Q\N; 3)Q\Z;  4)R\N;
55 R\Q; 6 R\Z:  7)R\L
a) Aflati elementele multimii {~1,4; v/5; 7,(2): —21%;

0,18; 2010; /21 } care apartin fiecdreia dintre multi-
mile 1)—7).
b) Aflati cardinalele multimilor 1) — 7), obtinute dupa
rezolvarea sarcinii a).

2. Fienumerele 12; 16 3,(7); —38%; 2011; —13; 0;
65 7. Determinati care dintre aceste numere sunt
rationale si care — irationale.

0
0 . n .
3. @@ Lucrati in perechi!

1) Scrieti ca numar zecimal fractia:

7 51
b o

. 131, 210
a) g,

27 Yoy
2) Aflati perioada fiecarui numar zecimal obtinut la 1).

o)

0 . . .
7. @@ Lucrati in perechi! Bunicul le spune nepotilor: ,,Am pentru voi 130 de
nuci. Impartiti-le in doud parti, astfel incat partea mai mica, fiind marita de 4 ori, sa
fie egald cu partea mai mare micsorata de 3 ori”. Cum sa procedeze nepotii?

4.

'{? Investigati! Fie numerele:

a) 0,(3); b)2,1(6); ¢) 5,(738);

d) 17,0(18);  e) 83,(685); ) 70,13(18).
Determinati care dintre numerele zecimale periodice date
sunt numere zecimale periodice simple si care sunt
numere zecimale periodice mixte.

Reprezentati pe axa numerelor punctele:

1 1
A(-7), B (5) C(-1,25), 0(31} E(7).

Completati fiecare casetd cu un numar din multimea

{%; 0,75; 0,(3); 5,5}, astfel incat propozitia obtinuta

sa fie adevarata:

3_ . : sl
El 52_

4 - s 3 s

H B Formam abilitatile si aplicam
0]

8. % Lucrati in grup! Rezolvati in R ecuatia si
determinati ce tip de numere, rationale sau irationale,
sunt solutiile ei:

a) 3V2x+7=0;
c) 2,5(x—4)—6x=3—x;
e) 2x° +7x-8=0;

b) 16x—3(x+1)=5x;
d) x> -3x-10=0;
f) —? +10x+2 =0.

9. Scrieti sub forma de fractie numarul zecimal:

a)0,(18); b)3.,(2); ¢)6,1(8);
d)5,12(18); €)25,1(378).

10. =F™ Investigari! Utilizand axa numerelor, completati
&
cu unul dintre semnele ,,<”, ,,>” sau,,=":

a) 1+47 [ 243; b) —/36 [ =6,123...;
¢)3,78 10 Vi1 d) —% ~0,(3).

11. Explicitati modulul:
a) [1-6 ;
) |8=/49|;

*EG, 2018 — examenul de absolvire a gimnaziului din anul 2018.

b) |3 -V2];
d)13-+2)*].

8 Algebra Capitolul 1. Multimea numerelor reale. Recapitulare si completari

12.

13.

14.

15.

16.

) 9 0]

@ Lucrati in grup! Explicitati modulul:
a) {xeR||x|<7}; b) {xe R||x|<0};
¢) {xeR||x|>0}; d) {xe R||x|>+5}.

Reprezentati pe axa numerelor multimile obtinute la
exercitiul 12 in urma explicitarii modulelor.

'i@ Investigati! Se dau douad vase

/
£

care au capacitatea de 5 / si, respectiv,
7 1. Cum putem obtine 4 / de apa
folosind doar aceste doua vase?

o -
% Lucrati in perechi! Stafidele obtinute In urma
uscarii strugurilor reprezinta 32 % din cantitatea initia-
1a a acestora. Din ce cantitate de struguri s-au obtinut
8 kg de stafide?

(*EG, 2018). Din 3 / de lapte se obtin 600 g de branza.
Determinati cate kilograme de branza se obtin din 5 /
de lapte.




§2. Operatii cu numere reale

B B Dezvoltam abilitatile si cream

17. 'lﬁ Investigati! Cercetati daca este rational numarul: | 19. Rezolvatiin R ecuatia:
a) 8; b) 7,2(15); ¢) 1-+/5; a) [3x-7]=8 b) |2x* +17x +658| =—24/19;
d) v/225; e) V13; f) v/125. o) |x|-|x=3|=4;  d)|2x(x—0,5)|=3.
18. Construiti pe axa numerelor, cu ajutorul riglei si al | 59 Rezolvatiin R ecuatia:
compasului, punctul a cdrui coordonatd este numarul 2) | 3x _’1 = 1=x]: ’ b) [2+4x|=|5x—3];
irational: ’ ’
¢) 2|x|=]x-3|+2; d)|2x—-1|=|x+5|-2.

a) V/13; b) V17; ¢) —V17; d) —/11.

§ 2. Operatii cu numere reale

2.1. Proprietati ale operatiilor cu numere reale

v Ne amintim Proprietati ale adundrii si inmultivii numerelor reale

1° Asociativitatea:
a+(b+c)=(a+b)+c pentruorice | a-(b-c)=(a-b)-c pentru orice
a,b,ceR. a, b, ceR.

2° Comutativitatea:
a+b=b+a pentruorice a,b€R. | a-b=b-a pentru orice a, be R.

3° 0 este element neutru pentru 1 este element neutru pentru
adunare: inmultire:
a+0=0+a=0 pentruorice ae R. | 1-a=a-1=a pentru orice ac R.

4° Pentru orice numar real a existd | Pentru orice numar real nenul a exista
opusul sau, numarul —a, astfel incat | ;,yopul siu, numarul %, astfel Tncat

+(-a)=0.
a+(-a)=0 DLl
a a
5° — a-0=0-a=0 pentru orice ae R.

6° Distributivitatea inmultirii fata de adunare (scadere):
a-(btc)=a-bta-c pentruorice a,b,ceR.

Bl Observatii 1. a—b=a+(-b) pentru orice a,beR.
2. a:bza% pentru orice ae R, he R".

==|Retineti! Ordinea efectuarii operatiilor si folosirea parantezelor in multimea R
I. Intr-o expresie fara paranteze, cu operatii de diferite ordine, se efectueaza (in
ordinea in care sunt scrise) intai extragerea radacinii patrate si ridicarea la putere,
apoi Tnmultirea si Tmpartirea si, la sfarsit, adunarea si scaderea.

II. Intr-o expresie cu paranteze se efectueaza intai operatiile din paranteze, respec-
tandu-se regulile precedente.

Capitolul 1. Multimea numerelor reale. Recapitulare si completari 9



§2. Operatii cu numere reale

2.2. Compararea numerelor reale

» Comparati numerele:

s b) V2 si 1.3; ¢) 4-45 si 3.
Rezolvare:
a) 2 < 3 | > deoarece % =0,(0), % =0,75 si 0,(6)<0,75;

3°%
b) V2>13 — > deoarece v2 = 1,4, iar 1,4>13;

¢) 4-/5>-3 —‘) deoarece +/5 =2.2; deci 4—+/5>0, iar —=3<0.

Oricare doud numere reale pot fi comparate, adica oricare ar fi a, be R, avem a <b
Aten,tte.’ sau a=h.
Daca a=b sau a<b (sau a>b), scriem a<b (sau a=b).

W Aplicam + Scrieti in ordine crescatoare numerele V7.5, 242, 3.

Rezolvare:
Avem /7 =2,6, 24/2 =2.8.
Deci, 2«/5 > «/7

Deoarece —3< «/7 < 2\/5 <5, obtinem ordonarea cerutd: —3, «/7 , 2\/5 , 5.

Retineti! Legatura dintre relatia de ordine ,, < si operatiile de adunare si inmultire in multi-
mea R se exprima prin urmatoarele proprietiti:

1°Daca a<b si ce R, atunci a+c<bh+c pentru orice a, b, ce R.
2°Dacd a<b si ¢<d, atunci a+c<b+d pentru orice a, b, c,de R.
3°Daca a<b si ¢>0, atunci ac <bc pentru orice a, b, ce R.

4° Dacd a<b si ¢<0, atunci ac > bc pentru orice a, b, ce R.

atunci ac <bd si 4<

5°Dacd a<b,c<d si a,b,c,de R’ 75

c\la~

L9

Bl Observatie

I Proprietati similare pot fi obtinute inlocuind semnul ,, < cu oricare dintre semnele ,,<”,
> 2 > ”.

9= 99

Retineti! Numerele reale pot fi comparate folosind aproximarile zecimale sau reprezentarile
acestora pe axa numerelor.

10 Algebra Capitolul 1. Multimea numerelor reale. Recapitulare si completari



§2. Operatii cu numere reale

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

o]
1. @% Lucratiin perechi! Aduceti expresia la formacea | 3. Comparati numerele:
mai simpl: a) % " %; b) 7 si2.65;
) 3W2(2+2)-53,5-6)+11:(7-1,3);
) ¢) 3-+2 5i1,7; d) 1++/3 si 2++2.
b) §~O,25+78:4—8\/§:\/§—3~7\/5.

e e - .. .| 4. Scrieti in ordine crescatoare:
2. Rotunjiti, utilizand calculatorul de buzunar, pana la miimi: ’

. ) . . S
97 0% o2 b 332; =3,(56); 24/3; 1++/2; 2,(15); 2552 NG}

6. Pentru a prepara o préjitura de ciocolata (6 portii) se folosesc urmatoarele ingrediente: 250 g de
unt, 200 g de zahar, 300 g de ciocolatd, 6 oua si 3 linguri de faind. Care sunt cantitatile necesare
pentru fiecare ingredient in cazul in care se prepara 4 portii?

5. ’? Investigati! Legumele crude (100 g) contin 27 mg de acid
ascorbic (vitamina C). Aceleasi legume, dar fierte, contin 18 mg

de acid ascorbic. Calculati, in procente, pierderea vitaminei C in ’
timpul fierberii. -

7. a) Copiati si completati tabelul:

a b c a-b b-a a-(b-c) | (a-b)-c a-1 % %-c
5 —4 2
1
3 6 -7

V2 |2 | 53

n —
03 ? T
b) Numiti proprietatile inmultirii utilizate la completarea tabelului.
8. a) Copiati si completati tabelul:

X y x+y y+x x-(y—z2) Xy —xz x7eytz? (xy2)”

Ll s

=
&
S§A|H§| N

b) Numiti proprietatile operatiilor cu numere reale utilizate la completarea tabelului.

Capitolul 1. Multimea numerelor reale. Recapitulare si completari 11



§2. Operatii cu numere reale

9. Pe eticheta unei sticlute cu mixtura este scris: 40 + 3 ml. Ce puteti spune despre cantitatea de mixtura
din sticluta?

10. Scrieti ca suma, diferentd, produs si cat de doua numere reale, diferite de 0 si 1, numarul:

a) 3W7; b) 8++/5; c) —24/3; d) -7.5; e) 18; ) V6 —/11.

H B Formam abilitatile si aplicam

11. De cate ori la cel mai mare numar de o cifra trebuie adaugat cel mai mare numar
de doua cifre pentru a obtine cel mai mare numar de trei cifre?

12. Suma, produsul si catul caror numere reale sunt egale intre ele?

13. Completati sirul: 12; 18; 27; 40,5; =

14. Costul biletului pentru o caldtorie cu vaporul este de 8,25 € pentru adulti si de
2,75 € pentru copii. Utilizand datele din imagine, calculati cati lei s-au platit
pentru calatorie, daca in cursul valutar 1 €=19,4 lei.

15. Efectuati:

a) (V3-+5)% b) (V7 +1)% ) B-7)% d) (3v2 +245)%
16. Efectuati:
a) (2-+3); b) (V2 -+3); ¢) (35 +1)'; d) 2+43)".

17. Calculati, utilizand calculatorul de buzunar, prin rotunjire pana la sutimi:

a) 347 +24/5; b) 742 -93; ¢) =3v/2 - 5; d) 3(/5-+2).

18. ‘,1 Investigati! Stabiliti legitatea si aflati numarul omis:
&

RV
o

19. Pretul unui televizor s-a majorat cu 20 %, apoi, peste o lund, cu inca 20 %.

Cu cate procente s-a majorat pretul initial al televizorului?

o
20. % Lucrati in perechi! Cand a copiat exercitiul 20:5-2+ 6>, unelev
a uitat sa puna paranteze. Restabiliti parantezele, daca se stie ca raspunsul
trebuie sa fie numarul:
a) 38; b) 196; c) 152.

H B B Dezvoltam abilitatile si cream

21. Aduceti la forma cea mai simpla expresia:

a) \(2=33)> +2[3-13|-7,5(4 —+/8)> +6,4: (5-1,8);
b) | 7-2v3 | +[1-3V3 ~ 6(/3+8)—/2-7V3)".

22. Efectuati:
a) (a—b+c)’; b) (a—b-c)’; ¢) (a+b+c).

23. Calculati:
a) 7,(15)+2,(18) - 5,(23) +11,(20); b) =5,2(7)+6,1(3) -3,5(3) + 2,(2).

24. Scrieti numarul 34 000 ca diferenta patratelor a doud numere naturale.
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§ 3. Puteri si radicali

3.1. Radacina patrata a unui numar real si proprietatile ei.
Recapitulare si completari

v —

v—yp Ne amintim +

Calculati: a) 6%; b) V16— 64/7.

Rezolvare:

\ 2
a) w/6l=1/§=§ ——— > deoarece E20 si (é) =£;
4 4 2 2 2 4
b) V16—6v7 =/(7)' —2:347 +3 =|(J7 -3)* =

=|\/7—3|=3—\/7—J> deoarece (3—+/7)=0 si 3-/7)> =16-64/7.

Bl Definitie

Réadacina patrata a unui numar real nenegativ a (sau radical de ordinul doi din a)
se numeste numarul real nenegativ b al carui patrat este a.

Retineti!

W Aplicam .

Rédacina patratd a numarului real nenegativ a se noteaza \/Z .

Proprietati ale radacinii patrate

1° Daca a este un numar real, atunci «/a—2 =|al.

2° Daca a si b sunt numere reale nenegative, atunci Ja b =ab.

a
o

4° Daci a este un numdr real, iar b —un numdr real nenegativ, atunci va’h = | a|- Jb.

- - o o o on0 .ANa
3° Daca a este un numar real nenegativ, iar b —un numar real pozitiv, atunci T =

3,6

5

Calculati

s

Rezolvare:

V3.6 .@: 36 |48 _ ‘—) aplicam proprietatea 3°
B Jio V3 Vo

= 3;?) 18 =4/0,36 o=—— > aplicam proprietatea 2°

=0,6-4=24.

36> [50a° dacs
=5, daca
S5a 81b

Completati casetele. Aduceti la forma cea mai simpld expresia
a<0,b>0.

Rezolvare:

3b2. 50a° :ﬁ. 50a° _ ‘

Sa 8152 Sa \/81b2

3b50-a?
5a-\/§-\/b—z

> aplicam proprictatea

> aplicam proprietatea

2
= %S—M = > aplicam proprietatea
S5a-9-|b|
2
=b ( a)ﬁ=—bﬁ > deoarece a<0,b>0.
a-3b 3

Capitolul 1. Multimea numerelor reale. Recapitulare si completari [:Vll=11¢] 13



§3. Puteri si radicali
3

@ . D . . 14
1~ Investigam « Rationalizati numitorul raportului: a) —; b) )
‘r ’ 37 4-10

Rezolvare:

14 1447

> amplificam raportul cu J7

a) = =
W7 WTAT
14T 2T
3.7 37
b) 3 = 34+ \/ﬁ) = > amplificam raportul cu expresia
4-410 (4- V10 )4+ V10 ) conjugata numitorului: 4 ++/10
_3(4+4/10) _3(4+410) _4+4/10
16-10 6 2

Il Definitie Expresiile a++/b si a—+/b, a,beR, b>0, se numesc expresii conjugate.

=| Retineti! Rationalizare a numitorului unui raport se numeste transformarea care elimina
radicalii de la numitorul acestuia.

B Generalizam  « Fie E o expresie. Rationalizarea numitorului unui raport poate fi efectuati amplificand
raportul de tipul:

1. L,ae R*,be R, cu Jb;

a\lb

E . ) . . . . .
2. ——, ae R, be R}, cuexpresia conjugata numitorului raportului dat.
azx \/E

3.2. Puteri cu exponent intreg. Proprietati

4
. Calculati: a) —%); b) (12)°: 0) 57

Rezolvare:

2Y 2 2 2 2) 16 | \
2l =l=2]=-=2l-2|-2 == —> =a-a-a-..-
o () AFNE NS e e

b) (1,2)° =1; a’=1, aeR’

S_1_ 1 |
0)53—5—3—m. ‘

\

Y

a"=—, acR’, neZ
a

Bl Definitia puterilor cu exponent intreg

Pentru aeR" si neN’, a"=a-a-a-...-a.
%/_/

n factori

— 1 * *
a’"=—, acR’, neZ. a’=1, aeR".
a

Pentru a=0 si ne N, 0" =0.

I 0bserva!ie|| Expresia 0° nu are sens.
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§3. Puteri si radicali

Proprietati ale puterilor cu exponent intreg

Pentru a, be R", m, ne Z:

1°a"-a"=a™"; 2° a—n:a'”'”; 3° (ab)" =a"-b";
a
‘ (%) =5 5 (a") =a""
.. . 373.32
BN Aplicam - Calculati =——.
3
Rezolvare: Cufn 8¢ exprima
-3 . 2 n Cuvinte
3 343 =3 =37 = 3% = ﬁ Proprietatile
24° N 24° ;
e Aduceti la forma cea mai simpla . .
5 p (Sbs ) (5b3 )
Rezolvare:

T2 )0 g g9 g2 p0e gl

202 (22°) _27-a* 2°.q° 277 .a™ 24 2a’h
s6° ) | 5’ ‘

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Calculati:

o
0
2 4. @:@Lucm,ﬁ in perechi! Scoateti factorul de sub radi-
a) V10-40; b) 1/3—2; ) 4/0,16-25-1,69; cal’
1. 7 2° a) V48; b) /98;
d) 3¢ &) V3'; 0\
5 ¢) 54 d) Yy7(2—-a)*, a<2.
; L ./ . . - .
2. t@ Investigati! Aﬂap'valorlle numérului real a pentru | Serieti ca putere cu'baza 10: 1000; 100 10; I; %; ﬁ;
care este adevarata egalitatea: 0.0001
2 la* a T
a) y(@a=2)"=a-=2; Db).—=—%; 4
)(a=2) ) 4 2 6. Calculati: a) 37; b) 57'".5%
3 = \/g 3 4 -3
©) a’+2a+1 a+l ) 3).(L : d) 6>-2472
o 11 11
0 -
3. @@ Lucrati in perechi! Introduceti factorul sub | - Efectuati:  a) 24~ -5a°; b) 7x _34;

radical: . 28x .
9227 byavia<o; o (b-wb, b21. 2 (%”) ; ¢ (%y) |

Hl B Formam abilitatile si aplicam

8. Calculati:

6 1 1
a) 104/1,44 ++/48 = /12 ——=—-5,/0,16; b) —————.
VIR "2 e

0 o)
9. @ Lucrati in grup! Rationalizati numitorul raportului:
a) L; b) L; c) L; d) i; e) 2_\/5.
3421 5410 1+4/3 5-246 2+45

Capitolul 1. Multimea numerelor reale. Recapitulare si completari Algebra 15



§3. Puteri si radicali

10. Aduceti la forma cea mai simpla:

a) V3(\12 -2427);

b) V48 —24/3(2-5412);
¢) B+3)2+3);

d) (V6 ++/5) —+/120.

11.  Simplificati raportul:

x' -5 3+a
2 x+\/§’ 2 3\/Z+a’
V2-2 207-7
; d .
© J2-1’ ) J7

12. Calculati:

6—10 1 —25 iy i
207157 (=3)*.27"
c) 3077 s ) 819 . 9—6
- - (23)5 . (2—6)2
e) (107 =1)(107* +1); f) ————.

o 4
13. @%Lucmﬁ in perechi! Calculati:

a) (2,5-107)-(8,4-10%);

b) (4,5:107):(1,5-107);

¢) (3,6-10°)-[(2,4)™ -1077;

d) (6,4-107"):(1,6-107).

14.

15.

16.

17.

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

Masa Soarelui este de aproximativ 0,2-10*" kg. De cite ori este mai mare
masa Soarelui decat cea a Pamantului, daca se stie ca masa Pamantului
este de aproximativ 0,5974-10% kg?

Distanta medie de la Pamant la Soare este de 0,1496-10° km. In cét timp o
razd de lumind parcurge aceasta distantd, dacad viteza luminii este de
aproximativ 0,3-10° m/s?

Calculati aria patratului a carui latura este egala cu:

a) 245 cm; b) 12 dm; c) (1+\/§) mm; d) (JE_JE) mm.

Calculati aria dreptunghiului cu dimensiunile:

a) (5—\/5) cm i (5+\/§) cm; b) (\/7+1) cm si (\/7—1) cm.

18. Calculati: 21. Simplificati raportul (ne N):
a) 42,5-10°; b) \/4,9-107; 2 23t by 14
©) J1,6:-107; d) /8.1-10°. 6" AR
n 2n+l g2n-1
19. Aduceti la forma cea mai simpla: c) #; d) %

a) (\/10—\/E+\/10+\/E)2;
b) (\/2\/§+4—\/2\/§—4)2.
20. ’{1@ Investigati!
a) \3-V3+46 -3-4/6 =3;
b) V7 -+/40 =+/5 —4/2; |
c) \/2+\/§=%; @
d) 247 —1=429-447.

22. Aduceti la forma cea mai simpla expresia:

a) \/S—JE;
b)\/4+\/g +\/4—\/E;
V4T —4+4/7.

Indicatie. Aplicati formulele radicalilor compusi:

ai\/Z=\/a+\/gz——bi\/a—m

2 9
a,b,(a’-b)eR,.

o
23. % Lucrati individual! Investigatie. Puterile in diverse domenii.
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|
1.

B B Formam abilitatile si aplicam

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Capitolul 1. Multimea numerelor reale. Recapitulare si completari Algebra

Exercitii si probleme recapitulative

Fixam cunostintele

Efectuati: 4. Explicitati modulul:

a) 6,5-(1,2-4,(3))-9.9:3+7,4-5-450; a)|7,09)1; b) |—3\/7|;
b) (7-2)(5+/3)~3V6 ~43+10(v2 -3). o) 12-342]; d) |8-~/66.
7 5. Scrieti in ordine crescatoare:

0 . n .
@‘@ Lucrati in perechi!

1) Scrieti ca numar zecimal fractia:

16 . 28 . 65 . 178
2 %3¢ Y105° 93020 Y e00a
2) Aflati perioada fiecarui numar zecimal obtinut.
Comparati:

a) /7 si 10; b) V63 si /54;
) v/23 si 1/103; d) V17 si4.5;

e) V1243 5i 77 -4/5; ﬂﬁ j 35

2 s

o)
0 .. . < < o n . <
@@ Lucrati in perechi! Dintr-un numar de doua cifre, inmultit cu un numar
de o cifrd, se scade un numar de o cifra si se obtine 1. Care sunt aceste numere?

Alina avea o bancnota de 50 de lei, una de 10 lei, doua de 1 leu si 3 monede
de 50 de bani. Dupa ce a facut cumparaturi, i-au rdmas 20 % din intreaga suma.

Cat a cheltuit Alina?

a) 7,23); N7; -345; 7,1; 19; +/25.
b) 44/3; 24/10; 542; 7.

Utilizand calculatorul de buzunar, calculati rotunjind
pana la miimi:

a) 7/6; b) V11; ¢) ¥29; d) V37.

Aduceti la forma cea mai simpla:
a)a'-(a*), aeR; b) (c”-c*)7?, ceR’;

3\ 3\!
c)(m_sJ -m™, meR"; d) (%) , xeR".
m x

o}
0 . . . .. .
@@ Lucrati in perechi! Scrieti ca sumad, diferenta,
produs si cat de doud numere reale, diferite de 0 si 1,

numarul:

a) 2V11; b) 2-+/3;
o) 1+37; d) 74/13.
Efectuati:

a) 3-245)"; b) Q++/7)%;
) (V3-42)"; d) 5++5)".

Calculati rotunjind pana la zecimi solutiile ecuatiei:
a) 3x' —x-1=0; b) —x* +5x—-1=0;
) 4x* —x-2=0; d) x> -3x-8=0.
Explicitati modulul:
a) [1-343]; b) |-7+4/16];
0) [-B-V5)[; d) [243-342].

0

o] 0
&Lucmﬁ in grup! Rezolvati in R ecuatia:
a) | x* =3x+1|=5; b) |2x* —x+2]=2;

) |4x* =7|=9; d) |x—2x*|=3.
Comparati numerele:
a)5-243 | 2442; b)6+47 | 47

16.

17.

18.

19.

20.

Reprezentati pe axa numerelor multimea:
a) A={xeR||x|<V5};

b) B={xeR||x+1]<3};

¢) C={xeR||x-3|>15}.

Scrieti ca fractie numarul zecimal:

a)6,(7);  b)15,25): ¢)3.2(17);  d)0,123(7).

o)
@% Lucrati in perechi! Aduceti la forma cea mai
simpla:

a) \/@, daca x<0;

b) 4/0,81a°h*, dacd a>0, b<0;

c) V24m’n*, dacd n>0;

d) /8x*y°, dacd y<0.

Calculati:
6,6-10° 56-107 19-10°°
D 11107 R RTEN ) 3810

i? Investigati! Dintr-o foaie de tablda de forma
patrata s-a taiat o fasie cu latimea de 25 cm. Aflati
dimensiunile initiale ale foii de tabla, daca se stie ca
aria partii rimase dupi tiiere este de 4400cm’.

17



Exercitii si probleme recapitulative

21.

22 de ani voi fi numai de douad ori mai in varsta”. Cati ani are acum tatal si cati fiul?

22. Calculati valoarea expresiei:
223 23 . 4—2
a) (EG, 2015) VEEE b) (EG, 2017) o
8 0 -3
d)(EG,2021) 22 =1 kG, 2003) 227

84

1) Laturile laterale sunt formate din inversele numerelor naturale

1

1

2) Fiecare numar al unei linii este 11
. < 2 2
suma numerelor de pe linia urmétoare

1

situate imediat sub el. 3
De exemplu: 11, 1
6 12 1

a) Completati triunghiul pana la linia care incepe cu

10°

Tatal 1i spune fiului: ,,10 ani in urma eu eram de 10 ori mai in varsta decat tine, iar peste

¢) (EG, 2019)

. ,,Iriunghiul de numere” al lui Leibniz se construieste astfel:

1

64 .2—2 )

24. Un pepene-verde are masa de 3,5 kg si incd a unei jumatati de acelasi pepene.
Care este masa pepenelui?

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716), matematician german

b) Investigati si gasiti proprietati interesante in cadrul ,,triunghiului de numere” al lui Leibniz.

Navigati pe internet!

26. Calculati:

a) (EG, 2016) —2

J7-3

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

+/7 +4;

b) (EG, 2022)

2\/§+9_
V3

J27; ¢) (EG,2018) \/ﬁ—\/l_—%.

5

27. Reprezentati geometric pe axa numerelor punctele:
AN5+1), B2+3), C(3-2), DT -4).
Efectuati:

a) (V3-2v2+45)";
Rezolvatiin R ecuatia:
a) [x[(|x[=3)=5;

b) X’ —|x|-2=0;

) JG-x) =3-|3-x[;
d) (1x]-3)(|x|+5)~1=0;

e) J(x+4) =5—]4+x].

28.
b) (243 +2v5 -+/2)%.

29.

30. Aduceti la forma cea mai simpla:
a) (@7 -y 4y, xyeRY
b) (a+b)?-(a>=b7), a,beR".

31. Cuce este egala:

a) diferenta |a|—a, a€R;

b) suma |a|+a, aeR?

32. Demonstrati ca:
a) produsul oricaror trei numere naturale consecutive
se divide cu 6;
b) produsul a doud numere pare consecutive este

multiplu al lui 8.

0
33. % Lucrati individual! Proiect. Numerele reale in viata mea.

18
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Test sumativ

Varianta |

1. Fie 4={-5;0;3;2,(3); |m —1]; 8 9; V7).

a) Completati caseta: card 4 =

b) Aflati: ANN; ANZ; ANQ

¢) Ordonati crescator elementele multimii A4.
d) Rezolvatiin R ecuatia:

[18:(=3) =77 -5,(4)] (x—1) =+/9 - 2x.

. Fie expresia
E=y(B+4) +y(5-v4)" —2(J5-2).

a) Aflati valoarea expresiei E.

b) Aflati inversul numarului obtinut la a).

. Alisia are o bancnota de 100 de lei, doua bancnote de
50 de lei, una de 20 de lei, trei de 10 lei si patru de 1 leu.
Dupa ce a achitat cumparatura, Alisiei i-au rdmas 12 %
din suma initiala.
a) Scrieti 1n caseta ,,>” sau ,,<” pentru a obtine o pro-
pozitie adevarata:

Suma initiala 210 lei.
b) Calculati cat a cheltuit Alisia.

c¢) Aflati ce suma ar trebui sa cheltuiasca Alisia, astfel
incat sa-i ramana 20 % din suma initiala.

Test sumativ

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

Varianta II

1. Fie B={~/3;|5-1];0;416;3,(6); -7; 8}.

a) Completati caseta: card B =

b) Aflati: BNN; BNZ; BNQ.

¢) Ordonati descrescator elementele multimii B.
d) Rezolvatiin R ecuatia:

[(=5)*:8,(3)—67 18] (x—1) =+/4 +3x.

. Fie expresia

E =14 +3) +/(¥2 +/5)" —2(5 -1).

a) Aflati valoarea expresiei E.
b) Aflati inversul numarului obtinut la a).

. Amelia are o bancnota de 200 de lei, doud bancnote de

100 de lei, una de 50 de lei, patru de 5 lei si trei de 1 leu.
Dupa ce a achitat facturile de Intretinere si utilitati,
Ameliei i-au ramas 20 % din suma initiala.
a) Scrieti in caseta ,,>” sau ,,<” pentru a obtine o pro-
pozitie adevarata:

Suma initiala 620 de lei.
b) Calculati cat a achitat Amelia pentru intretinere si
utilitati.
c¢) Aflati ce suma ar trebui sa plateasca Amelia pentru
intretinere si utilitati, astfel incat sa-i ramana 15 % din

suma initiala.
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Rapoarte algebrice

Esenta matematicii nu este sa faca lucrurile simple
complicate, ci sa faca lucrurile complicate simple.
N\ Stan Gudder J

§ 1. Notiunea de raport algebric

% Investigam ’ Observati, selectati i completati.

H 95 1 42 2 3
301 2| L6 loa| L51] 4 71 126 |5 03| |4 6
5 2 3 3,8 0,4 9,5
< ... 95 04 42 26
e Urmat 1 rt t fractii: = . . :
rmétoarele rapoarte nu sunt fractii: <=, ==, ==, 38 ,
* Numaratorul raportului ,’7 este . Numitorul raportului — 0’ ) este
.3 . . 0,4
* Valoarea raportului 7 este 0,75, iar a raportului - este
* Rapoartele é si < sunt egale.
z Examinati si completati:
< a . 2a+3b
a_ =9
a) Daca b 0,9, atunci 3 ? \
2a+3b _2a ,3b_2 a “2.mm.mm-
3b 3b 3 3 b 3
< a . < . 2a+3b
Daca 5= 0,9, atunci numarul este valoarea raportului ST

b) Dacd a=2, b=-1, ¢=3, atunci valoarea expresiei a’ +5b+c este

2°+5-  + =

Retineti! — ¢ Expresiile algebrice sunt formate din numere si litere (numite variabile), legate
prin operatiile de adunare, scadere, Inmultire, ridicare la putere, extragere a rada-

cinii patrate.

puunul

¢ Expresiile algebrice rationale nu contin variabile sub radical.

Il Definitie Raportul a doud expresii algebrice rationale se numeste raport algebric (sau fractie
algebrica).
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§1. Notiunea de raport algebric

.. +
De exemplu, expresiile Xty _ab

t—-2 z't

x=2" x*+y  a-b’

E; Completati:

. . .2 2142 _ 4
a) Pentru x=1 si y =2, valoarea raportului algebric Xy este ;7 ————=—=
3x—y 3-1-
a’-2 ? -
b) Pentru a =0, valoarea raportului algebric este =—=

2—

2

Valoarea raportului algebric 612_ P

2

Valoarea raportului algebric (12 .

t+4° z+5¢

nu poate fi calculatd pentru 2—a =0, adica pentru a =

poate fi calculatd pentru orice ae R\ {  }.

sunt rapoarte algebrice.

== Retineti! = *

Domeniul valorilor admisibile (se noteazd DVA), In multimea data M, al unui
raport algebric cu o variabila este submultimea lui M, in care nu se anuleaza
numitorul raportului algebric, adica raportul algebric are sens.

2
¢ DVA in R al raportului algebric az_—aZ este R\{2}.

Notam cu F(x) un raport algebric cu variabila x. Dacd ae DVA al raportului F(x),

atunci F(a) este valoarea raportului F(x) pentru x =a.

5 Observati si completati:

/3 B _2)
Val.oa?eq Valoarea raportului algebric I-x Valoarea raportului algebric xz al
variabilei +5 X" +5x
— 12
1 1-1_0_ 0 -1 _
I+5 6 1 +5-1
) 1-(=2) _ —2-(=2)°
+5 (-2)*+5-
2
3 1;+5 - 32_+5 =0
- J
DVA in R al raportului b este R\ { },iar al raportului x—_x2 este R\{0; }
P x+5 ’ P x4+ 5x ’ '
Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele
1. Calculati valoarea expresiei algebrice 2x” —3x pentru:
a) x=0; b) x=-2; ¢) x=0.5; d)x=%.
2. Calculati valoarea expresiei algebrice 4ab—b’ +a pentru:
Q) a=bh=2 b) a=3, b=-2: ¢) a=—4, b=15; d)a=%,b=%.
3. Scrieti caraport algebric:
a) 3x:(2x+5); b) (ax* +bx):(a—b); ¢) 2x+4):(x-3a); d) 12x° 1 (7b - x7).
21



§ 1. Notiunea de raport algebric

4. ’? Investigati! Selectati rapoartele algebrice:
2 2571 0,4x*—Jx 3 5x 7x N2x-1 ¥ 45,
3x 7 x+l 7 ax+27 -9y’ 47 2x+1’ y'-5’
JIO 099 ¥y 4 Ay

Vax+3T ax+4’ x7 [T -9’

5. Numiti numaratorul si numitorul raportului algebric:

2 094> +1 by 5 ) J7+x° 0 8,(7)xy
2a—-3" —5x-3’ a’x+8a’ -7,(4)y" —x
2
6. Aflati valoarea raportului algebric ); :11 pentru:
a) x=1; b) x=0; ¢) x=0,5; d)x=1%.
7. Aflati valoarea raportului algebric 3;x+_2; pentru:
@) xr=y=l b) x=4, y=2; O x=g, y=1; d) x=-08, y=04.
3 0 .. . . . . o . .
8. @;@ Lucratiin perechi! Aflati domeniul valorilor admisibile al raportului algebric:
3a . x*+2x a+b . a-b> Sax+3 . a’ +2ax+1
Vg R T 9 2%+6 D 85 06a° RETSINTE D 036-a

H B Formam abilitatile si aplicam

0,8x+1,2y pen

9. Aflati valoarea raportului algebric — - tru:
a) x=2y; b) y=2x; 0) % =13 d) % =-04.
10. Fieraportul algebric F(x)= g f-;:)lc Comparati numerele:
a) F(0) si F(1); b) F(-2) si F(-1); ¢) F(0,5) si F(-0,5); d) F(10) si F(-10).
10—’

11. Fieraportul algebric F(x)= PR

a) Ordonati crescator numerele F'(=3), F(-2), F(-1), F(1), F(2), F(3).
b) Ordonati descrescator numerele F(—4), F(4), F(-0,5), F(0,5).

o) 9 [0) . N . .
12. @ Lucrati in grup! Pentru care valori ale variabilei valoarea raportului algebric este numar intreg:
7 -5 9 -4
_r . . _z . 2
2) x=2’ b) 3-x’ ©) 2+x’ 9 x+10°
13. Aflati domeniul valorilor admisibile al raportului algebric:
x t—1 a+b’ xy
2y 5. L c ; 9 2
)x2—3’ )t2+2t+1 )b—\/f )x—y

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

14. Utilizand proprietatile rapoartelor, determinati pentru care valori ale variabilei sunt egale valorile rapoartelor algebrice:

A B B by 5 g =10 9 J12 .’ Jo o d)—\/g i J10
3-x 7 24x’ 2x—-1 "7 x+1° 3-3x 7 18 —+2x’ x x+1
15. Sunt oare egale in R rapoartele:
X . ox(x*+Dh) 1 . x+1, 1 .x,
2) PRV (x> +4)(x*+1)° b) 1Mo ©) PR

22 Algebra Capitolul 2. Rapoarte algebrice




§ 2. Amplificarea si simplificarea rapoartelor algebrice
2.1. Amplificarea rapoartelor algebrice

'W@ Investigam < Observati si completati:

2,4 _24:16= x+3 DVA
1,6 X
R\ {0}
x2 ‘ Amplificim cu 2. X(x—3) ‘ Amplificim cu x - 3.
48 _4g8:30= (x+3)x-3 _ -9 _ DVA
3,2 x(x=3) xt—
R\ {0; 3}

x+3

cu expresia x + 3.

b) Comparati DVA al raportului obtinut cu DVA al raportului X ;r 3 .

a) Inmultiti numaratorul si numitorul raportului algebric

c¢) Calculati valorile celor doud rapoarte algebrice pentru: x=1; x=-2; x=5.
Ce observati?

Retineti! * A amplifica un raport algebric cu o expresie algebrica rationala nenula inseamna

a iInmulti numaratorul si numitorul raportului cu expresia data.

¢ Prin amplificarea unui raport algebric se obtine un raport algebric egal cu cel dat
in domeniul valorilor admisibile comun celor doua rapoarte.

2.2. Simplificarea rapoartelor algebrice

’?1@ Investigam + Observati si completati:

0,9 C4+2x+l (x4’ . DVA
=09:15= 3 =
1’5 X +x x(x+ 1) R\ {_1 0}
3 l Simplificam cu 3. (x+1) 'Simpliﬁcém cux+l1.
DVA
0.5 = :0,5= .
RAVE S

2
a) Impartiti numaratorul si numitorul raportului algebric 3x2 X Ja expresia x —1.
X

(Consideram x—1=#0.)

3x° —
b) Comparati DVA al raportului obtinut cu DVA al fractiei ;CZ . lx .

c¢) Calculati valorile celor doua rapoarte algebrice pentru: x =0; x =2; x =-3.
Ce observati?

=¥=| Retineti! * A simplifica un raport algebric cu o expresie algebrica rationala nenuld inseamna
a Tmparti (fara rest) numaratorul si numitorul raportului la expresia data.

¢ Prin simplificarea unui raport algebric se obtine un raport algebric egal cu cel dat
in domeniul valorilor admisibile comun celor doua rapoarte.

¢ DVA al raportului algebric obtinut in urma simplificarii unui raport algebric poate fi

diferit de DVA al raportului dat.
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§2. Amplificarea si simplificarea rapoartelor algebrice

B Definitii

¢ Raportul algebric se numeste reductibil daca el poate fi simplificat.

¢ Raportul algebric se numeste ireductibil daca el nu poate fi simplificat.

. -2 o N . o
Bl Exemplu Raportul algebric Hx=2) este reductibil (Argumentati!), iar raportul ﬁ — ireductibil.
Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele
1. Amplificati fractia: 4. Simplificati fractia'
2 s 4 s 2 24, 81 4 180
a5 eud b) g cus; % Y3 216 EATCHE T
c) _% cu4; d) _% cu6. 5. Simplificati raportul:
. 3,25 )
2. Amplificati raportul: 3,6 55 cu2,5;
1,8 2,1
a) ’— cu2,s; b) - cu3; —10,08 ) 15 68
4.4 c) 1134 cul,8; d —=2— 25, 56 u3,2.
c) — = cul 6; 0.7 % 0 . . .
1,9 6. @@Lucm,ﬁ in perechi! Simplificati raportul algebric:
3. Ampllﬁcagi raportul algebric: 5xy -3x’y°
y a) > cu 5xy; b) —= cu 3x’y";
a) — cux b) —1 cuy; 10xy 9x’y
2x" —x 9x” +12xy+4y°
ab X Xy e gy 2 TeyTay
¢) 5 cub; d) = cux-1. c) 4 —y 2x—y; d) dgridy O 2y+3x.
H B Formam abilitatile si aplicam
7. Restabiliti sirul de rapoarte egale:
_ _03_~  -168, 5_ 11 _-32
VF 2T Tz : b g= 128~ —28
8. Restabiliti sirul de rapoarte algebrice egale:
x—1_ _XV -y _ . xt+y x-y' _3) —3x
a) -T2 - 3 > b) =
Xy X'y 0,5x"y + xy xX=y T Ty-Tx
o

o) o]
9. @ Lucrati in grup! Utilizand proprietatile rapoartelor, determinati valorile variabilei pentru care sunt egale

rapoartele algebrice:

SE=L x+1 i XX +x, by 2% g -l o) 28+3 PR Sl P2 el . X +x
xt—x 4—x* 7 x=2’ 2x—3° 90— 4x* ’ -1 0 X tx-1
10. Simpliﬁca‘gi raportul algebric, astfel incat sa obtineti un raport algebric ireductibil:
3(x+2) 4a’ —4b° v =x 4x* —4bx + b’
S b) 5o : d) H
2) X' +4x+4 ) 2(b+a) 2 xt—yx ) 0,25h* — x*

BB Dezvoltam abilitétile si cream

2

Y _10. Aﬂat1 -y

2

& Matematicd distractiva

11. Sestie ca

12. Care este prima cifra a celui mai mic numar natural care are proprietatea: suma cifrelor lui este egala cu 2007?

24
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§ 3. Operatii aritmetice cu rapoarte algebrice.
Puterea cu exponent natural a unui raport algebric

3.1. Adunarea si scaderea rapoartelor algebrice

'71@ Investigam + Observati si completati adecvat:

i_,_ﬂﬂ_&__ a b—a=a+b—a=_

14 7 14 14 26 2b° 2h?

2 5_2-2-53_ x)x—1+3)i_x(x—1)+2- B

9 6 18  18° 3x X2 3x> C3y?
3 8_ '3 8_ Tyl Uyl (=D (1)
9 19 y+l y=1 (y+D(y-1
_39-8_ Y =241+ 1)

- S99 B ] ey

Reguli de adunare si scidere a rapoartelor algebrice

1. Suma a doui rapoarte algebrice cu acelasi numitor este un raport algebric cu numaratorul
egal cu suma numaratorilor, iar numitorul coincide cu numitorii rapoartelor date.

2. Pentru a aduna doui rapoarte algebrice cu numitori diferiti, se aduc rapoartele la acelasi
numitor, apoi se aplica regula 1.

3. Pentru a scidea doui rapoarte algebrice, se aduna descazutul cu opusul scazatorului.

Adunarea rapoartelor algebrice poseda aceleasi proprietati ca si adunarea numerelor
reale (asociativitatea, comutativitatea etc.).

=| Retineti!

3.2. Inmultirea si impartirea rapoartelor algebrice

'?1@ Investigam + Observati si completati adecvat:

é.izﬂz_ 2y_1.(y+3)2:(y+3)2(2y_1)(y+3:
711 7-11 ' y+3 2y (y+3)-2y
3.5_.35°_ 5 _ 3 _2°+ y-3

8 12~ 812 8- 2y 2y '
21.7_21 . _ a*—ab b _(a’—ab)-b*" _
16°8 16 7 b a ba

2L 3. (@=ab)- | (a=b) " _
167 1 p = P =(a-0)
12.5.5.5_ =yt oxty _x -yt _
376 376 3x2y2 Coxy B 3)62)/2 xX+y
_é__ . (G B _(x+y)( ) (-(x+y)_

. 3 3 )Gy 3

Capitolul 2. Rapoarte algebrice Algebra
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§3. Operatii aritmetice cu rapoarte algebrice. Puterea cu exponent natural a unui raport algebric

1\
AN

2 Observati si completati adecvat:

* Inversa fractiei % este fractia % * Inversa fractiei 4% este fractia i
. . . . 8
* Inversul raportului algebrlc este ——. * Inversul raportului algebric — este

x—1 x'—y

Reguli de inmultire si impértire a rapoartelor algebrice

1. Pentru a inmulti doud rapoarte algebrice, se Inmultesc numaratorii intre ei i numitorii

intre ei.
2. Pentru a impaérti doua rapoarte algebrice, se inmulteste deimpartitul cu inversul
impartitorului.
3. Daca raportul algebric obtinut este reductibil, atunci el se simplifica pana se obtine un raport
ireductibil.
Retineti! Inmultirea rapoartelor algebrice poseda aceleasi proprietti ca si inmultirea numerelor
reale (asociativitatea, comutativitatea, distributivitatea inmultirii fata de adunare/
scadere).

3.3. Puterea cu exponent natural a unui raport algebric

'g Investigam « Observati si completati adecvat:

3 ’ 32 xsy ’ x3' Y
(g) =8_2=a (x—l) Z(x_1)2
52.23 :52- '23-2: a_2.a_3= aZ.aS _ a
0,1 0,1 26° b 2b°-b* 2b
_5 2 200 =5y +1) _
3x -8y’

Regula de ridicare a unui raport algebric la o putere cu exponent natural

Pentru a ridica un raport algebric la o putere cu exponent natural, se ridica la aceasta
putere numaratorul §i numitorul raportului.

Retineti! In calculul cu puteri cu exponent natural ale rapoartelor algebrice se aplica aceleasi
proprietati ca si in calculul cu puteri cu exponent natural ale numerelor reale.

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Calculati:

7,5. 21_9. 29 (31} 35 (L18
REVART RETENYE 2 47+( 47)’ D =3 ( 39)‘
2. Calculati:
5.3, T 8 8 7 () (1S
VY b~ * 500 99715 D 16 ( 12)’ ¢ 21+( 28)’
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§3. Operatii aritmetice cu rapoarte algebrice. Puterea cu exponent natural a unui raport algebric

3. Efectuati:
10 a b
)xy+xy b) a=b a=p
4. Efectuati:
a,b. 6,2
2) 5+Z’ b) xy+x’
5. Calculati:
12 3, 9 7).
175 AT (_§)’
6. Efectuati:
2
2
ax3)2c’ b)Sxy. xy;
Yy y—=1 y+1
7. Calculati:
33,3, 255,
40°10° b -3

8. Precizati inversul raportului algebric:
a) 3x. b) ax—b
o 4y’ b+ay’

0 .
9. @@Lucm;‘i in perechi! Efectuati:

2 b b,

Xy x
10. Efectuatiridicarea la putere:
6) -3Y)

a) (7) ; b) (?) ;

11. Efectuati:
Xy ) x(x+y) ?
a)(g]s b)[ x_y) :ls

H B Formam abilitatile si aplicam
0

_ x*—1  x+1,
X +4x+4 x+2°

12x  8x 4y Bxy+y’
) 2 T2 > d 2 2+#‘

x +1 x" +1 xX=y yi—x
c)ﬂ_x_a- )L_L

x’—a> x+a’ 2% +2x  2x°

15 2 8 9
"5 d =27 (‘E)‘
)4(x+1).x—1, ) 8y  y+l

x=2 x-=2 Txy+7x y

27( 9\ 84 (21
C)@‘( 15)’ d 287( 41)

Tx-5. 4y
2 3x* )25—x2

)x +2x .
xy+2x | 2+y

x+2 ). 4x—16 4xy—16y
- d) = .
x+3  8x*+24x

] [o]
12. ﬁLucra{i in grup! Efectuati:
2) b b) 3x+2 4 . —3(xta) 3x
a-b a+b’ X +2x+1 x+17 axtay  x"+xy
_ 2 2
13. Scrieti sub forma de raport algebric: a) =y +1; b)x+y-— Xy
xX+y x+y
x’—xy+y’
14. Aflati valoarea raportului algebric ———; T pentru:
X

a) x=1+\/§, y=\/5—1;

15. Demonstrati ca:

4 . a’ -1

b) x=+5-2, y=/5+2.

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

2) 2a 2 + I ). _a-6 _
a’—4 a-2 a+2 ) 4a+2) a

-2’ )a2+1.(a—1_a+1

1-a

16. Compuneti un raport algebric cu variabilele x si y, a carui valoare este egala cu:

a) —% pentru x=y=1;

c) \/g pentru x=1 si y=—1;

b) 0,8 pentru x =y =—1;

d)Opentru x=2 si y=3.

Capitolul 2. Rapoarte algebrice Algebra
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§4. Transformari identice ale expresiilor algebrice
2: Ne amintim « Determinati daci egalitatea (x—1)° —(x+1)* —4=x" —(x+2)’ este o identitate.
Rezolvare:
Transformam partea stanga a egalitatii:
(x=1)7 —=(x+1)’ —4=x" —2x+1-x" —2x—1—4=—4(x +1).
Transformam partea dreaptd a egalitatii:
X = (x+2) =x" —x" —dx—4=—4(x+1).
Obtinem —4(x+1)=-4(x+1), adica egalitatea este adeviarata pentru orice xec R.
Deci, egalitatea este o identitate Tn multimea [R,
-x . x—x
x+5 gy
a) Aflati DVA al rapoartelor.

L . ) I-x  x —x’
b) Determinati daca egalitatea 15 Y15y

* Fie rapoartele algebrice

este o identitate in DVA al rapoartelor.

Rezolvare: ,
? N l-x . x—x : .
a) In §1 am determinat cd DVA al rapoartelor 15 9 sy este multimea R\ {-5; 0}.
b) Transformam in DVA partea dreapta a egalitatii:
x—x> _x(1-x) 1-x

¥ 4+5x x(x+5) x+5°

X . .
755 S sy sunt egale pentru orice xe R\ {-5; 0}.
. . l-x _ x—x’ . . . .
Adica, egalitatea == este o identitate in multimea R\ {-5; 0}.
x+5 x’+5x

Deci, rapoartele <

Bl Definitii ¢ Doua rapoarte algebrice cu aceleasi variabile se numesc egale in multimea M,
daca:
— multimea M apartine fiecarui DVA al rapoartelor;
— ele au valori egale pentru orice valori ale variabilelor din M.

¢ Dacd E, si E, sunt doud expresii algebrice cu aceleasi variabile si daca valorile
lor sunt egale pentru orice valori ale variabilelor lor din domeniul valorilor admisibile
ale celor doud expresii, atunci expresiile £, si E, se numesc identic egale in
acest domeniu, iar scrierea E, = E, se numeste identitate.

¢ Transformarea expresiei intr-o expresie identica cu ea se numeste transformare
identica.

Retineti! Identitatile se demonstreaza utilizand urmatoarele modalitati:
1) Se efectueaza transformari identice cu partea stanga a egalitatii. Daca la rezultat
obtinem partea dreaptd, atunci identitatea este demonstrata.
2) Se efectueaza transformari identice cu partea dreapta a egalitatii. Daca la rezultat
obtinem partea stanga, atunci identitatea este demonstrata.
3) Se efectueaza transformari identice atat cu partea stanga, cat si cu partea dreapta.
Daca se obtine acelasi rezultat, atunci identitatea este demonstrata.
4) Se scade partea stangd din partea dreaptd, sau partea dreaptd din partea stanga.
Daca la rezultat se obtine zero, atunci identitatea este demonstrata.
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§4. Transformari identice ale expresiilor algebrice

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

2
1. Fie expresia (2 - ﬁ) ;Cx _:é . Indicati litera care corespunde expresiei identic egale cu expresia data.
5 2x-3. 2x+3, 5

A. 2x-3’ B. 57 ¢ 57 D. 2x+3°

2. Efectuati in DVA transformarile identice si aduceti expresia la forma cea mai simpla:
x 1 t n) 2nt m+l  m’
— = b)[=-=| ; — :
2 x=3"x*-9 )(n t) £ —n’ 2 m  (m+1)

3. ‘,1 Investigati! Adevarat sau fals?
a) Egalitatea (x— )’ =(y—x)’ este o identitate. >
. 1 541 o @
b) Egalitatea 51 = este o identitate. =

c) 1—- X = 2y , pentru x #—y.
x+y x+y

o
o . C e
4. @:@ Lucrati in perechi! Efectuati in DVA transformarile identice:

2 3 . 2 1, x 2 ) x+l
a)Q_x—l’ b1 X C)(x+1 x+1)(x_2)2'

1
X+l (x40
a) Determinati daca egalitatea este o identitate in DVA.

5. Fie egalitatea

b) Pentru care valori ale lui x egalitatea este adevarata?

H B Formam abilitatile si aplicam
3m_ m+2 m’-16 ; 3m
m—4 2m+8 m+?2 3 2(m—4)'

7. Efectuati in DVA transformarile identice si aduceti expresia la forma cea mai simpla.

6. Determinati daca sunt identic egale expresiile

1 x+1 1 a-b 8ab a—=b
a)| —————| 1+ ; b . - .
)(X—l x2+x+1)( x3—1) ) 2a°h* a’+ab+b> ab
8. Demonstrati identitatea:
2 2
_ 2 4 _ 8 1. a a a .a=-5_ a
a) (=D +DHE +DE" +1)=t" -1, b) (a+3+a—3+9—a2]'a2—9 5

9. Aduceti la forma cea mai simpla:
447 -8t +3 a*+3a 9a* +6ab+b* t+2 2 t—14 ) t+2 1
Q) ————— b) ——— - d) - :

5 ) C B - . .
4¢% —1 a’—3a-18 ) 9q% —b* 3t =2 3P—6t) 6t t-5

Hl B B Dezvoltam abilitatile si cream
5 x’ 3 x
— ; 2 .
Y il6 T6-ax] 2 ¥ -2 20+4]7]
a) Aflati DVA al expresiei.
b) Aduceti in DVA expresia la forma cea mai simpla.

10. Fieexpresia: 1)

2
22|x|+1 _A(x +|x|+1)+3=0'
x| x| +1 1+2]x]
x> +3x-5
x+4

11. Rezolvati in DVA ecuatia

12. Fieexpresia E(x) =

a) Scrieti expresia in forma E(x)=ax+b+ ﬁ, unde a, b, ce R.
x

b) Aflati coeficientii a, b, c.
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Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele

1. ’@ Investigati! Selectati rapoartele algebrice:
3x \/_ 9x+\/_ \/_x Ox> +bx+c  Jx+1 ax+y |
2x  2x+y’ 57 a-b 7 x-1" 234+x*’
b X 2 5= 20 07y (+a)
yoox y+x’ \/g—x " 0,2ab° (1-xy)’
5-4
2. Aflati valoarea raportului algebric —; +xly
X

a) x=y=0; b) x=-1, y=1; c) x=0, y=—1; d) x=2,y=-1.

pentru:

o . . .
3. @@ Lucratiin perechi! Aflati domeniul valorilor admisibile al raportului algebric:

y-1 5x-9 xX—y 15y
—— —— ; d :
2) -3-03x ) T4 416 © Xt +x ) 2x’ —x’
4. Amplificati raportul algebric: 7
x+3 . x++7 . xX—y ) 4x—y
a) v U 2x+1; b) 7 cu x+\/7, c) 3x—y cu 3x+y; d) A cu y+4x.
5. Simplificati raportul algebric pana la un raport ireductibil:
3x+9 a’ —2ab+b’ a’ —ax x’—4
- b) —F—F—; ; d .
x*+6x+9 ) a’-b’ © x'—a’ ) 2x—x
6. Efectuati:
1 2 5 3 x—1 1 5 7
——+—; -— — d - .
2 X’y xpt’ b x—2y x+2y’ ©) 2r—6 3-x’ ) x’—16 x-—4
7. Efectuati:
2) (x+1)' (x-2)* b) Xy’ (x+y) o) _3ab 15x%y? \/_ax \/_y
(x=2)" x+1 : x+y o xy 25yx* 18a’h’’ 12yz 5a
8. Efectuati:
a) 3x=6 3x—6 _xy— 2y b) 2-x | x'—4 . 0 ab’®  x*—2x+1, g _3ab_. 6ba’
3x—1"9x2 - 3x+12 4x+x%’ 6-6x @b ax+3x 9+6a+a’’
9. Aduceti la forma cea mai simpla:
— by — 2 _ 2, 2
2) ax+ay b)zc by; b) X =2x+1 : 0) y o +x —2xy : d) xy—xz—y’ 1)z
Xy +Xx y—xytz—zx Xz—yz+ity—xt X2 —Xxy
10. Desfaceti parantezele drepte:
_ 4
a(x+1)?* T 2= ab’x® | J_ V5(a—x)*
Ol vl DN v vured N | :
h(x—1) |V (x+1) (a—b*)*y T
[0} 9 [0)
11. @ Lucrati in grup! Scrieti ca raport algebric:
bY x .Y -1 1 2 1
—-—|; ==-31; — - .
a)(x a)’ b) y ) ©) x+1+x—1’ 9 2a+3 3-2a

H B Formam abilitatile si aplicam
4203 P +t-2
2 + 2
-1 £ —t-6

2 _
12. Aﬂagivaloareaexpresiei( ) d 2 3 -(2t—4), pentru t=2+4/5.

13. Aduceti la forma cea mai simpla expresia:

a’—4a+4 b) X +2x+2y" =yt
a’ +ab® —2a-2b*" X' —xyt+2y° -4’
ofXzy 1 xty ) v o e __ab ) 40>
Xexy =yt (=)’ ) ()t a=b a*-b* |'a*-2ab+b*
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0

Exercitii si probleme recapitulative

o) o]
14. & Lucratiin grup! Aduceti la o forma mai simpla si calculati valoarea expresiei pentru x=—1,8 si y =0,6.

x’ X’ { x X))
a) +v 12 2 : T2 2 P
Yy x4+y +2xpy || Xty x -y

X . 2xy __ Yy .
C) 2 2 . 2 4 2 2 >
X =2xy | x"—4y° x+2y

15. Aduceti la forma cea mai simpla expresia:

Xty (x oy )
x+2y | x=2y x*-4y* |

2y y )
x*=9y*> x-3y

Xt +3xy

2) 8x—4x*—4 LA+ =D x
(x> =D(1—-x) 1-x

8x> —24x+18 ) 4x? +12x+9  15x

b .
) 9+ 6x 15-10x 4x% -9

16. (EG, 2015) Aflati valorile reale ale lui x, pentru care suma rapoartelor algebrice

acestor rapoarte.

17. (EG, 2019) Determinati valorile lui xe R\ {-3; 3}, pentru care suma rapoartelor algebrice 3
x

egaldacu 1.

H B B Dezvoltam abilitatile si cream

+ ;
(x+D(x*=2x+1) x*+1-2x

2 . 2x <
3% 3 este egala cu produsul

x> +5x+6 i4x—5
—9 Y773

este

18. Demonstrati ca:

X 1 1 3x ) _3+x.
a)x2—6x+9'(3+x 3-x x2—9)_3—x’ b)(H

19. Demonstrati ca:

32 32

a+5 a _ 4 N2 2 _
)(a2+a—12+a+4 a—3)(3 a) " =a" —6a-11.

=(x+ )+ ) +y4)~...~(x29 +y29).

a) (x+y)(x* + ) + ) () = xx:

Test sumativ

Varianta |

1. Completati caseta:

QI

Tx—A2

DVA al raportului algebric
-2x-9

este R\{ }.

2. a) Scrieti sub forma de raport algebric ireductibil:
a’—4a+4 2-a
b+b> b +1
b) Aflati valoarea raportului obtinut la a) pentru

a=1-+/5, b=1+4/5.

3. Amplificati raportul algebric gx _j cu 4—+3x.
X+

4. Simplificati raportul algebric:
100a” -9
100a” —60a+9°

5. Demonstrati in DVA identitatea:

40a 4da __4a )\ _4a _
a*-25 a+5 15-3a ) 3a-15

4.

Timp efecty de lucry:
45 de minyte

Varianta Il

. Completati caseta:

DVA al raportului algebric i);:ﬁ este R\ { }.

. a) Scrieti sub forma de raport algebric ireductibil:

b*—6b+9  3-b
a—+3 5a*-15
b) Aflati valoarea raportului obtinut la a) pentru

a=~2-1, b=2+1.

«/gx—l

. Amplificati raportul algebric cu y/5x+1.
1+/5x

. Simplificati raportul algebric:

ox* —4
18x* +24x+8

. Demonstrati in DVA identitatea:

1 a 2 a—3
- : =04.
(a+2 a2—4+5a—10) PRI
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Nu exista decat un singur fel de a invata. Prin actiune.

Paulo Coelho
N J

§ 1. Notiunea de functie. Recapitulare si completari

1.1.

Il Definitie

32

=| Retineti!

Notiunea de functie. Moduri de definire a functiei

Notiunea de functie este una dintre cele mai importante notiuni in cursul de

matematicd. Intalnim aplicatii ale functiilor in diverse domenii — in economie, in

tehnica, in sociologie, in cotidian, in fizica, in chimie, in biologie etc.

2 Ce este
functia?

* Identificati elementele functiei: &E

a) f:NSR, f(x)=-3x+1. b) g Z>Q, f(x)=85x-3.
%,—/ %,—J

~ P

D(f) — domeniul | | Domeniul de va- | | Legea de | || | | |
de definitie al lori sau codome- | | corespondenta
functiei f niul functiei f

| E(g)= |

E(f)={y|y=f(x)=-3x+1} — multimea
valorilor functiei f

Fie multimile nevide 4 si B. Se spune ca este definita o functie pe multimea 4 cu
valori in multimea B daca este stabilita o lege de corespondentd, o reguld, un procedeu
care asociaza fiecarui element x din 4 un singur element y din 5.

BUunmunmmnnn

Functia definitd pe multimea 4 cu valori In multimea B se noteazd f: 4 — B
(sau Ai>B).

Multimea 4 se numeste domeniul de definitie al functiei f'si se noteazd D(f).
Multimea B se numeste domeniul de valori, sau codomeniul functiei f.

Valoarea functiei f in x se noteazd y= f(x); x se numeste variabild indepen-
dentd, sau argument al functiei f, iar y — variabila dependenta.

Multimea valorilor functiei f se noteaza E(f)={y|y=f(x)}.

Evident, E(f) c B.




§ 1. Notiunea de functie. Recapitulare si completari

0o
@’% Lucrati in perechi!
» Fie functiile f, g, &, p (fig. 1). Identificati modul de definire a fiecérei functii.

a) A f B D1 |3lelalo]1]2]3
' y=g(x)|-6-4|-2/0|2 |46
LA
Y
c)
\ /Gh d) pR->R, p(x)=x"+2.
0 »
\'/ X
Fig. 1

BN Generalizam  Moduri de definire a functiei
I. Modul analitic: prin formule.
I1. Modul sintetic: printr-o diagrama, printr-un tabel de valori, printr-un grafic.

Retineti! Rezolvarea problemelor referitoare la functii incepe cu determinarea domeniului de
definitie al functiei respective.

» Examinati desenele din figura 2 si identificati care dintre ele reprezintd graficul unei

1.2. Graficul unei functii

functii. Argumentati.
y y y AY

—

0 X o x
ol 7 0 X
a b C d
) ) Fig. 2 ) )

Bl Definitie Se numeste graficul functiei f: 4 — B multimea G, ={(x,y)|xe 4 si y=f(x)}
sau reprezentarea acestei multimi intr-un sistem de axe ortogonale.

Asadar, graficul functiei f este o submultime a produsului cartezian AX B sau repre-
o zentarea acestei submultimi Intr-un sistem de axe ortogonale.

==|Retineti! Ecuatia y = f(x), verificata de toate elementele (x,y)e G,, se mai numeste ecuatia
graficului functiei f.

1.3. Transformari ale graficelor functiei

o
0 . .
@@ Lucrati in perechi!

E'l/f Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor:
[TR->SR, f(x)=x, fR>R, fi(x)=x+1, /,;: R>R, f,(x)=x-3.
Ce observati?
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§1. Notiunea de functie. Recapitulare si completari

Rezolvare:

I Observam

==
(=]
\®)

a) Graficul G, este obtinut prin translatia
paralela a graficului G, cu o unitate liniara

4321} de-a lungul axei Oy, in sensul acesteia.

b) Graficul G, este obtinut prin translatia
paraleld a graficului G, cu 3 unitéti liniare

=
=
(e}
|
—_

<
—_
=)

=
(el
w
\\

1y

de-a lungul axei Oy, in sensul opus

acesteia.

B Aplicam t& Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor:
fii:R>R, fi(x)==2(x-1) si f,: R>R, f,(x)=-2(x+3), fiind dat graficul functiei
f:R—>R, f(x)=-2x. Ce observati?

Rezolvare:
VA
fo | x 0 -1 4 Bl Observim
y |0 |2 3 . . .
2 a) Graficul G, este obtinut prin translatia
fi x| 0|1 \ paraleld a graficului G, cu o unitate liniara
y|121]0 \N1\2 3 4 «x de-a lungul axei Ox, in sensul acesteia.
0 T2 | b) Graficul G, este obtinut prin translatia
S X c _2 - G, paraleld a graficului G, cu 3 unitati liniare
— - G, de-a lungul axei Ox, in sensul opus
| acesteia.
\
Atentie!

Alte transformari ale graficelor functiilor le vom studia in § 3.

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Cititi:
a) /21{0;1;2;3} > Z; b) g N> Q; c)hZ, ->R,; d) p:R—>R".
'@ A B A B
2. A Investigati! Precizati care dintre \.
diagrame defineste o functie. ' l
a) b)

3. Determinati elementele functiei:
a) [:{=1,0; 2; 3} >{=3; =2; 0; 1}, f(x)=—x; b) g R—>R, g(x)=5x+12.

I o Ay y y
4. ZF Investigari! Determinati care dintre desene
nu reprezinta graficul unei functii. Argumentati. j
> 0 X
(0] X
a) b) ©)
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§ 1. Notiunea de functie. Recapitulare si completari

H B Formam abilitatile si aplicam
o] 9 [0)
5. @ Lucrati in grup!
Fie multimile 4 ={—/5; =3; 0; 2} si B={-/3; 0; V/3}.
a) Reprezentati prin diagrame patru functii definite pe 4 cu valori in B.
b) Trasati graficele functiilor obtinute la a), completand tabelele de valori respective.

6. ’1@ Investigati! Determinati daca este definita corect functia:

a) 2 ZoN, f(x)=2x>—1; b) f: R >R, f(x)=—§;

0 fiN>Q, f(x)=%x+4; 4 fN>Z, f(x)=%x—3.

2x, daca x<—1,
5—3x, daca x>—1.

Caleulati £(—/2), £(=0,1), £(0), £(2N/5).

8. Exprimati printr-o formula functia:

L3R4S N, f()=4,7(2)=7, f3)=10, f(4) =13, f(5)=16.

9. Una dintre bazele unui trapez isoscel este congruenta cu latura laterala,
iar masura unghiului aldturat bazei este de 30°. y
D

Exprimati printr-o formuld perimetrul trapezului ca functie de inaltime.

7. Fie functia f: R—>R, f(x)= {

10. Aflati domeniul de definitie al functiei:
a) f: D) =R, f()=-3x+1; b) g: D(g) >R, g()=+5;
¢) h: D(h) >R, h(x)=+x-3; d) fi: D(f,) =R, fi(t)=1> -2t
11. Trasati In acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor:
a) TR->R, f(x)=2x+1, f: R>R, fi(x)=2x+3, f,: R>R, f,(x)=2x-2;
b) f:R—>R, f(x)=-3x, f: R>R, fi(x)=-3(x+2), /,:R>R, f,(x)=-3(x-2);
¢) g:R—>R, g(x)=-x, g:R->R, g (x)=-x-15, g, R>R, g,(x)=—x+3;
d) f:R—>R, f(x):%x, f:RSR, ﬁ(x)z%(x—2), fiRSR, f(x) =%(x+4). Ce ati observat?
% 0
12. @@ Lucrati in perechi! Dati exemple de functii din diverse domenii (chimie, fizicd, economie, medicind, geometrie,
istorie etc.).
% 0
13. @@ Lucrati in perechi! Aflati valoarea functiei f: D(f) — R pentru valoarea data a argumentului:
a) f(x)=3x> -2, xe {~1;2;3}; b) f(t)=—4t+1, te {—5;0; 7}; ¢) f(z)=§+z, ze {=2;0,3;100}.

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

14. Fiefunctia /- N—N, f(n)= restul impartirii numaruluin la 5.

a) Caleulati f(0), /(2), f(3), £(5), /(7).
b) Aratatica f(n+5)= f(n) pentru orice ne N.

15. Intre variabilele x, ye R exista relatia:

a) 3x—y="T; b) x> +3y° =8.
Se poate exprima y ca functie de x? Dar x ca functie de y?
2
16. Reprezentati grafic functia /> D(f) >R, f(x)= 9x_—); .
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§ 2. Functii numerice. Recapitulare si completari

2.1. Proprietati ale functiilor numerice

2.1.1. Monotonia functiilor numerice

Bl Definitie Functia f: 4— B se numeste functie numerica, sau functie reald de variabila
reald, dacd 4 si B sunt submultimi ale multimii numerelor reale R.

FINSQ f(x)=05x—1; g:R—>R, g(x)=3x; h: Z—R, h(x)=—/2x", sunt functii
numerice.

Fie functia numerica f: 4 >R, unde ACR si x,, x,€ 4.

Bl Definitii ¢ Functia f se numeste crescitoare (strict crescitoare) pe multimea 4, daca
pentru orice x, <x, (x,,x,€ 4) avem f(x,)=< f(x,) (f(x)<f(x,)).
¢ Functia f se numeste descrescatoare (strict descrescitoare) pe multimea 4,
daca pentru orice x, <x, (x,, x,€ 4) avem f(x,)=f(x,) (f(x)> f(x,)).
¢ Functia f se numeste monotona (strict monotoni) pe domeniul ei de definitie
D(f) sau pe un interval / < D(f'), daca ea este crescatoare sau descrescatoare
(strict crescatoare sau strict descrescatoare) pe D(f) sau pe / (fig. 3).

Y YA

Bl Exemple VA AV 7
G G
3/ T G\ O\ 1
/ Il > |
RN 0

e o L
ol 2 x A 1234~ O ™~ X
a) functie b) functie strict ¢) functie d) functie strict
o crescatoare crescatoare descrescatoare descrescatoare
0 A . :
@';@Lucra,tl in perechi! Fig.3

Vi
W Aplicam + Examinati graficul G, al functiei f si precizati

A
. . . G,
intervalele ei de monotonie (fig. 4). : Y
Rezolvare: / E
/ O + u +

Functia f este pe (—eo; 1], [3; +oo)

si pe [1; 3].

2.1.2. Zeroul functiei

’@ Investigam + Examinati graficul G, alfunctiei f si determinati

zerourile acestei functii (fig. 5).

Rezolvare:

Deoarece graficul G, intersecteaza axa Ox in / I
punctul 4(-3; 0), rezultd ca x, =-3 este zeroul 4 |
functiei f. Deoarece B(2; 0) este punct comun al 4}[3 50

graficului G, cuaxa Ox, adicd f(2)=0, rezulta ca
x, =2 este zeroul functiei f.

=V

Fig. 5
Raspuns: Functia f are doud zerouri: si
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§2. Functii numerice. Recapitulare si completari

Bl Definitie Numarul real a se numeste zeroul functiei f daca f(a)=0. |

=¥=| Retineti! Numarul real a este zerou al functiei f daca si numai daca punctul (a; 0) este situat
pe graficul G,.

2.1.3. Semnul functiei

‘flg Investigam « Examinati graficul G, al functiei f (fig. 6) si precizati intervalele in care:
a) f(x)>0; b) f(x)20; ¢) f(x)<0; d) f(x)<0.

Rezolvare:
Ya
51
4l a) f(x)>0, pentru xe (-3; 4)U(7; +oo);
3 b) f(x)=0, pentru xe U ;
/1{ \ ¢) f(x)<0, pentru xe (—eo; =3)U(4; 7);
: — 0: — — —— d) f(x)<0, pentru xe U .
%3—21123)\5%789 x
21
Fig.6

2.2. Functia numerica f: R—>R, f(x)=ax+b, a,beR

Bl Definitii ¢ Functia f/: R—>R, f(x)=ax+b, a,beR, a+#0, se numeste functie de
gradul I.
¢ Functia f: R—>R, f(x)=ax, ae R, a#0, se numeste proportionalitate
directa, sau functie liniara.
¢ Numarul real a se numeste coeficient de proportionalitate.
¢ Functia /: R—>R, f(x)=b, be R, se numeste functie constanta.

Bl Observatie

Proportionalitatea directd dintre marimi este functia de forma
S1(0; +00) = (0; +o0), f(x)=ax, ae R}.

2.2.1. Graficul functiei de forma f: R—>R, f(x)=ax+b, a,beR

Graficul functiei de forma f: R—>R, f(x)=ax+b, a, be R, reprezinta o dreapta:
* care nu trece prin origine si nu este paraleld cu axa Ox, dacd a#0, b0 (fig. 7 a));
 care trece prin originea O(0; 0), daca a#0, b=0 (fig. 7 b));
* paraleld cu axa Ox, daca a=0, b#0, sau axa Ox, daca a=0, b=0 (fig. 7 ¢)).

YA VA VA
G NG
f Gf
Zs) x 0 X 0 X
a) b) ©)
Fig.7
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§2. Functii numerice. Recapitulare si completari

Retineti! Numarul a se numeste panta dreptei sau coeficientul unghiular al dreptei — graficul
functiei de forma f: R —>R, f(x)=ax+b, a,beR.

Pentru a construi dreapta — graficul functiei /: R—>R, f(x)=ax+b, a,be R, este
suficient sd se construiasca dreapta determinatd de doud puncte ale graficului func-
tiei f. De reguld, acestea sunt punctele de intersectie a graficului G, cu axele Ox si Oy.

Pentru functia liniara /: R—> R, f(x)=ax, ae R, a#0, se determina convenabil un
punct si se construieste dreapta care trece prin originea O(0; 0) si acest punct.

o 2.2.2. Proprietati ale functiei de forma f: R —>R, f(x)=ax+b, a,beR
@‘% Lucrati in perechi!
* Fie functia /: R—>R, f(x)=3x+2 (fig. 8).
1) Precizati monotonia functiei f. G,
2) Aflati zeroul functiei f.

y

3) Determinati semnul functiei f. 2
2
Rezolvare: 3
Fie x,, x, e R si x, < x,. ' Oy ' x
1) x,<x,©3x<3x, ©3x,+2<3x,+2 & f(x)< f(x,)
pentru orice x,, x, € R. Prin urmare, functia f este Fig. 8

strict crescatoare pe R. Constatim cd a=3>0.

2) f(x)=03x+2=0x= —%. Asadar, x = —% este zeroul functiei f.

3) f[()>03x+2>0 x> —%; f(X) <0 x< —%. Prin urmare, functia f ia valori
negative pentru xe (—oo; —%) si valori pozitive pentru xe (—%; +oo).

Bl Generalizam  Fie functia f: R—>R, f(x)=ax+b, a,be R.
e Daca a=0, functia f este constanta pe R.
e Dacd a>0, functia f este strict crescatoare pe R.
e Dacd a<0, functia f este strict descrescatoare pe R.

e Zeroul functiei f: R—>R, f(x)=ax+b, a,beR, a#0, este x:—g.

 Intervalul pe care functia f: R—>R, f(x)=ax+b, a,be R, a+0, ia valori pozi-
tive este multimea solutiilor inecuatiei ax+ b >0, iar intervalul pe care functia f ia
valori negative este multimea solutiilor inecuatiei ax + b < 0.

2.3. Functia numerica f: R" >R, f(x):g, keR

Dependenta dintre doud marimi x si y, astfel incat, odatd cu majorarea (micsorarea)
marimii x, marimea y se micsoreaza (majoreaza) tot de atatea ori, se numeste
proportionalitate inversa.

Proportionalitatea inversd dintre marimile x si y este exprimata prin relatia x-y ==k,
unde ke R" si xe (0; +oo).

Bl Definitie Functia de forma f: R >R, f(x):k, keR’, se numeste proportionalitate
. < x
inversa.
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Graficul proportionalitatii inverse este o hiperbold cu doua ramuri:
a) pentru k >0 ramurile ei sunt situate in cadranele I si III (fig. 9);
b) pentru k& <0 ramurile ei sunt situate in cadranele II si IV (fig. 10).

G,
0 X 0 x
G,
Fig. 9 Fig. 10

Retineti! Proprietati ale functiei de forma f: R" >R, f (x)=£, keR’
x

1° Functia f nu are zerouri; graficul G, nu intersecteaza nici axa Ox, nici axa Oy.

2° a) Pentru £ >0 functia f ia valori pozitive, dacd xe (0; +<0), si valori negative,
dacd xe (—eo; 0).
b) Pentru £ <0 functia f ia valori pozitive, dacd xe , §1 valori negative,
daca xe

3° a) Pentru k£ >0 functia f este strict descrescatoare pe (—oo; 0), (0; +o0).
b) Pentru k£ <0 functia f este strict crescatoare pe ,

4° Pentru k£ >0 (k <0) observam: pentru valori ale lui x, pozitive sau negative, din
ce in ce mai mari, functia f ia valori din ce in ce mai mici (mari); pentru valori
negative ale lui x din ce In ce mai mici, functia f ia valori din ce in ce mai mari
(mici); pentru valori pozitive ale lui x din ce in ce mai mici, functia f ia valori din
ce 1n ce mai mari (mici).

5° Observam ca f(—x)=—f(x) pentru orice xe R".

k

Intr-adevar, f(-x)=—= _k__ f(x) pentru orice xe R".
—x X

Deoarece f(—x)=—f(x), rezultd ca daca punctul A(x,; y,) € G,, atunci si punctul
A'(=x,; —y,) € G,. Deci, graficul G, este simetric fata de originea O(0; 0) (figurile 9-10).

2.4. Functia radical f: R, >R,, f(x)=+x

Bl Definitie Functia f: R, >R,, f(x) =+/x, se numeste functie radical.

VA Graficul functiei radical este o curba situatd in cadranul I (fig. 11).

Proprietati ale functiei radical

Q

S 1° Functia f are un singur zerou, x =0, deoarece f(x)=0< Jx=0sx=0.
Graficul G, intersecteaza axele Ox si Oy intr-un singur punct: O(0; 0).

A 4

2° Functia f ia numai valori pozitive pentru xe R’.

Q
_l; -

Fig 11 3° Functia f este strict crescatoare pe R,.
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2.5. Functia modul (optional)

Bl Definitie Functia /: R—>R, f(x)=|x|, se numeste functie modul.

'?1@ Investigam | « Fie functiamodul f: R >R, f(x)=]x|.

’ a) Trasati graficul G,.

b) Determinati proprietatile functiei f.

Rezolvare:

x, dacd xe€ [0; +o0),

a) Explicitdind modulul, obtinem: f(x)=|x|= { _. dacd xe (—eo: 0)

Prin urmare, pentru xe [0; +o0) trasam graficul
functiei f: [0; +0) > R, f(x)=x, iar pentru
X € (—o0; 0) — graficul functiei f: (—eo; 0) > R,
f(x)=—x T G,
Graficul functiei f(x)=|x| este un unghi de 90° -

yﬂ

cu varful in originea sistemului de axe ortogonale, astfel : 1 ol
incat [Oy este bisectoarea acestuia (fig. 12). -

b) Proprietiti ale functiei modul Fig. 12

=Y

1° f(x)=0& |x|=0<¢< x=0. Prin urmare, functia fare un singur zerou: x =0.
2° Deoarece | x| =0, rezulta ca pentru xe R\{0} functia f ia valori pozitive.

3° Functia f este strict descrescatoare pe (—eo; 0] si strict crescatoare pe [0; +oo).
(Demonstrati!)

W Aplicam * Trasati graficul functiei VA
h:R—>R, h(x)=—|3-x]|. 3 6
Rezolvare: 0 ! »
Explicitand modulul, obtinem: i
_ 12 . Jx=3,dacd xe (—o; 3], |
M) ==]3-x] _{3—x, dacd xe (3; +o). i '

Graficul functiei 4 este reprezentat in figura 13.

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Fiepunctele: (1;0), (1; 1), (-2; —11), (-2;10), (-3; 16). | 3. Fiefunctia: 1) g:R—>R, g(x)=-0,25x;
Determinati care dintre aceste puncte apartin graficului 2) &:R—>R, g(x)=7x.
functiei f: R—>R: a) f(x)=4x-3;

b) f(x)=-3x+4;
¢) f(x)==5x+1.

a) Reprezentati grafic functia g.
b) Aflati zeroul functiei g.
2 ¢) Precizati semnul functiei g.
2. @‘@ Lucrati in perechi! d) Precizati monotonia functiei g.
Fie functia: 1) /: R—>R, f(x)=0,5x—4;
2) 1 R->R, f(x)=-3x+5.
a) Reprezentati grafic functia f.

4. Determinati, fara a reprezenta grafic functia, daca este
crescatoare sau descrescatoare functia f: R — R defi-

b) Aflati zeroul functici /. nitd P““_fo\/"‘lis‘ﬂa: . b o ie_s
¢) Precizati semnul functiei f. a) f(x)=~15x+3; ) f(x)=—3x=5;
d) Precizati monotonia functiei f. ©) f(x)=—x; d) f(x)=7,@)x.
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§2. Functii numerice. Recapitulare si completari

5. Determinati, fara a reprezenta graficul functiei, in care
cadrane sunt situate ramurile hiperbolei — graficul
functiei /: R" > R"

_1 -_2.
&) f()=1 b) f(0) =5
7 1++/19
o r=-3, & r=-1019.

X
6. Fiefunctiaradical f/: R, >R, f(x)= Jx, si
xe{4;7;9; 25;-36; 0, —49}.
Aflati valorile respective ale functiei f.

8. ’hg Investigati! Adevarat sau fals?

a) Daca f(\/z) =-3, atunci —3€ D(f),iar V2e E(f).
b) Daca D(f)=[-2; \/g), atunci f(\/g) nu exista.

c) Daca E(f)=(-1;10), atunci exista valoarea x, a argumentului, astfel incat f(x,)=>5.

d) Domeniul de definitie al functiei definite prin formula f(x) =

9. Examinati graficul G, din desenul alaturat. Aflati:
a) zerourile functiei f;
b) intervalele de semn constant ale functiei f;
¢) intervalele de monotonie ale functiei f.

VA

7.

Completati formula cu un numar real, astfel incat functia
obtinutd f: D —>R:

@) /() =1, b) f(0) == x+3;
0 f(x)=—; & f=-—

safie: 1) strict crescdtoare pe multimea D;
2) strict descrescatoare pe multimea D.

<P

33—

este multimea vida.

YA
41

=

34

2,,

I

\ t t /\ t t t t t —»>

4%_1012345678\ x
24

37

Utilizand desenul, scrieti in caseta una dintre expresiile un numar pozitiv sau un numar

510 / 3 4 > 10. (EG,2016) in desenul alaturat este reprezentat graficul functiei /: R =R, f(x)=ax+b.

/,, negativ.

»Zeroul functiei f este

H B Formam abilitatile si aplicam

11. Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale,
utilizand programul Advanced Grapher, graficele
functiei /: R—>R, f(x)=-3x+b, pentru:

a) b=-1; b) b=0; c) h=2.
Ce ati observat?
o

o) 0
12. @ Lucrati in grup! Reprezentati in acelasi sistem

de axe ortogonale graficele functiilor:

a) TR->R, f(x)=—4x, 51 gt R>R, g(x)=4x;
b) " R—>R, f(x)=2x-1, si

g R->R, g(x)=1-2x.

Ce ati observat?

13. Determinati functia de gradul I, stiind ca:
a) f()=45i f(0)==3;
b) f(0)=25si f(-2)=5;
©) f(W2)=2-3 si f(2\6)=33;
d f(=D=3s f(2)=-1

Capitolul 3. Functii

14. Reprezentati grafic functia /* R® >R
__3. _3.
Q) f() == b) f(0)=7s
__ 1. _3
Q) f(x) =5 4 f(0==.
Determinati proprietatile functiei f.
15. Reprezentati graficul functiei f: R, > R:
a) f(x)=2Vx; b) f(x)=+x -1,
¢) f(x)=x+1; d) /(x)=0.5x.
0
16. @‘% Lucrati in perechi! Formulati exemple de
dependente functionale:
a) din viata cotidiana; b) din alte discipline scolare.
17. Trasati graficul functiei f: D > R: N
_x-5, _(x+Dvx
Q) ()=, b) f(x)= N
3Jx+1
C X)=—F—.
VSO
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§3. Functia de gradul Il

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

18. Fie m un parametru real si functia /: R—>R: a) f(x)=(m-2)x+4; b) f(x)=(m+4)x+m—6.

Aflati valorile lui m pentru care functia f este: 1) crescatoare; 2) descrescatoare.

0
0
o i . o i
19. @@ Lucrati in perechi! Reprezentati grafic functia f/* R >R —x, daci x<0,

20.
21.

a) f(x)=+/x;

Fie functia f/: R\{3} >R, f(x )—

b) f(x)=4]x-2; ¢) f(x)=1{+x, daca 0<x<4,
2, daca x>4.

. Aratati cd exista 4, Be R, astfel incat f(x)=4+ %

2x+4

(EG, 2019) Fie functia /* R—R, f (x) =ax+1-a’. Determinati valorile reale ale lui a, pentru care graficul functiei f
trece prin originea sistemului de coordonate, iar functia f* este strict descrescatoare.

N . - . . . : .
%} Problema pentru campioni  22. Scrieti o functie de argument natural, definita cu ajutorul unei formule, ale carei

valori sa fie numere prime pentru orice valoare a argumentului.

0 @
23. % Lucrati individual! Proiect. Observati, pe parcursul unei sdptdmani, cum se schimba zi de zi, la aceeasi

ora, temperatura aerului in localitate. Reprezentati grafic rezultatele obtinute. Determinati
prin formule functiile asociate fiecarei portiuni de grafic.

§3. Functia de gradul Il
Functia f: R—>R, f(x)=x’

'@ Investigam ‘ * Fie un patrat cu latura a (fig. 14). Scrieti o functie care sa

W T

. . . . . a
descrie dependenta ariei patratului de lungimea laturii sale.

Rezolvare:

Aria unui pitrat cu lungimea laturii a este ./ = a”. Prin urmare, 4

dependenta ariei patratului de lungimea laturii sale este descrisa
de functia g: (0; +o0) — (0; +o0), g(x)=x".

Functia g ne conduce la functia f: R—>R, f(x)=x". Fig. 14
 Fie functia /: R—=R, f(x)=x".

a) Reprezentati graficul functiei /: R—>R, f(x)=x".

b) Determinati proprietatile functiei f.

Rezolvare:
a) Completdm tabelul de valori al functiei f pentru valoarea zero, unele

valori negative si pozitive ale argumentului x:
X -3 ]12]|-1]10 1 2 3
y=x> 9|41 |0]|1]4]09

Reprezentam intr-un sistem de axe ortogonale xOy punctele ale céror
coordonate sunt valorile din tabel. Unim aceste puncte cu o curba continua si
obtinem graficul G, (fig. 15).

Graficul G, al functiei /* R—>R, f(x)= x*, se numeste paraboli.

Punctul O(0; 0) se numeste varful parabolei.

Se spune cd aceasta parabola este cu ramurile in sus.

Atentie! La trasarea parabolei am tinut cont de faptul ca nu
exista trei puncte distincte coliniare situate pe parabola.
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b) Proprietiti ale functiei f: R —>R, f(x)=x’

1° f(x)=0& x* =0« x=0. Prin urmare, x=0 este zeroul functiei f.
Graficul G, intersecteaza axele Ox si Oy intr-un singur punct: O(0; 0).

2° f(x)=x"20 pentru orice xe R. Asadar, functia f ia numai valori nenegative.
3° Functia f este strict crescatoare pe [0; +oo) si strict descrescatoare pe (—eo; 0].
4° Remarcam cd f(—x)= f(x) pentru orice x€ R.

Intr-adevir, f(-x)=(-x)> =x = f(x) pentru orice x€ R.

Atunci (x; y)e G, < (—x; y)€ G, ceea ce inseamna ca graficul G, este simetric

fatd de axa Oy sau ca graficul G, admite axa Oy drept axa de simetrie (fig. 15).

B Aplicam  + Fie functia /: R—>R, f(x)=x".
Aflati valorile lui x pentru care valoarea functiei f(x) este: a)64; b)0; c¢)-25.
Rezolvare:
a) f(x)=64 < x’ =64. Asadar, x, =-8, x,=8.
b) f(x)=0< x* =0. Prin urmare, x =0.
¢) f(x)=-25¢ x> =-25. Deci, nu exista astfel de valori reale ale lui x.

3.2. Functia f: R—>R, f(x)=ax’, acR’

’,@ Investigam * Fie un disc de raza r (fig. 16). Scrieti o functie care si
o descrie dependenta ariei discului de lungimea razei lui.
Rezolvare:
Afldm aria discului aplicand formula .«/ = 77>,
Prin urmare, dependenta ariei discului de lungimea razei
acestuia este descrisa de functia /: (0; +o0) — (0; +oo),
h(x)=mx’. Fig. 16
Functia / ne conduce la functia f: R >R, f(x)=ax’,
aeR".
* Fie functia:
a) [ R->R, f(x)=2x";
b) g: R—>R, g(x)=-2x".
1) Trasati graficele functiilor f si g.
2) Determinati proprietatile functiilor f si g.

Rezolvare:

1) Completam tabelele de valori ale functiilor f §i g pentru valoarea zero, unele
valori negative si pozitive ale argumentului x:

a) X 20 1o 1 ]2
f(x)=2x| 8| 2]0|2]8

b) x 2[-1]0o]1][2
gx)=—2x’| 8| 2|0 |-=2|-8
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Graficele G, si G,, trasate ,»prin

parabola.

parabolei.

ramurile in jos.

puncte”, sunt reprezentate in figu-
rile 17 si 18. Graficul functiei f, pre-
cum si graficul functiei g, se numeste

Punctul O(0; 0) se numeste vérful
Se spune ca graficul functiei f este

o parabola cu ramurile in sus, iar
graficul functiei g — o parabold cu

2) Proprietati ale functiei

. fiR-R, f()=2x |

1° f(x)=02x* =0 x=0.
Deci, functia f are un zerou: x =0.
Prin urmare, graficul G, intersecteaza axele Ox si
Oy in punctul O(0; 0).

2° f(x)=0 ¢ 2x”* >0. Deci, functia f ia valori ne-
negative pentru orice x€ R.

3° Functia f este strict descrescdtoare pe (—oo; 0] si
strict crescatoare pe [0; +oo).

4° D(f)=R.
Deci, din xe D(f) rezultd ca si —xe D(f).
Deoarece f(—x)=2-(—x)* =2x" = f(x), rezulti ci
G, este simetric fatd de axa Oy.

5° Punctul x, =0 este punct de minim al functiei f si

£(x,)=min £(x)=0.

Bl Definitii

Fie f: A—>R, AcCR, si x,€ 4.

’ g R—>R, g(x)=-2x" I

1° g(x)=0=-2x"=0=x=0.
Deci, functia g are un zerou: x =0.
Prin urmare, graficul G, intersecteaza axele Ox si
Oy in punctul O(0; 0).

2° g(x)<0 ¢ —2x° <0. Deci, functia g ia valori ne-
gative sau zero pentru orice xe€ R.

3° Functia g este strict crescatoare pe (—oo; 0] si strict
descrescatoare pe [0; +oo).

4° D(g)=R.
Deci, din xe D(g) rezultd casi —xe D(g).
Deoarece g(—x)=-2-(-x)" =—2x" =g(x), rezulti
cd G, este simetric fata de axa Oy.

5° Punctul x, =0 este punct de maxim al functiei g
si g(x,)=maxg(x)=0.

¢ Valoarea f(x,) se numeste valoarea minima a functiei / pe multimea 4, daca
f(x)= f(x,) pentru orice xe A. Se noteaza: f(x,)= mi}l f(x). In acest caz se
spune cd x, este punct de minim al functiei f.

¢ Valoarea f(x,) se numeste valoarea maxima a functiei f pe multimea 4, daca
f(x)< f(x,) pentru orice xe A. Se noteazd: f(x,)= max f(x). In acest caz se
spune ca x, este punct de maxim al functiei f.

¢ Punctele de minim §i de maxim se numesc puncte de extrem ale functiei f, iar
valorile functiei f 1n aceste puncte se numesc valori extreme ale functiei f.
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==\ Retineti! Proprietati ale functiei f: R >R, f(x)=ax’, ac R
1° Graficul G, este o parabold cu vérful in originea O(0; 0) si:
a) are ramurile in sus, daca a > 0;
b) are ramurile in jos, dacd a <0.
Graficul G, intersecteaza axele Ox si Oy intr-un singur punct: O(0; 0).

2° Functia f are un zerou: x =0.

3° Functia f ia valori nenegative, daca a >0, si valori negative sau zero, dacd a <0.

4° a) Pentru a >0 functia f este strict descrescatoare pe (—oo; 0] si strict cresca-
toare pe [0; +oo).
b) Pentru @ <0 functia f este strict crescatoare pe (—oo; 0] si strict descresca-
toare pe [0; +o0).

5° a) Daca a >0, atunci f(0)= rxneiRn f(x)=0 si x, =0 este punct de minim al func-

tiei f.
b) Daca a<0, atunci f(0)= max f(x)=0 si x,=0 este punct de maxim al
functiei f. .

6° G, este simetric fata de axa Oy.

W Aplicam + Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor:
a) 1 R->R, f(x)=2x", si g2t R->R, g(x)=x";
b) /1 R=R, f(x)=-0,5x", si g: R—>R, g(x)=-x".
Rezolvare:
Alcatuim tabelul de valori al functiilor f si g:

a) x 2 [-1]0
f(x)=2x" 8 2 0
g(x)=x’ 4 1 0

b) X 2o
f(x)=-0,5x" -2 [-0,5( 0
g(x)=—-x" -4 | -1 0

Graficele functiilor f §i g sunt reprezentate in figurile 19 si 20.
a)

Fig. 19 Fig. 20
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Bl Observatie

Pentru functia f: R—>R, f(x)=ax’, ae R", sunt posibile cazurile reprezentate in
figurile 21 si 22.

a>0 VA V4 a<0

Fig. 21 Fig. 22

3.3. Transformarea graficelor

'i@ Investigam

/
&£

W Aplicam

46

3.3.1. Graficul functiei f:R—>R, f(x)=ax’+n, a#0, neR’

+ Fie functia g: R >R, g(x) :%xz.

Trasati graficul functiei /: R >R, f(x)= %xz +2.
Rezolvare:
Alcatuim tabelul de valori al functiilor g si f:

g(x):%xz 8 |45 2105 0 |05] 2 |45/ 8

f(x):%x2+2 10654 (252 25| 4 (65|10

Graficele functiilor g si f sunt reprezentate n
figura 23.

Observam ca la translatia fiecarui punct al gra-
ficului G, cu 2 unitati liniare in sus obtinem punc-
tul respectiv al graficului G,. Astfel, graficul func-
tiei f se obtine din graficul functiei g efectuand
translatia cu 2 unitati liniare de-a lungul axei Oy, in
sensul acesteia.

Fie functia g:R—R, g(x) =%x2.

Trasati graficul functiei 2: R —R, h(x)= %xz -3.
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Rezolvare:
Alcatuim tabelul de valori al functiilor g si A:
X 4| 3]|2]|-1]0] 1 ]2 ]34
g(x)=%x2 8 [45] 2 (05 0 |05] 2 |45] 8

h(x)==x>=3 | 5 | 1,5| -1 |-2,5| =3 |-2,5| -1 | 1,5] 5

Graficele functiilor g si /4 sunt reprezentate in figura 24.

Observam ca graficul functiei 4 se obtine din graficul functiei g
efectudnd translatia cu 3 unitati liniare de-a lungul axei Oy, in sensul
opus acesteia.

Fig. 24

Bl Generalizam  Graficul functiei /: R >R, f(x)=ax’+n, a#0, ne R’, este o paraboli care se obtine
din graficul functiei g: R - R, g(x)=ax’, a#0, efectudnd translatia de-a lungul axei
Oy cu n unitati liniare 1n sensul acesteia, daca n >0, sau cu —» unitati liniare in sensul
opus acesteia, daca n<0.

3.3.2. Graficul functiei f:R—>R, f(x)=a(x-m)’, az0, meR’

’?‘19 Investigam  Fie functia g: R—>R, g(x)= %xz.
Trasati graficul functiei f: R—>R, f(x)= %(x -2)%

Rezolvare:
Alcatuim tabelul de valori al functiilor g si f-
X 4 |-3|2|-1]0 |1 ]2 ]|3]4]|5]6]|7

g(x)=%x2 8 |45 2105|0052 |45]| 8 [12,5] 18 [24,5

f(x)z%(x—2)2 18 [12,5] 8 |45] 2 05| 0 (05| 2 |45 8 [12,5

.. . y
Graficele functiilor g si f'sunt reprezentate 1

in figura 25.

Observam ca la translatia fiecarui punct
al graficului G, cu 2 unitati liniare in dreapta
de-a lungul axei Ox obtinem punctul respectiv
al graficului G,. Astfel, graficul functiei [
se obtine din graficul functiei g efectuand
translatia cu 2 unitéti liniare de-a lungul axei

Ox, in sensul acesteia.

432101 1 234567%X

Fig. 25
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B Aplicam

B Generalizam

Exercitiu

3.4. Studiul fu

fﬁg Investigam

48

 Fie functia g: R >R, g(x) :%xz.
Trasati graficul functiei 4: R >R, h(x)= %(x +3)%.

Rezolvare:
Alcatuim tabelul de valori al functiilor g si /:

X -6|-5|4]|3|2]|-1]0 |1 [2]|3]4]5

g(x)=%x2 18 12,5/ 8 [45] 2 (05| 0 |05] 2 |45 8 |12,5

h()c)Z%(x+3)2 4512 (05| 0 |0,5| 2 |45] 8 [12,5| 18 |24,5| 32

VA
Graficele functiilor g si /4 sunt reprezentate in I
figura 26.

Observam ca la translatia fiecdrui punct al
graficului G, cu 3 unitati liniare in stdnga de-a
lungul axei Ox obtinem punctul respectiv al
graficului G,. Astfel, graficul functiei 4 se obtine
din graficul functiei g efectuand translatia cu
3 unitati liniare de-a lungul axei Ox, In sensul opus

acesteia. 7-6-5-4-3.2101 1 2 34 x

Fig. 26
Graficul functiei /: R—>R, f(x)=a(x—m)*, a#0, me R, este o paraboli care se
obtine din graficul functiei g: R - R, g(x)=ax’, a#0, efectund translatia de-a lungul

axei Ox cu m unitati liniare 1n sensul acesteia, dacd m >0, sau cu —m unitati liniare n
sensul opus acesteia, daca m < 0.

Trasati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor f, g,h: R —R, daca:
a) f(x)=-2x", g(x)==2x"+1, h(x)=-2x"-3;
b) f(x)=-2x", g(x)=-2(x-1)%, h(x)=-2(x+2)".

nctiei f: R >R, f(x)=ax’+bx+c, a,b,ccR, a#0

* Fie functia f/: R—>R, f(x)=2x"-x-6.

a) Schitati graficul functiei f.

b) Determinati proprietatile functiei f.

Rezolvare:

a) 1. Aflam punctele de intersectie a graficului G, cu axa Ox:

f(x)=0=2x"—x—-6=0x=-15 sau x=2.

Deci, punctele de intersectie a graficului G, cuaxa Ox sunt 4(-1,5; 0) si B(2; 0).
2. Aflam punctul de intersectie a graficului G, cu axa Oy: f(0)=2- 0°—0-6=-6.

Prin urmare, C(0; —6) este punctul de intersectie a graficului G, cu axa Oy.
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3. Determindm axa de simetrie pentru graficul G, : VA
1 1 .
f(x+z)—f(—x +Z) pentru orice xe R, ceea ce de- e |l E
monstreaza cd dacad punctul £ (x+%; y)e G 5 atunci si ' 1 '
: 1 :
punctul E'(—x+%; y)e G,, adica dreapta de ecuatie :‘1 ) 4 :1' ;
1 —X+ Z X+ —
x=g este axd de simetrie pentru graficul G, (fig. 27). '
Fig. 27
4. Aflam coordonatele varfului parabolei.
Deoarece x = % este axd de simetrie pentru G ,, rezultd ca abscisa varfului parabolei
1. : 1Y 1 49
G, este x, = dar ordonata lui este y, = f(x,)=2 (Z) _Z_6 =—g"
. 1. 49 A .
Prin urmare, punctul Z; 5 este varful parabolei G,.
VA
5. Completam tabelul de valori al functiei f* pentru abscisele punctelor
I de intersectie a graficului G, cu axele Ox, Oy si, eventual, pentru alte
& : valori ale lui x:
| x 2 |-15] 0 % 2 3
_______ fx)=2x"-x-6| 4 | 0 | 6 —% 0| 9
i 6. Trasam ,,prin puncte” graficul G + siobtinem o parabola cu ramurile
) : in sus (fig. 28).
TI/4 :
/ —5 ; > b) Utilizam graficul G, si determindm proprietatile functiei
1° f are doud zerouri: x, = , X, =
2° f >0 pentru xe si /<0 pentru xe
3° f este strict descrescatoare pe si strict crescatoare pe
6 Wl 49 4° min f(x) = f( )= si punctul x= este punct
Fig. 28 | de al functiei .
Bl Definitie Functia de forma f: R >R, f(x)=ax’+bx+c, a,b,ceR, a#0, se numeste
functie de gradul II.
Deoarece numarul real a este nenul, putem scrie:
b b\ b -4
f(x)=ax’ +bx+c:a(x2 +Zx+§):a[(x+ﬂj _Tzac] sau
b Y, -A b\, -A
f(x)za(x+%) +E=a|:x—(—%1| +E (1)

pentru orice x€ R, unde A=5h" —4ac este discriminantul ecuatiei ax’ +bx+c=0, a#0,

asociata functiei f. Egalitatea (1) se numeste forma canonica a functiei f.

Capitolul 3. Functii Algebra
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=| Retineti!

W Aplicam

Exercitiu

50

Din (1) rezulta ca, pentru a obtine reprezentarea grafica a functiei f: R >R,
f(x)=ax’ +bx+c, a,b,ceR, a#0, din reprezentarea grafici a functiei g: R - R,
g(x)=ax’, aeR’, se efectueazi doua translatii ale graficului G,:

1) de-a lungul axei Ox cu —% unitati liniare (in sensul axei Ox, daca —2i> 0, siin
a
sensul opus axei, daca _Zb_a <0);

2) de-alungul axei Oy cu — % unitati liniare (in sensul axei Oy, daca — % >0, siin sensul

. . A
daca ——<0).
opus axei, daca 1 )

Fie functia: a) g: R =R, g(x)=x-x-2; b) h R—>R, h(x)=1-x".

1. Trasati: a) graficul functiei g; b) graficul functiei /.
2. Determinati:  a) proprietatile functiei g; b) proprietatile functiei /.
Abscisa x, a varfului parabolei G, este x, =—%. Pentru a calcula ordonata y, a

varfului parabolei G, aflam y, = f(x,) sau y, =%.
3.4.1. Multimea valorilor functiei de gradul 11

2 2
Cand x parcurge multimea R, (x+%) parcurge [0; +o0), iar a(x+%)
parcurge:

a) [0; +e0), dacd a>0; b) (—oo; 0], daca a<0.
Prin urmare, din (1) si din a), b) rezulta ca:
A . : (e A .
1) E(f)—[ Ve + } daca a>0; 2) E(f)—( ; 4a:|’ dacd a<O0.
* Fie functia:
a) 1 R->R, f(x)=x"-Tx+12; b) /: R—>R, f(x)=-3x"-2x+1.
Aflati E(f).
Rezolvare: 5
a) f(x):x2—7x+12:(x—%) —%. Deoarece a =1> 0, obtinem E(f):[—%; +oo).
b) f(x)=-3x"-2x+1= . Deoarece a=-3<0, rezulti ci E(f)=

Fie functia g: R >R, g(x)=2-x—x". Aflati E(g).

3.4.2. Extremele functiei de gradul 11
Fie functia f: R—=R, f(x)=ax’+bx+c, a,b,ceR, a#0, si forma ei canonici

2
f(x)=a(x+%) +%, unde A =5’ —4ac pentru orice xe R.

1) Cazul a>0
2 2
Deoarece x+i 20 si a>0, rezulta ca si a x+i >0.
2a 2a

2
Atunci a(x + ;’—a) + % > —%. Deci, f(x)> % (2) pentru orice xe R.
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2
Evident, | x+ L 0 numai pentru x = —i. YA
2a 2a
b\ _-A “

Atunci f(_Z): E (3)

Prin urmare, din (2) si (3) rezultd ca f(x) = f (—i) 4) _b

2a

pentru orice xe R. A \E/O / >

Din (2) si (4) rezulta ca mlnf(x) f( 2a) 24 & ! _____%

Xg=—m este punct de minim al functiei f (fig. 29).

Fig. 29
2) Cazul a<0

2 2
Deoarece x+£ >0 si a<0, rezulta ca a x+i <0.
2a 2a

b Y —A_-A . -A .
|l +=2<= <=
Atunci a(x+2 ) + 1, S 4a' Deci, f(x)< 1 pentru orice xe R.

Fig. 30

W Aplicam

Exercitiu

% Tinand cont de (3), obtinem f(x)< f (—%) (5) pentru orice xe R.
G,
/ Din (5) rezulta ca max f(x) = f _b)_=A st x, b este punct de
R 2a 4a " 2a

maxim pentru functia f (fig. 30).
» Fie functiile:
a) :R=>R, f(x)=x"-Tx+12; b) 22 R—>R, g(x)=-3x"—2x+1.
Aflati punctele de extrem si extremele functiilor f si g.

Rezolvare: b ;
a) Deoarece a=1>0, obtinem x, =———=——

1 2a 2
min f(x)=/(3.5)=-7.

b) Deoarece a=-3<0, avem x, = =

=3,5 —punct de minim al functiei f si

— punct de

al functiei g si max g(x)=g( )=

Fie functia #: R >R, h(x)=4-x". Aflati punctele de extrem si extremele functiei /.

3.4.3. Intervalele de monotonie ale functiei de gradul 11

BN Generalizam  Fie f: R—>R, f(x)=ax’+bx+c,a, b, ceR, a#0, o functie de gradul II.

Capitolul 3. Functii

* Dacd a >0, functia f este strict descrescdtoare pe (— oo} —2i:| si strict crescatoare
a

[ b
— 2 too| (fig. 29).
pe_2a+ (fig. 29)

* Daca a<0, functia f este strict crescdtoare pe (— oo; —2i:| si strict descrescatoare
a

b,
pe ~5 +oo | (fig. 30).

* Intervalele (— o] —;] si [—;; +oo) se numesc intervale de monotonie ale
a a

Sfunctiei f.
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+ Fie 1 R>R: a) f(x)=3x"+x-8; b) f(x)=-03x"—6x+3.
Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.
Rezolvare:
a) Deoarece a=3>0 si —% = —3% = —%, rezulta ca functia f este strict descres-

catoare pe (— oo, —%] si strict crescatoare pe [—%; +z>o].

b) Deoarece a=-0,3<0 si —%:— 7 (: (i 3 =-10, rezulta ca functia f este strict

crescatoare pe (—oo; —10] si strict descrescatoare pe [—10; +oo).

Fie functia g: R >R, g(x)=2x" —x. Determinati intervalele de monotonie ale functiei g.

3.4.4. Zerourile functiei de gradul 11

* Fiefunctiile: a) f/: R—>R, f(x)=x"-9x+18; 2) y
b) f;: R>R, f,(x)=4x” —dx+1; 18 G
¢) fiy R>R, fi(x)=—x>+x-1.
Aflati zerourile functiilor f,, f,, f;.
Rezolvare:
a) f(x)=0=x"-9%x+18=0
& x, =3, x, = 6. Prin urmare, functia f;
are doud zerouri: x, =3, x, =6 (fig. 31 a)).
b) £,(x)=04x’ —4x+1=0x=0.5.
Deci, functia f, are un zerou: x=0,5 (fig. 31 b)).
¢) (x)=0&—x>+x-1=0.
Aceasta ecuatie nu are solutii reale. (Argumentati!)
Astfel, functia f; nu are zerouri (fig. 31 ¢)).

Zerourile functiei f: R—>R, f(x)=ax+bx+c, a,b,ce R, a#0, sunt solutiile rea-
le ale ecuatiei ax® +bx+c=0, a#0, asociatd functiei f.

Numarul de solutii reale ale ecuatiei de gradul II depinde de valoarea discriminantului ei
A=b"—4ac.
e Daca A>0, ecuatia de gradul II are doua solutii reale, iar functia f — doua zerouri:
X :——b—\/X X :——b+\/X.
! 2a 77 2a

Prin urmare, graficul G, intersecteazd axa Ox in doud puncte: (x,; 0), (x,; 0).

* Dacd A=0, ecuatia de gradul II are o solutie reala, iar functia f—un zerou: x= —%.
Deci, graficul G, are un punct comun cu axa Ox, punctul (— zi; 0).
a

* Dacd A<O0, ecuatia de gradul II nu are solutii reale. Deci, functia f nu are zerouri.
Prin urmare, graficul G, nu intersecteaza axa Ox.

Fie:a) f: R—>R, f(x)=x"-3x-10; b) 2:R—>R, g(x)=x"-2x.
Aflati zerourile functiilor f'si g.
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3.4.5. Semnul functiei de gradul 11

’? Investigam + Fiefunctia f: R—>R, f(x)=ax’+bx+c, a, b, ceR, a #0. Determinati multimea
' valorilor lui xe R pentru care f(x)>0 ( f(x)<0).
Rezolvare:
Semnul functiei / depinde de semnul discriminantului A al ecuatiei ax’ +bx+c =0,
a#0, asociatd functiei f. 5
Scriem functia f sub forma canonicad: f(x)= a|:(x + %) + ;A2:|
a
1) Cazul A<O
Semnul valorilor functiei f coincide cu semnul numarului a, pentru orice x€ R
(fig. 32).
a) A b) _i, YA a<0
2ai R
G 0 X
+
_A
4a
X
Fig. 32
b)
YA . b a<0 2) Cazul A=0

Semnul valorilor functiei
bY . .
x)=a| x+— | coincide
1@=a( e+ 57
cu semnul numarului a, pentru

. b
orice x€ R\{_Z} (fig. 33).

\4

Fig. 33

3) Cazul A>0
Semnul valorilor functiei f, cu zerourile x, <x,, coincide cu semnul numarului a,
pentru orice x€ (—oo; x,)U(x,; +0), si este opus semnului lui a, pentru orice
xe (x5 x,) (fig. 34).

VA

a) a>0 b)

b
2a

4a l Fig. 34

=V
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Bl Observatie

Atat semnul functiei de gradul 1, cat si intervalele ei de monotonie pot fi identificate mai

simplu folosind reprezentarea grafica a acesteia.

Exercitiu Fie:a) /: R>R, f(x)=3x"-x-2; b) g:tR->R, g(x)=—x"+2x-3.
Aflati semnele functiilor f'si g.

AL

Il

Bl Observatie| |

Investigam

3.4.6. Graficul functiei de gradul 11

Pentru a trasa graficul functiei de gradul II, procedam astfel:
@® Determinam coordonatele punctelor de intersectie a graficului G, :
a) cu axa Ox: rezolvam ecuatia ax’ +bx+c=0, a #0, asociatd functiei f;
solutiile ecuatiei sunt zerourile functiei f;
b) cu axa Oy: calculam f(0). A

® Aflam coordonatele varfului parabolei: V' —%; —% ; punem in evidenta axa

de simetrie: dreapta x = —% este axa de simetrie a graficului functiei de gradul IL.

@ Completam tabelul, numit tabelul de variatie al functiei f. Tabelul include abscisele
punctelor de intersectie a graficului G, cu axele Ox (daca existd) si Oy, abscisa
varfului parabolei si, eventual, alte valori ale lui x.

@ Completand tabelul de variatie, putem stabili monotonia functiei, punctele de extrem,
extremele ei, precum si comportamentul graficului G, la —oo, la +oo,

® Trasam graficul functiei.

Cu ™. vom nota functia descrescatoare, iar cu _—" — functia crescatoare.

Wl Aplicam + Fie functia /: R—R, f(x)=x"-2x+3.
a) Trasati graficul functiei f.

b) Precizati monotonia, semnul si extremele functiei f.

Rezolvare:

a) @ Determindm coordonatele punctelor de intersectie a graficului G, cu axa Ox:

rezolvdm ecuatia x* —2x+3 =0, asociati functiei f; deoarece A=-8<0, rezulti ca grafi-

cul G , nu intersecteaza axa Ox.

AP

e

54

(IR

Fig. 35

X —o -1 0 1 2 3 4
N f(xX)=x"=2x+3|40 6 3 2 3 6 +oo
* Concluzie min

Determinam coordonatele punctului de intersectie a graficului G, cu
axa Oy: f(0)=0°—2-0+3=3; prin urmare, graficul G , intersecteazad
axa Oy in punctul (0; 3).

b

@ Aflam coordonatele varfului parabolei: x, = i Ly, =f(x,)=2.

Asadar, punctul V' (1; 2) este varful parabolei. Prin urmare, dreapta de

ecuatie x = —2i =1 este axa de simetrie a graficului G,.
a

@—@ Completam tabelul de variatie al functiei f:

® Trasam graficul functiei / — parabola G, (fig. 35).
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b) Functia f ia valori pozitive pentru orice x € R. Functia f'este strict descrescatoare pe
(—oo; 1] si strict crescdtoare pe [1; +oo).
Punctul x =1 este punct de minim pentru functia f si mi'Rn f(x)=f1=2.

Exercitii
B Fixam cunostintele

si probleme

1. Fiefunctia f: R—>R, f(x)=x". Aflati:
a) valorile lui x pentru care f(x) este: 36;—4; 0,25; 100;
7;-1,6;
b) valorile lui f; stiind ca x este: 1,4; —0,2; —3; 0,4; 2;

J5:7,(2); — 44/3.

2. ’@ Investigati! Fie punctele:
a) A(2; -2); b) B(l; 2);
d) D(1; -0,5); e) £(0,5;0,5).
Determinati care dintre aceste puncte apartin graficului
functiei: 1) f/: R—>R, f(x)=2x%
2) f:R>R, f(x)=-05x";
3) 1R->R, f(x)=05x"

3. Fiefunctia /: R—>R:
a) f(x)=3x;
¢) f(x)=-15x";

1) Trasati graficul functiei f.
2) Determinati proprietatile functiei f.

c) C(-1;0,5);

b) £ =1
d) f(x)=—%x2.

o
0 - .
4. @@ Lucrati in perechi! a) Construiti o functie care
arata dependenta ariei suprafetei totale a cubului de lun-

gimea muchiei lui. B, C,
b) Reprezentati graficul aces- |
tei functii. |
i A] 4 D
c) Aflati: | 1
1) aria totald a cubului, stiind B
- . C r—=-—-1---C
ca lungimea muchiei lui este e
de:0,5cm; 1,2dm; 3m. s 7
2) lungimea muchiei cubului,
stiind ca aria suprafetei totale a lui este de:
16 cm’; 83 dm?; 4 m>.
5. Completati cu numere reale, astfel incatpunctul A(. ;)
sa apartina graficului functiei /: R - R:
a) f(x)=x" b) f(x)=-x;
©) fix)=3x"; d) f(x)=-2,5x;

e) f(x)=3x(x-2);
g f(x)=x"—x-2;
) f(x)=x>+3x+5.

f) f(x)=-0,5x(x+1);
h) f(x)=-3x"+x+1;

6. Fiefunctiile: f: R—R, f(x)=23x%, 22R—=R, g(x)=—4x’, : R>R, h(x)=%xz.

Precizati: a) extremele; b) monotonia;

7. Aflati zerourile functiei f: R—>R:
a) f(x)=16x" -4 b) f(x)=6x"+3;

0O
o) [0)

8. @ Lucratiin grup! Fie functia f: R > R:
a) f(x)=x"-Tx+12; b) f(x)=3x"-2x-5;
d) f(x)=—x"+T7x-12; e) f(x)=—4x>+4x—1;
1) Trasati graficul functiei f.

c¢) semnele functiilor.

¢) f(x)=x>—8x+12; d) f(x)=2x>-3x+8.

¢) f(x)=x"—x+4;
) f(x)=9-x".

2) Determinati axa de simetrie a graficului si proprietatile functiei f.

H B Formam abilitatile si aplicam
o
0 MO

9. @ Lucrati in grup! Trasati graficul si determinati proprietatile functiei f/: R > R:

a) f(x)=x"+3;
d) f(0)=-2(x-1%
10. Fie functia f/: R—>R:
a) f(x)=4,7x"; b) f(x)=-3x"+2;
d) f(x)=-2(x+3)%; e) f(x)=x"-5x+6;
Aflati multimea valorilor E(f).

b) f(x)=2x"-1;
e) f(x)=4(x+2)"-6;

Capitolul 3. Functii

©) f(x)=3(x+2)";
f) f(x)=—(x=3)"+2.

©) f(x)=4(x-1)";
f) f(x)=3(x—4)* +5.

55

Algebra



§3. Functia de gradul Il

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

56

Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor:
a) f, g, i R>R, f(x)=3x", g(x)=3x>+2, h(x)=3x"-4;
b) £, g, h:R=>R, f(x)=-2x", g(x)==2(x+1)*+3, h(x)=-2(x—-3)"—4.
Ce ati observat?
é‘% Lucrati in perechi! Fie tabelul de variatie al functiei f-
X —o -1 0 2 35 5 4o
f(x)=ax’+bx+c, a#0 |+ 18 10 0 -225 0 4o

Concluzie min

Trasati graficul functiei f.

Fie graficul functiei de gradul II:

1

a) ¥ b) y o 7V d)
M \j i
0* \ X

0! X 0 X

Aflati semnul coeficientului a si al discriminantului A ai ecuatiei asociate functiei respective.

=V

Completati cu unul dintre semnele ,,<”, ,.>” sau ,,=”, astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata.

1) Daca graficul functiei /: R—>R, f(x)=ax’+bx+c, a#0, reprezintd o parabola cu ramurile in jos si varful situat
pe axa Ox,atuncia 0, A 0.

2) Daca graficul functiei /: R—>R, f(x)=ax’+bx+c, a#0, reprezinta o parabold cu ramurile in sus si varful
situat pe axa Oy, atuncia 0, A 0. Analizati toate cazurile posibile.

Fie i inaltimea (in metri) la care se afla o minge aruncata in sus, # — timpul (in secunde) in care \: ’
mingea s-a aflat in zbor. Dependenta variabilei 4 de variabila ¢ se exprima prin formula:
h=24t-48¢.

a) Care este Tnaltimea maxima la care ajunge mingea?

b) In cét timp mingea se va ridica in zbor si in cat timp va cobori?

c) Peste cate secunde, dupa ce a fost aruncatd in sus, mingea va cadea pe pamant?

Balustrada unui pod are forma unui arc de parabola. Inaltimea balustradei este de 2 m,

iar lungimea coardei care o subintinde — de 24 m. Balustrada are 5 stlpi verticali, fixati
in punctele care Impart coarda in parti de aceeasi lungime. Aflati lungimile acestor

stalpi.

YA
=

N >

12-10 8 6 4 20" 2 4 6 8 10 2 x

Trasati graficul functiei f: R > R:
a) f(x)=(x+2)(x—4); b) f(x)=—6x(x+1); ¢) f(x)==2(x=3)(5-x);
d) f(x)=5(x=D(x=3); e) f(x)=—(x=3)(x—-4); ) f(x)=4x(x-2).
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19.

20.

21.

22.

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

23.

24.

25.
26.

27.
28.
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% Lucrati in perechi! Parabola 1) y=3x?; 2) y=-0,5x" afost deplasatd cu 2 unititi de-a lungul axei Ox si cu
3 unitdti de-a lungul axei Oy.

a) Determinati functia g al carei grafic este parabola obtinuta in urma acestor transformari. Cate functii pot fi determi-
nate?

b) Reprezentati graficul G, pentru fiecare functie obtinuta. B

’Q Investigati! Lungimea laturii AC a triunghiului ABC este a, iar indltimea

corespunzatoare acesteia — /. Prin punctul D al Tnaltimii BM este dusa o dreapta D \\
paraleld cu AC. Exprimati, daca e posibil, ariile figurilor obtinute ca functii de y = C
variabila x, unde x = BD. M

Determinati, utilizand graficele, apoi in mod analitic, punctele de intersectie a graficelor functiilor:
a) 1 R>R, f(x)=-2x"-x+4,5i 22R>R, g(x)=-x+2;
b) 1R—>R, f(x)=4x", si gt R—>R, g(x)=x+3.

Fie functia /1 R—R, f(x)=(x+4)"-1.

a) Trasati graficul functiei f.

b) Determinati axa de simetrie a graficului functiei f.
¢) Determinati proprietatile functiei f.

Fie A 1ndltimea (in metri) la care se afla un acrobat in timpul
saltului, iar x (in metri) distanta parcursa de el in timpul acestui
salt. Dependenta variabilei /2 de variabila x se exprima prin
formula /(x) =—0,75x +3x.

a) Trasati graficul functiei 4 pentru xe€ [0; 4].

b) Care este indltimea maxima la care poate sd ajunga acrobatul
in timpul saltului?

(EG, 2022) Fie functia f: R—R, f(x)=mx’+2x+m, m#0. Determinati valorile reale ale lui m pentru care graficul
functiei f este o parabold cu ramurile in jos si cu varful situat pe axa absciselor.

Aflati valorile parametrului real a pentru care are zerouri functia f/: R >R :
a) f(x)=ax’+7; b) f(x)=ax’ —4; ¢) f(x)=x"+a; d) f(x)=2x"—a.
Aflati valorile coeficientilor b si c, astfel incat parabola y = x* +bx+ ¢ si aiba varful in punctul ¥ (-3; 6).

Determinati functia f: R—R, f(x)=ax’ +bx+c, a,b,ce R, a#0, al cirei grafic trece prin punctele 4(-2; 0),
B(1; 6) si care are valoarea maxima 6.

Formulati si rezolvati exercitii asemanatoare cu exercitiile 13, 15, 16, 18, 21, 23.

Trasati graficul functiei /: R — R definite prin:

_Jx* =9, daca x>3, , daci x>0,
2) f(x)_{3—x, dacd x<3; b) /(%)= { -2, daca x<0.

N . . L
%} Problema pentru campioni 29. Trasati graficul functiei /: R — R definite prin:

a) f(x)=x"-6[x|-7
b) f(x)=x>-5|x+4|-26;
¢) f(x)=|x>-3x+2].
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- Hg Investigam * Fie cubul cu muchia a. Scrieti o functie care sd descrie

dependenta volumului cubului de lungimea muchiei sale.

Rezolvare:
Volumul cubului se calculeaza aplicand formula

7 =a’. Prin urmare, dependenta volumului cubului ,
de lungimea muchiei sale este descrisd de functia ’

g: (05 +e0) = (0; +0), g(x)=x""

Aceasta functie ne conduce la functia : R—>R, f(x)=x".
* Fie functia /: R—>R, f(x)=x".

a) Trasati graficul functiei f.

b) Stabiliti proprietatile functiei f.

Rezolvare:

valori pozitive si negative ale lui x:
X 2|11 0 1 2
y=x | 8 1 0 1 8

Graficul trasat ,,prin puncte” este reprezentat in figura 36.

b) Proprietiti ale functiei f: R —R, f(x)=x’
2° Functia f este strict crescatoare pe R.

x € (0; 4o0).

fata de originea O(0; 0) (fig. 35).

Graficul functiei /: R—R, f(x)=x’, se numeste paraboli cubicd.

5° Functia f nu are extreme.

a) Completam tabelul de valori al functiei f pentru valoarea zero, unele

1° f(x)=0¢ x’ =0« x=0. Prin urmare, x =0 este zeroul functiei f.
3° Functia f ia valori negative pentru x € (—eo; 0) si valori pozitive pentru

4° Deoarece f(—x)=—f(x), rezultd ca daca punctul E(x,; y,)e G,
atunci si punctul E'(-x,; —y,)€ G,. Deci, graficul G, este simetric

B Aplicam * Fie functia /: R—R, f(x)=x. Aflati valorile lui x pentru care f{x) este:

B Fixam cunostintele

1.

58

a) =64  b) %7; ¢) 125.

Rezolvare:

Q) ¥ =64 x=—4 b x3=%<:>x=%; ¢) ¥ =125 x=5.

Exercitii si probleme

Fie punctele:
1

D AC2R):  b) B2 o c(—é;—g); O DO:1; ) E(3;-33).

Determinati care dintre aceste puncte apartin graficului functiei /: R - R, f(x)=x".
Fie functia /: R—>R, f(x)=x". Aflati:

a) valorile lui x pentru care f(x) este: 125; —64; —16; 3,375; —1; 0,001; —343.

b) valorile lui f, stiind ca x este: 0,2; — %; 1,3; 2\/5; 10; 2,(5).
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Exercitii si probleme recapitulative

H B Formam abilitatile si aplicam

3. Rezolvatiin R, prin metoda grafica, ecuatia: a) x* =x—1; b) x* =-2x; c) x’=3x+2; d)y x’=2-x

o
4. % Lucrati in perechi! 1) Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor:
a) R->R, f(x)=x"si gt R>R, g(x)=—x";
b) f1R—>R, f(x)=x"si gtR—>R, g(x)=x"+1;
¢) fR->R, f(x)=x"si :R->R, g(x)=x"-2.
2) Aflati semnele functiilor f si g. 3) Aflati extremele functiilor f sig.

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

5. Aflati extremele functiei f: R — R, definite prin:
a) f(x)=x"-2 b) f(x)=(x+2)"; ©) f(x)=2(x—8)" +1; d) f(x)==5x+1.
2x°, x<0,

6. Trasati graficul si precizati monotonia functiei: f/: R >R, f(x) ={ 2 50
x°,x>0.

7. Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor /: R—R, f(x)=|x|' si gt R—>R, g(x)=|x’].

Exercitii si probleme recapitulative
B Fixam cunostintele

1. Fie functia:
2) fiRSR, f(x)=3-2x;  b) /iR, 5R,, f(x)=+/x: o) /R SR, f(0)=-2;
d) :R—R, f(x)=2x; e) 1 R>R, f(x)=x"-x+1; f) f:R>R, f(x)=x".
Precizati care dintre urmdtoarele puncte apartin graficului G :
1) AL D; 2) B(L; 1); 3) C(0; D; 4) 0(0; 0);
5) D(1; =2); 6) E(0; 3); 7) F(4; 2); 8) M(=2;1).

° 5 VA
2. @@ Lucrati in perechi!

4
Analizati graficul G,. Aflati: L
a) zerourile functiei f; R
b) intervalele de monotonie ale functiei f; It

¢) intervalele de semn constant ale functiei f';

3456

12\ /7% §f01\;

0

d) punctele de extrem si extremele functiei f.
VA

4

3 3. (EG, 2023) In desenul alaturat este reprezentat graficul functiei f: R—>R,
2 f(x)=ax’ +bx+c, a#0. Scrieti in casetd unul dintre cuvintele pozitiv sau
1 negativ, astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata.

)

&y 1234 \ X ,,Valoarea maxima a functiei f este un numar

H B Formam abilitatile si aplicam
4. Fiemultimea P={a, b, ¢, d}. Construiti prin diagrame cel putin patru functii definite

pe multimea P cu valori in P.

5. Scrieti o formula care sa exprime dependenta lungimii cercului de raza lui.
Este aceasta dependenta o proportionalitate directd?

6. Mariana avea 15 lei. Dupa ce a procurat x timbre la pretul de 0,5 lei, i-au ramas y lei.
a) Exprimati printr-o formulad dependenta lui y de x.

b) Aflati domeniul de definitie al functiei obtinute.
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Exercitii si probleme recapitulative

7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.
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Trasati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor /: R >R, f(x)=-1,5x+5, pentru be {-2; 0; 2; 5}.
Ce ati observat?

Trasati graficul si determinati proprietatile functiei f/: R® —R", daca:
__4 1. _7. -1
Q) f()==" b) /()= Q) f(0)=L; d) f(x)=—<_.
Rezolvati in R, prin metoda grafica, ecuatia:
a)\/;=3x—2; b)§=x; C)L=2x; d) 3x* =5x-2.
o X 2x

0 . . .
@@ Lucrati in perechi! Trasati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor /: R >R,
f(x)=3x"+n, pentru ne {-1; 0; 1; 3}. Ce ati observat?

Reprezentati in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor f: R—R, f(x)=-2(x—m)’, pentru
me {-1; 0;1; 3}. Ce ati observat?

Apa dintr-un fierbator, la un moment dat, avea temperatura de 10 °C. in continuare, peste fiecare minut, temperatura
apei crestea cu 4 °C, astfel incat a atins valoarea de 100 °C. Exprimati printr-o formula dependenta temperaturii apei y
(in grade Celsius) de timpul incalzirii ¢ (in minute). Schitati graficul acestei dependente.
Utilizand graficul, aflati:
a) temperatura apei peste:

1) 5 minute; 2) 10 minute;

3) 15 minute; 4) 20 de minute de la inceputul incalzirii.
b) peste cate minute temperatura apei a atins valoarea de:

1)50°C;  2)70°C;  3)100°C.
o]

[0} [0)

@ Lucrati in grup! Trasati graficul si stabiliti proprietatile functiei f/: R— R, daca:
a) f(x)=1-x—x"; b) f(x)=x"—6x+9; c¢) f(x)=6x—-1-9x"; d) f(x)=3x"+4x+2.
Aflati axa de simetrie a graficului si extremele functiei f: R - R:

a) f(x)=5x"+3; b) f(x)=x"—4; ¢) f(x)=-3(x+2)*; d) f(x)=6x>—x+3.
Definiti printr-o formula functia de gradul I care este:

a) strict crescatoare pe (—oo; 4] si strict descrescatoare pe [4;+o0);
b) strict descrescétoare pe (—oo; —2] si strict crescatoare pe [—2; + o).

;,1 Investigati! Parabola — graficul functiei f/: R >R, f(x)=-3x", a fostdeplasata cu 2 unititi de-a lungul axei
Oy si cu 3 unitati de-a lungul axei Ox.

a) Determinati functia g al carei grafic este parabola obtinuta in urma efectudrii acestor transformari ale graficului
functiei f. Cate functii g ati determinat?
b) Trasati graficul fiecarei functii obtinute.
¢) Determinati proprietatile fiecarei functii obtinute.

Aflati coordonatele punctelor de intersectie cu axele Ox si Oy ale graficului functiei /: R > R:
a) f(x)=2x"—x-15; b) f(x)=-3x"—-2x+1.
Dati exemple de utilizare a functiilor de gradul II in sport. Pretul (1 kg)

in desenul alaturat este prezentat graficul modificarii pretului (in 40 —

lei) a 1 kg de coarne la piata intr-o saptamana (luni—duminica). gg E\.’E/E_E\

Determinati: 25 A

a) Cat costi 1 kg de coarne joi? Dar duminica? %2 A

b) in care dintre zile pretul a fost cel mai mare? Care a fost acel pret? 10 i i i i i i i -

¢) In care dintre zile pretul a fost cel mai mic? Care a fost acel pret? ! é é ':5* : ;1 ;:) }'E jlg zilele

d) In care dintre zile pretul nu s-a schimbat? - é £ E g saptamanii
2 5
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Exercitii si probleme recapitulative

0
20. % Lucrati in perechi! Un fotbalist suteaza spre poartd. Traiectoria mingii
poate fi descrisi de functia definita prin formula f'(x)=-0,0125x" +0,5x, unde
x este distanta (in metri) parcursa de minge de la inceputul sutului, iar y —
indltimea (in metri) la care se ridica mingea deasupra terenului de fotbal.
a) Trasati graficul acestei functii, pentru x € [0; 30].
b) Aflati indltimea maxima la care poate sd ajunga mingea.

¢) Determinati distanta maxima parcursd de minge de la Inceputul sutului.

21. Grabindu-se la scoald, un elev nu are grija sa inchida ermetic robinetul.
El pleaca de acasa in fiecare zi la ora 7.30 si se intoarce la 14.30. Se
cunoaste ca intr-o ora curg 0,5 litri de apa.

a) Calculati pierderea de apa in timpul absentei elevului timp de 5 zile.
b) Calculati costul apei pierdute (1 m3— 15,3 lei; 1 /=0,001 m?).

c¢) Reprezentati grafic dependenta apei pierdute (/) fatd de timpul (ore)
cat curge apa din robinet intr-o zi.

H B B Dezvoltam abilitatile si cream

22. Definiti printr-o formula functia de gradul I care satisface conditia:
a) f(2+4x)=-5x+3, pentru orice xe R; b) f(3x—1)=1-2x, pentruorice xe R.

23. Trasati graficul functiei:

3x? -2, daca x<1
:R—R, = ’ ’
@/ /() {\/;, daca x>1;

—x+9, daci x<-2,
b) /1 R SR, f(x)= —%, daci —2<x<2,

—0,5x, dacd x>2.
24. Fie /1 R>R, f(x)=2x"+bx+c.

Determinati coeficientii b si ¢, stiind ca varful parabolei G, este punctul A(-2; 4).

25. Determinati functia de gradul IT al carei grafic trece prin punctele:
a) A(-3;0), B(2; 5) sicare are valoarea maxima 5;
b) A4(0; 2), B(—1; 4) si care are valoarea minima 3.

26. Trasati graficul functiei:
a) TR->R, f(x)=3|x|-4 b) /1 R—>R, f(x)=]0,2x+5]; ¢) f:R—=R, f(x)=3x>—x-2]|.

27. Rezolvatiin R, prin metoda grafica, ecuatia:
a) X’ =x"—x+1; b) 2x=x"—4.
28. Fiefunctia f/: R — R, f(x)=3x"—x+1. Pentru care valori reale ale lui a are loc relatia f(a)=-3f(—a)+6?

29. Aflati cea mai mica si cea mai mare valoare a functiei /> D — R (D —domeniul de definitie):

X' +x+1 X' —x+1
— X rarl b) f(x)=2—X*L
8) /() X +2x+1 ) f@®) X =2x+1

30. (EG,2021)Fie functia f: R—R, f(x)=-mx+m’, m#0. Determinati valorile reale ale lui m, pentru care functia f
este monoton crescatoare si graficul functiei f intersecteaza axa Oy intr-un punct cu ordonata egala cu 4.

#’@T} Problema pentru campioni  31. Trasati graficul functiei:
a) 1R>R, f(x)=x+x; b) g:R=>R, g(x)=x"-x".

O S
0 0 {
32. @ Lucrati in grup! Proiect STREAM. Functiile in arte.
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Test sumativ

Varianta |

1. indesen este reprezentat graficul variatiei temperaturii

apei timp de 20 de minute:

Temperatura
(°0)
80

[\
(=)
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i
|

PR

Ol 2 4 6 810121416 18 20 Timpul

(minute)
a) Indicati litera A, daca propozitia este adevarata, sau
litera F, dacd este falsa: ,,G, este graficul unei functii
crescatoare”.

A F

b) Aflati cu cate grade a crescut temperatura apei in
primele 6 minute.
c) Aflati cu cate grade s-a schimbat temperatura apei
in ultimele 8 minute.
d) Aflati perioada in care temperatura apei nu s-a
schimbat.
e) Definiti prin formule analitice functiile reprezentate
prin graficele G, G, 51 G,.
. Determinati valorile reale ale lui x pentru care ambele
functii f:R—>R, f(x)=—(x—4)", si & R" >R,

g(x)= %, sunt descrescatoare. Argumentati raspunsul.

. Fie functia /: R >R, f(x)=-2x>-5x-3.

a) Scrieti 1n caseta unul dintre semnele ,,<”, ,,=" sau
,»>", astfel incat sd obtineti o propozitie adevarata:
»f(0) L0 f=1).

b) Trasati graficul G, .

c¢) Determinati E(f).

d) Completati casetele:

f / pentru xe ;
f\ pentru xe ;
mallef(x)=

¢) Formulati un exemplu din fizica referitor la aplicarea
functiei de gradul II.

Algebra Capitolul 3. Functii

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

Varianta Il

1. In desen este reprezentat graficul de descarcare a

granelor dintr-un depozit timp de 8 ore:

Cantitatea
(tone)
80

60
40
20

ol 1 5

"I“impul
(ore)

) b
o
W
Jo N
N
%)
No)

a) Indicati litera A, daca propozitia este adevarata, sau
litera F, daca este falsa: ,,G, este graficul unei functii
crescatoare”.

A F
b) Aflati cu cat s-a micsorat cantitatea de grane in
primele 3 ore.
c) Aflati cu cat s-a micgorat cantitatea de grane in
ultimele 2 ore.
d) Aflati perioada in care nu s-au efectuat lucrari in
depozit.
e) Definiti prin formule analitice functiile reprezentate
prin graficele G, G, si G,.

. Determinati valorile reale ale Iui x pentru care ambele

functii f:R—R, f(x)=—(x+2),si g R >R,

glx)= —%, sunt crescatoare. Argumentati raspunsul.

. Fie functia /: R —> R, f(x)=3x"-5x+2.

a) Scrieti in caseta unul dintre semnele ,,<”, ,,=" sau
>, astfel Incat sa obtineti o propozitie adevarata:
Sf2) 0 A
b) Trasati graficul G, .
¢) Determinati E(f).
d) Completati casetele:

f\ pentru xe ;

f / pentru xe ;

min f(x) =
e) Formulati un exemplu din viata cotidiand privind
aplicarea functiei de gradul II.



Ecuatii.
Sisteme de ecuatii

Cea mai importanta misiune a civilizatiei este
de a-l invata pe om sa gandeasca.
\ Thomas Edison /

§ 1. Ecuatii de forma ax+b5=0, a,b € R.
Recapitulare si completari

1.1. Notiunea de ecuatie cu o necunoscuta

v Ne amintim |+ Rezolvati in R ecuatia:
a) 2x-3=5; b) x*+8=0; ) 0,25x(8x+4)+5=2(x"+0,5x+2) +1.
Rezolvare:
a) DVA: R. 2x-3=5o2x=8cx=4. S={4}.
b)DVA: R. X’ +8=0=x"=-8. S=0.
c) DVA: R. 0,25x(8x+4)+5=2(x>+0,5x+2)+1 &
s = soxeR s=R

* Fie ecuatiile (x—3)(x+1)=0 si 2x* —4x—6=0.

Stabiliti daca ele sunt echivalente.
Rezolvare:
DVA al ambelor ecuatii este R. (x=3)(x+1)=0< x=3 sau x=-1. S, ={-1; 3}.
Multimea solutiilor ecuatiei 2x° —4x—6=0 este S, = {-1; 3}.
Deci, (x—3)(x+1)=0 & 2x” —4x—6 =0, deoarece multimile solutiilor lor sunt egale:
S, =8, ={-13}.

Il Definitie Egalitatea de forma A(x)= B(x), unde A(x) si B(x) sunt expresii in care apare
necunoscuta x, se numeste ecuatie cu necunoscuta Xx.

Il Observatie

Ecuatia poate fi cu mai multe necunoscute. De exemplu, 5x—-3y =3 este o ecuatie cu
doua necunoscute, 3u +2v—>5¢ =0 este o ecuatie cu trei necunoscute.

Il Definitie Valoarea necunoscutei care transforma ecuatia intr-o propozitie adevarata se numeste
solutie a ecuatiei.

=| Retineti! = Multimea solutiilor ecuatiei se noteaza cu S.
= . B . . .. .
— A rezolva o ecuatie inseamnad a determina multimea solutiilor ei.
:: O ecuatie poate avea o multime finitd sau infinitd de solutii sau poate sa nu aiba
=

solutii.
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§1. Ecuatii de forma ax + b =0, a, b € R. Recapitulare si completari

Retineti! Rezolvarea unei ecuatii incepe, de reguld, cu determinarea domeniului valorilor
admisibile al acesteia.
Bl Definitii ¢ Multimea valorilor necunoscutei (necunoscutelor) pentru care au sens toate expresiile

din ecuatie se numeste domeniul valorilor admisibile (DVA) al ecuatiei.

¢ Doua ecuatii cu aceeasi necunoscuta (aceleasi necunoscute) se numesc echivalente
daca multimile solutiilor lor sunt egale.

Intre ecuatiile echivalente se scrie simbolul ,, < .

Exercitiu  Stabiliti dacd sunt echivalente ecuatiile: ~ a) x*+5=0 si 1+2x> =0;
' b) 2—3x=4(x+0,5) si x> +4=0,

EEQQE Retineti! Ecuatiile echivalente ce se rezolva intr-o multime (de reguld, in DVA al ecuatiei
initiale) se numesc echivalente in aceastd multime.

1.2. Ecuatii de gradul | cu o necunoscuta

* Aplicand urmatoarele relatii de echivalenta, bazate pe proprietati ale relatiei de egalitate
in multimea numerelor reale, obtinem ecuatii echivalente:
1. A(x)=B(x) © B(x)=A(x).
2. A(x)=B(x) © A(x)xC(x) = B(x)* C(x), unde expresia C(x) are sens pentru orice
xe DVA al ecuatiei initiale.
3. A(x)=B(x) & A(x)-C(x)=B(x)-C(x), unde expresia C(x) are sens si C(x)#0
pentru orice xe DVA al ecuatiei initiale.
A(x) _ B
C(x)  C(x)
xe DVA al ecuatiei initiale.

4. Ax)=B(x)&

unde expresia C(x) are sens si C(x)# 0 pentru orice

Schema rezolvarii ecuatiei de forma ax+b=0, a,beR

ax+b=0, a,be R

0-x+b=0 Ecuatie de gradul I

da nu Sz{—é}
a

S=R S=0

Bl Definitii ¢ Ecuatia de forma ax+b=0, a,be R, a#0, se numeste ecuatie de gradul I cu
0 necunoscuta.
¢ a, b se numesc coeficientii ecuatiei.

. < . L. < b . b
Ecuatia de gradul I cu o necunoscuta are solutia unicd numarul ——. Deci, S = 0
a
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§1. Ecuatii de forma ax + b =0, a, b € R. Recapitulare si completari

1.3. Ecuatii reductibile la ecuatia de gradul | cu o necunoscuta

Unele ecuatii pot fi reduse la ecuatii de gradul I cu o necunoscuta cu ajutorul unor
substitutii sau aplicand relatiile de echivalenta.

Bl Exemplu  Rezolvati in R ecuatia: a) x* —2x+3=x(x+2)-5; b) x2f3 = xsf?’ -9.
Rezolvare:
a) DVA: . ‘

x’=2x+3=x(x+2)-5¢ ——> desfacem parantezele

\ o . . <
& x*-2x+3=x"+2x-5¢< ——> aplicdm relatia de echivalenta 2

S —A4x=-8:(4) & > aplicam relatia de echivalenta 4
o x=2. ‘

Raspuns: S =

b) DVA: R\ {-3}. Notand % =t, obtinem ecuatia de gradul |

2t=5t-93t-9=0
cu necunoscuta ¢, care are solutia 3. Revenind la necunoscuta x, obtinem in DVA:

X — — —
x+3—3<:>x—3(x+3)<:>x— 4,5.

Cercetam daca solutia obtinuta apartine DVA: —4,5€ R\ {-3}; deci, —4,5¢ DVA.
Raspuns: S ={-4,5}.

1.4. Ecuatii de gradul | cu o necunoscuta, cu parametru (optional)

Ecuatiile de gradul I cu o necunoscuta pot contine parametru. In acest caz, este necesara
o discutie asupra existentei solutiilor ecuatiei in functie de valorile parametrului.

Bl Exemplu  Rezolvati in R ecuatia mx—3=2x+5m, unde m este un parametru real.

Rezolvare:
DVA: R. mx-3=2x+5m & x(m-2)=5m+3 < (m—-2)x=5m+3.

¢ Dacd m=2, ecuatia devine 0-x=13. Deci, ecuatia nu are solutii.

¢ Daci m#2 (meR\{2}), obtinem x:%.
Rdspuns: Pentru m=2, S=; pentru me R\ {2}, §= {5’:1 +23 }
Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele
1. Recunoasteti ecuatiile de gradul I:
a) 2x—1=0; b) 3(x—1)=5; c)x%:z; d) " —x=0;

¢) 3x=0; f) 6x =—4: 9) 2x+%+3=0; h) —5x+25=0.
2. ’H@ Investigati! Determinati care dintre elementele multimii {-2; —1; 0; 1,5; 5} este solutie a ecuatiei:

a) 3x—2=x—6; b)%ﬂ:l; ¢) (x+2)(x—5)=0;

d) x(x+1,5)=0; o) ix_‘zl Y f) x(x+15)(x=5)=0.
3. Aflati DVA al ecuatiei:

a) 2(x—5)—4=5x+1; b) ;5:4; ¢) x(x+3)=0.
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§1. Ecuatii de forma ax + b =0, a, b € R. Recapitulare si completari

o)
4. % Lucrati in perechi! Rezolvati in R ecuatia: 5. Aflati zeroul functiei /: R—>R:
a) 2x—1=0; b)_%x%; a) f(x)=3x-1; b) f(x)=2-6x;
©) /(x)=—19x; d) f(x)=5x-245.
) 03 a=0: d) 3-2x=0; 6. Aflati zerourile functiei /: R - R:
e) 1,4+2x=0; ﬂ-%x—%:o, a) f(x):3x_0’5; b) f(x)=—8x+\/§;
¢) f(x)=-03x-2.8.

H B Formam abilitatile si aplicam

o)
0
7. Rezolvati in R ecuatia: 8. @@ Lucrati in perechi! Rezolvati in R ecuatia cu
a) 2(x—1)+3(x+2)=5x+4,; ajutorul unei substitutii:
b) 6-32-x)+4x=T—-x; 2) 4 _q_ 3 : b)_3(x+2):2(x+2)_’_5;
¢) —1L4(5-x)+2,52+x)=-3,6+x; x=35 x=3 x x
5t 1, 3 0,5a+1,5 a+3
d) 5+7(1-x)—5x=x-8. = == > A ¢ B
) 3+ T=x)=5w=x Vi 2t VT T
9. Completati astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:
a)3(x—1)-2x=4&2x+5= -X; b) 4x+2(1-x)= S x-3(x+4)=5-2x.
10. Determinati legitatea si aflati numarul omis: 11. Determinati legitatea si aflati numarul omis:
3(1-z)=4z-8 2:-3(4-2)=12+z 25-3x)+dx=T—x 8—(3-4x)-x=17

2 _ 2 _ 1 2
2,51 -2 (t+1)=0 2(2-1-4,(61=6 9(§+§x)—5x=8 14-2(x+5)+3x =6

12. Rezolvatiin R ecuatiile si determinati cuvantul cifrat.

Ecuatia R A B (0] v
_ _ 3 3
3x-5=10 5 3 5 3 -3
- 7 7
-x+65=x+05 3 7 0 3 -5
12— x=3(x—4) 0 6 2 -6 -3
V3-x=0 NE 2 1 3 0
x*=2=x(x-0,2) 2 0,2 -10 10 1
H B B Dezvoltam abilitatile si cream
13. Rezolvati in R ecuatia:
a) Bx—1)> —4(5x+6)=9(x* —x+1)+2; b) %(1—5x)+4(x2—4)—%=%(2—x)+4x2—3x;
¢) 248 —x+3=5(x+%x3 —2)—4x; d) (4x —1)(@dx+1) - 5x =—4(x — 4x*) — T(x +3);
14. Rezolvati in R ecuatia:
a) |x|=2x+1; b) [2— x| =—0,5x+4; ¢) [2x 41| =—x; d)%|5t—1|:%t+2.
15. Stiind ca m este un parametru real, rezolvati in R ecuatia:
a) mx—6=3x+4; b) 3—-mx=2m(x+1)-1;
c) mx+m+3=x+4; d) 2(mx+x)=3(x+4)=5—m.

16. Formulati un exercitiu asemanator cu exercitiul 12 si propuneti-1 colegilor si colegelor de clasa.
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§ 2. Ecuatii de gradul Il cu o necunoscuta

2.1. Formula de rezolvare

>

3 /5 Un teren de forma unui triunghi dreptunghic trebuie
ingradit. Se stie ca lungimea uneia dintre catetele triun-
ghiului este cu 5 m mai mica decat lungimea ipotenuzei,
iar lungimea celeilalte catete este cu 3 m mai mica decat
lungimea primei catete. Aflati lungimea gardului.

Rezolvare:

Fie x lungimea ipotenuzei. Atunci (x—35) este lungimea unei catete, iar (x—8) — lungi-
mea celeilalte catete. Conform conditiei problemei si teoremei lui Pitagora, obtinem ecuatia
(x=5) +(x—8) =x* & x* —26x+89=0, cu solutiile x, =13—-4+/5, x, =13+44/5.

Constatam ci numai 13+4+/5 satisface conditia problemei. (Precizati de ce 13—4+/5
nu satisface conditia problemei.) Deci, lungimea ipotenuzei este de (13 + 445 ) cm. Atunci
lungimile catetelor sunt de (5+ 445 )m si (8+ 445 ) m. Deci, gardul are lungimea de
(26 +124/5)m.

Raspuns: (26 + 12\/5) m.

Ecuatia x* —26x+89=0 este o ecuatie de gradul II cu o necunoscuti.

v=0 Ne amintim | 1 Definitii
¢ Ecuatia de forma ax’ +bx+c=0, a, b, ce R, a#0, se numeste ecuatie de
gradul IT cu necunoscuta x.

¢ Numerele a, b, ¢ se numesc coeficientii ecuatiei de gradul II; ¢ se mai
numeste termenul liber.

Multimea solutiilor ecuatiei se noteaza cu S.
A rezolva o ecuatie Inseamnd a determina multimea solutiilor ei.

1. Cazuri particulare ale ecuatiei de gradul 11

1. a#0, b#0, c=0 2. az0, b=0, c#0 3. a#0, =0, c=0
ax’ +bx=0 ax’+c=0 ax’ =0
ax’ +bx=0& x(ax+b)=0.| S=0, dacd a-c>0; ax’ =0 x’ =0 x=0.

b S ={0}.
S:{O,—;} S:{— }_E, —E}, daca a-c<0. { }
a a

W Aplicam * Rezolvatiin R ecuatia:

a) —x> +0,5x=0; b) V2x> +1=0; ¢) —2x> +5=0; d) V/5x> =0.
Rezolvare:

a) x> +0,5x=0 x(x—0,5)=0 x=0 sau x=0,5. Raspuns: S=1{0;0,5}.
b) \/Exz +1=0& «/Exz =—1. Raspuns: S =@.
c) —2x’+5=0|-(-) & o x= sau x = . Raspuns: S =

d) f5x° =0 x= . Raspuns: S =
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§2. Ecuatii de gradul Il cu o necunoscuta

== Retineti! Impartind coeficientii oricarei ecuatii de gradul Il ax’ +bx+c¢=0, a#0, la coefi-
cientul a, obtinem ecuatia echivalentd x* + px+¢ =0, numiti ecuatie de gradul II,

” b . €
forma redusa, unde p=—, iar g=—.
a a

II. Cazul general: ax’ +bx+c=0, a#0
Existenta si numarul solutiilor reale ale ecuatiei de gradul II sau ale ecuatiei de gradul II,

2
forma redusa, depind de semnul discriminantului A =5* —4ac, respectiv A, = pT —-q.

ax’ +bx+c=0, a#0 X+ px+g=0
2
A=b*—4ac AI:pT—q
A>0/ A<0 A=0 A >0 A <ON_A =0
x:_b_\/X Nu are x——g—\/A_ Nu are
1 =
2a solutii __»b b2 : solutii __D
—b+/A ’ YT p T2
X, _Zb+vA in R. X, =—+,/A, in R.
2a 2
| | | I | |
—bFA b P p
S: _— = ={—— =< —— = =4 ——
{2a}S®S{2a}S{2+AI}S®S{2
B Aplicam + Rezolvatiin R ecuatia: a) 2x> —3x-2=0; b) x’—11x+30=0.
Rezolvare: ) .
a) DVA: R. A=h" —4ac =25. b) DVA: R. Alsz—q:Z.
_3-425 1 _3+425
NWETo Ty RTTay T S B EXE H B
Raspuns: S ={-0,5; 2}. Raspuns: S =1{5; 6}.
Bl Observatie In cazul in care coeficientul b este un numar par, adica b =2k, ke Z’, ecuatia de gra-

dul IT ia forma ax’ +2kx+c =0, a#0. Discriminantul acestei ecuatii este
A=(2k)’ —4ac=4(k’ —ac)

—k =k —ac N _—k++Nk —ac

a T a '
B ke
a T 4

si formulele de rezolvare devin: x, =

Notand A, =k’ —ac, formulele de rezolvare devin: x, =

Bl Aplicam + Rezolvatiin R ecuatia 2x* —8x+3=0.
Rezolvare:
DVA: R. Stiindca a=2, ¢c=3, b=—8=2-(—4), obtinem:
k=-4, A, =k* —ac=16-6=10.

Atunci x, zwzz_oﬁx/ﬁ, X, :+\‘: +
Raspuns: S ={2-0,5/10; 2+0,5110}.
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§2. Ecuatii de gradul Il cu o necunoscuta

2.2. Relatii intre solutii si coeficienti

j:% Ne amintim | Hl Teorema lui Viéte

Fie ecuatia ax” +bx+c=0,a#0. (1) | Fie ecuatia x* + px+¢=0. (3)
Daca numerele reale x, si x, suntsolu- | Daca numerele reale x, si x, sunt
tiile ecuatiei (1), atunci: solutiile ecuatiei (3), atunci:
5 +x,=-2, {x‘ e )
a (2) X, X, =(q.
_c
XXy _E

Folosind relatiile lui Viete (2), (4), solutiile unor ecuatii de gradul II cu o necunoscuta pot
fi determinate fara a rezolva efectiv ecuatia.

Wl Aplicam ¢ Rezolvatiin R ecuatia: a) 2x* —=3x—-2=0; b) x>’ =7x+12=0.

Rezolvare:
a) Aflam doua numere reale x,, x,, astfel incat x, - x, = Lol X +x,= b % Prin
a
incercari, obtinem x, = —%, x,=2.
Raspuns: S ={-0,5; 2}.
b) Aflam doua numere reale x,, x,, astfel incat x,-x, =g = si x,+x,=—p=

Prin Incercari, obtinem x, =3, x, =4.

Raspuns: S ={3; 4}.

j:% Ne amintim | HH Reciproca teoremei lui Viéte

Daca numerele reale x, si x, verifica relatiile (2), atunci x,, x, sunt solutiile ecuatiei (1).

Daca numerele reale x, si x, verifica relatiile (4), atunci x,, x, sunt solutiile ecuatiei (3).

Bl Observatie

Folosind reciproca teoremei lui Viete, daca se cunosc solutiile x, si x,, poate fi formata
o ecuatie de gradul II cu o necunoscuta, care va avea aceste solutii.

W Aplicam * Scrieti o ecuatie de gradul II cu o necunoscuta care are solutiile x, =-5, x, =2.

Rezolvare:
Deoarece —5+2=-3=—p si (-5)-2=-10=g¢, obtinem ecuatia x* +3x-10=0.

2.3. Ecuatii reductibile la ecuatia de gradul Il cu o necunoscuta

Unele ecuatii mai complicate pot fi reduse la ecuatii de gradul II prin introducerea unei
necunoscute auxiliare.

De exemplu, ecuatiile de forma ax’ +bx’ +c=0, a#0, numite ecuatii bipdtrate,
se rezolvi efectuand substitutia x* =¢, unde 7 > 0. In consecinta, obtinem ecuatia de gradul II
at> +bt+c=0, a #0. Revenind apoi la necunoscuta x, obtinem solutiile ecuatiei initiale.
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Wl Aplicam + Rezolvatiin R ecuatia: a) 2x* —x>—1=0; b) (x> —3x)’ +3(x* —3x)—28=0.

Rezolvare:
. . . . 1
a) DVA: R. Fie x* =¢, t > 0. Obtinem ecuatia 2¢t* —¢—1=0, cu solutiile ¢, =5 L=l
Ecuatia x* = —% nu are solutii reale, iar solutiile ecuatiei x> =1 sunt x, =—1, x, =1.

Raspuns: S ={-1;1}.

b) DVA: R. Notdim x* —3x = z. Obtinem ecuatia de gradul Il z* + 3z —28 =0, cu solutiile
z, =-7, z, =4. Revenind la necunoscuta x, obtinem ecuatiile x> —3x=-7 si x* —3x=4.

Ecuatia x* —3x+7=0 nu are solutii reale.

Ecuatia x* —3x—4=0 are solutiile x, =-1, x, =4.

Raspuns: S ={—1; 4}.

2.4. Descompunerea in factori a expresiilor de forma ax’ +bx+c, a#0

v—9 Ne amintim | Dacd a#0 si A>0, atunci ax’ +bx+c=a(x—x,)(x—x,) (5), unde x, si x, sunt
solutiile reale ale ecuatiei ax” +bx+c=0, a#0.

W Aplicam + Descompuneti in factori expresia 2x* —3x—2.
Rezolvare:

Ecuatia 2x° —3x—2=0 are solutiile x, = —%, x, =2.
Prin urmare, 2x* —3x—2 = 2(x +%) (x—=2)=(2x+1)(x—2).

2.5. Ecuatii de gradul Il cu o necunoscuta, cu parametru (optional)

Ecuatiile de gradul II cu o necunoscuta pot contine parametru. In acest caz, este necesara
o discutie asupra existentei solutiei ecuatiei in functie de valorile parametrului.

 Determinati valorile parametrului real m pentru care ecuatiile x” +mx+4=0 si
x> +4x+m=0 au o solutie reald comuna.

Rezolvare:

Fie x, solutia comun. Substituind x = x,, obtinem x; +mx, +4=0 si x; +4x, + m=0.

Prin scadere, obtinem x,(m—-4)+4-m=0& (m—4)x, =m—4.

Pentru m =4 ecuatiile devin identice: x; +4x, +4=0. Solutia lor comuna este x, = —2.

Pentru m # 4 obtinem x, =1. inlocuind x, =1 In una dintre ecuatii, obtinem m =-5.

Atunci ecuatiile devin x* —5x+4=0 si x’ +4x-5=0, cu solutiile x, =1, x, =4 si,
respectiv, x, =1, x, =-5.

Deci, pentru m =4 ecuatiile au solutia comuna x=-2, iar pentru m =-5 solutia lor
comund este x=1.

Raspuns: me {=5; 4}.

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. ’ﬁ;@lnvestigaﬁ.' Fie ecuatiile: a) 5x* —x — V2 =0; b) 3,4x" —x+1- V2 =0; c)(1- \/g)x2 +7x-3,5=0.
Gasiti numarul care lipseste:  a) 5; ; —\/5; b)-3,4; —1; ; c) 5 7, =35,
2. Rezolvatiin R ecuatia: a) x> —16=0; b) 1*—25=0; ) 5x° +2x=0; d) VB3x*+5=0.
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§2. Ecuatii de gradul Il cu o necunoscuta

3. Rezolvatiin R ecuatia:

a) 4x’ +4x+1=0; b) 5x* —7x+2=0; ) 3x* =2x+1=0;
d) —4x> +6x—5=0; e) 0,1x* —x—2,5=0; f) \/5x% +4/2x+4=0.
0]
o] [¢]
4. @ Lucrati in grup! Rezolvati in Z ecuatia de gradul II, forma redusa:
a) ¥ —2x+1=0; b) x> —8x+12=0; o) x2+%x+%20;
d) x2+1%x—%=0; ¢) x> —3x—4=0; f) x? =B+ 620,

5.~ flg Investigati! Fara arezolva ecuatia, determinati semnele solutiilor acesteia:

£

a) 3x*—x-2=0; b) x* +x—12=0; c) —t*+2t+8=0; d) u> —10u+4=0; e) 2x’ +5x+2=0.

H B Formam abilitatile si aplicam

0
0 - . ..
6. @@ Lucrati in perechi! Scrieti o ecuatie de gradul II cu solutiile:

a) lsi3; b)—4si5; c)—1si-2; d)%si %; e) 2—+/3 siZ+\/§.
7. Folosind teorema lui Viéte, rezolvati in R ecuatia:
a) x’—2x—-15=0; b) 3x* —x—2=0; c) 2x*+x—1=0; d) x> —4x+5=0.
8. Descompuneti in factori expresia: a) x* —2x—3; b) 2x° —x-3; c) 4x? —12x+9.
9. Rezolvati in R ecuatia: a) x;:ix = 4ix; b) x);—_2lx = 1—1x2 ; c) iSszz = 42x:x6.
10. Fie x, si x, solutiile ecuatiei: 1) 5x* +3x—-9=0; 2) Bx’ —x+1=0; 3) 2.8x* +2x-35=0.
Fard arezolva ecuatia, calculati: a) x, +x,; b) x, - x,; ) X +x3; d) ;C—; + i—?

11.  Aflati doud numere pozitive, stiind cd media lor aritmetica este 12,5, iar media geometrica este 10.

12. Suma unui numadr real cu intreitul inversului acestuia este 4. Aflati numarul. Gasiti toate solutiile.

o
0 .

13. @@ Lucrati in perechi! Rezolvati in Q ecuatia:

a) 3x* +4x++/3 =0; b) V3x> +247x +/3 =0; ) Qx+1)% =(4x+1)%.
14. Rezolvati in R ecuatia bipatrata:

a) x' —5x"+4=0; b) x* +5x* +4=0; c)a'—a’-2=0; d) 2x* =3x* +1=0.
15. Rezolvatiin Z ecuatia: a) x(x—~/7)=0; b) 4x> —4x+1=0; ) V11x* =0; d) —3x% +x+4=0.

%0

16. @@ Lucrati in perechi! Rezolvati in R ecuatiile si ordonati cuvintele de mai jos in functie de solutiile nenegative

ale ecuatiilor respective (indicate in paranteze). Comentati rezultatul obtinut.
1) 2x?—22x+1=0; 2) 2x’—x—1=0; 3)x*—3x—10=0; 4)—8x*—3x+05=0; 5) x(x+~/15)=0.

culege (%J seamana (1) cine [gj vant (5) furtuna (0)

17. Determinati zerourile functiei f/: R > R:
a) f(x)=3x—x7; b) f(x)=-3x"+x+2; ¢) f(x)=0,(4)x* —1; d) f(x)=4,5x"-2x—-1.

H B B Dezvoltam abilitatile si cream

18. Descompuneti in factori expresia: a) ¢* +¢> —2; b) t'—1*-2.

19. Rezolvatiin R ecuatia: a) x(x—1)(x—2)(x—-3)=3; b) (x+2)(x+3)(x+4)(x+5)=3.

20. Folosind metoda substitutiei, rezolvati in R ecuatia: a) 5x* +3|x|-9=0; b) 2x° —1=|x|(|x|-2).

21°. Aflati valoarea parametrului real m, stiind ca ecuatiile 2x* —3x+1=0 si 3x* +m(x+2)+1=0 au o solutie comuna.

22*. Stiind cd m este un parametru real, rezolvati in R ecuatia:
a) mx’ =3x—1=0; b) (m—=2)x* +x—4=0; ¢) x> —mx+4=0.
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X4l o 1-2zlo_ 2x

x—1 x*—-4 x=2
membrul stang si membrul drept sunt expresii rationale, adica expresii formate din numere si
litere cu ajutorul operatiilor de adunare, scddere, inmultire si impartire. Astfel de ecuatii sunt
numite ecuatii rationale. In ecuatiile b), c) necunoscuta apare atit la numaritorul, cat si la
numitorul raportului algebric respectiv. Astfel de ecuatii se mai numesc ecuatii rationale

cu necunoscuta la numitor.

In ecuatiile a) 3x—5=2(1—x), b) 2x+

W Aplicam

Ecuatia rationald cu necunoscuta la numitor se * Rezolvati in R ecuatia N x3ic1 3 i T
rezolva conform urmatorului algoritm: Rezolvare:
@ Se determina DVA al ecuatiei. DVA: R\{-1;1}.
@ Se trec toti termenii ITn membrul stang al ecuatiei. x22—1 = x3ic ™% i [ x22—1 — x3i€ ] + . _1'_ = (IR
® Se aduce membrul stang la forma % = % =0.
@ Se aplica regula egalarii cu zero a unui raport. 3x +2x—1=0 si x* —1#0.
® Se rezolva ecuatia obtinuta (4 = 0). Ecuatia 3x” +2x—1=0 are solutiile x, =—1, x, = %
® Se verifica daca valorile obtinute satisfac condi- Deoarece x, =—1¢ DVA, aceastd valoare nu poate fi
tiile precizate, inclusiv daca apartin DVA. solutie a ecuatiei date. x, = % c DVA.
@ Se scrie raspunsul. Raspuns: S = {%}

W Aplicam

72

Unele ecuatii rationale cu necunoscuta la numitor, mai complicate, pot fi reduse la ecuatii
mai simple prin diverse transformari sau prin introducerea unei necunoscute auxiliare.

2x° 4 3x
xP=2x+1 x-1

* Rezolvati in R ecuatia
Rezolvare:

DVA: R\{l}, deoarece x*-2x+1=0« (x—1)’ =0« x=1 si ambele rapoarte din
membrul sting nu au sens pentru x =1.

2 2 ’
>, 3"1—2:0@ 2x +3—x—2=0@2( x )+3( X )—2=0.

X' =2x+1 x— (x=1* x-1 x—1 x—1

Introducem necunoscuta auxiliard z. Fie ﬁ =¢. Obtinem ecuatia 2t +3t—2=0, cu
solutiile t, =2, ¢, = % (Verificati!) Revenind la necunoscuta x, obtinem ecuatiile —* 1= -2
- —
.X 1
1 ——=—.
; x=1 2

Prima ecuatie are solutia x, =3 lara doua — solutia x, =—1. (Verificati!)

Valorile x, =% si x, =—1 apartin DVA. Deci, ambele sunt solutii ale ecuatiei date.

Raspuns: S = {— L; %}
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Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Recunoasteti ecuatiile rationale cu necunoscuta la numitor:

a) x—1=3; b)x2—3x+4=0; o) L1 le;
o ; 4.3 2
d) x2+2 x ) r+1 L f 2

2. ‘,1 Investigati! Precizati care dintre elementele multimii {—1; 0; I; 5} sunt solutii ale ecuatiei:

x> 2x-1, x(x+1) _ x+1 . 3 r
A 5= 5 b o ¢) Z=x-2 )=
3. Rezolvatiin R ecuatia: 5 A
1_, _2_ 1 NS s _3_ 1
a);—Z, b) PlaET c) 2x_2’5’ d) 7
4. Rezolvatiin Q ecuatia:
2 3. 5 1. 2x 2. 2 1
R e b3 277 )1y~ 5 AT A
0
5. @@Lucraﬁ in perechi! Rezolvati in Z ecuatia:
2) 2x—1=5x2—1. )x2+2_2x—1. 0 x(x=1) _ x*+4x, d) X’ _2x(x-3)
x—1 x—1"~ 2+x  x+2° 1-3x 3x-1"~ X+5 X245
6. Rezolvatiin R ecuatia:
a)Z_S_i_ b)3=1—2' c)2x2=3x
2x-5 5-2x 7T’ x-3 x-3 3-x’ ¥’ =16 x+4’
H B Formam abilitatile si aplicam
7. Rezolvatiin R ecuatia:
X Sx x—1 X 1 1 x+3 X 4x
= ; =—; + = 5 =— .
2) ¥’ —6x+9 x-3 b) x=2 1-x ) x—=1 x+1 1-4? 9 4x? —4x+1 2x—1

8. ‘,1 Investigati! Completati astfel incat ecuatiile sa fie echivalente:
&
x> 2-3x 4 1 2x

2— =V = _ —_ =
a) Pl g & 2x x+4=0; b) 72 x_2+x+2<:)5(x )(2x )=0.
9. Rezolvati in Q ecuatia:
a) 05 _ 2 b) 2 6 . 2x-1  _ 4x-2
x+3 Ax+12° 2x-1  5-10x" X —8x+16 2(x—4)*"
0
o] 0
10. @Lucmﬁ in grup! Rezolvatiin R ecuatia:
a)3_x= 10 . b) 16 6 _ 21
x=5 x+1 (x+D(x-5)’ x—=2 x x+3’
X +x _3x-1 2 x+4 _ 1
)y TEELG TR D3 a2 xx-2)

11. Aflati valorile reale ale lui ¢ pentru care:

6t +18 ; 4t -26

3—1 ' 2+5

. .3+l -1

b) diferenta rapoartelor algebrice =2 S T
t+1 . 10

¢) suma rapoartelor algebrice =5 S s este egald cu produsul lor;

a) suma rapoartelor algebrice este egala cu 4;

este egala cu X

d) diferenta rapoartelor algebrice este egala cu produsul lor.

612
213 T2
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0 e . .. . .
12. @@ Lucrati in perechi! Stabiliti legitatea si determinati ecuatia omisa:

x+3 , x-3 _,1 2 ap 2e=1)  1+3 x+6 _
Y x—3 x13 3 ¥ =36=0 R e x50
Sx+7 _2x+21_o2 ) 4 5 1 )
x=2 x+2 3 t+3 3-t -3
13. Rezolvatiin R ecuatia:
a) (x’ —4)(2x+5)=0; b) (2:x—1)-(6x—5)=0; c) (2x2—3x+1)~(ﬁ+x)=0;
3 3 _48l=0; _ 27 5x )
d) (x+2 2+2)( +1—x+2+8)—0, e) (5x° 7x+8)( - x_1+4)_0.
14. (EG,2018)Rezolvatiin R ecuatia 2_2 I _2x-3 .
x*+x x+1 X

15. (EG,2015) Fie A multimea solutiilor reale ale ecuatiei 5x° —9x —2 = 0. Determinati multimea 4 [—V2;1].

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

16. Rezolvatiin R ecuatia:

7 12 bx2+4 L, 1 _3x-2
D ax 2x—d 4 I T S R
11 Wolxtll _ 1, 2 3
gt =6 6 48 D onE-26-3) " x=1 T2 =3

17+. Stiind ca m este un parametru real, rezolvati in R ecuatia:

x—m _ 2m_ m m—1_,
2) m  x—-m’ )_+x 1 =2

X _m-—1 1 .
c)%—2 = d) x+x 3‘—m 3.

§ 4. Sisteme de ecuatii

~ PRESA

4.1. Notiunea de sistem de ecuatii

3 /5 Intr-un chiosc erau 1305 ziare si reviste. Dupi ce s-au vandut
100 de ziare si 50 de reviste, ziare au ramas de doua ori mai
multe decat reviste.

Aflati cate reviste si cate ziare erau la inceput.

Rezolvare:
Fie x numarul initial de ziare i y numarul initial de reviste.
Atunci, conform conditiei problemei, obtinem sistemul de ecuatii cu doud necunoscute

x+y=1305,
x—100=2(y —50), U solutia (870; 435). (Verificati!)

Rdspuns: Initial, In chiosc erau 870 de ziare si 435 de reviste.

Bl Generalizam  Fie ecuatiile 4,(x,y)=B,(x,y) si 4,(x,y)=B,(x,y). Daci se pune problema si se afle
solutiile lor comune, adica perechile ordonate de numere reale (a, b)e RxR care satisfac
prima si a doua ecuatie, atunci se spune ca este dat un sistem de doua ecuatii cu doud

A4, (x,y) =B, (x,y),

necunoscute. El se noteaza:
{Az (x,)=B,(x, ).
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§4. Sisteme de ecuatii

Un sistem poate fi de trei ecuatii cu trei necunoscute, de doua ecuatii cu trei necunos-
cute etc.

Il Definitie Se numeste solutie a sistemului de doud ecuatii cu doud necunoscute perechea
ordonata de numere (a; b)e RXR, care este solutie comuna pentru ambele ecuatii
ale acestuia.

=| Retineti! A rezolva un sistem de ecuatii inseamnd a determina multimea solutiilor lui.
Multimea solutiilor unui sistem de ecuatii (notata cu S) este intersectia multimilor
solutiilor ecuatiilor acestui sistem.

Relatiile dintre numadarul de solutii si tipul sistemului de ecuatii

| Sistemul de ecuatii |

S=0 S#0
S este o S este o
multime finita. multime infinita.
Sistemul este Sistemul este Sistemul este
incompatibil. compatibil determinat. compatibil nedeterminat.

Rezolvarea sistemului de ecuatii incepe, de reguld, cu determinarea domeniului valorilor
admisibile al acestuia.

Domeniul valorilor admisibile (DVA) al unui sistem de ecuatii este intersectia domeniilor
valorilor admisibile ale ecuatiilor sistemului.

Bl Definitie Doua sisteme de ecuatii cu aceleasi necunoscute se numesc echivalente daca
multimile de solutii ale acestora sunt egale.

Intre sistemele de ecuatii echivalente se scrie simbolul ,, < ”

Bl Observatie

Sistemele echivalente ce se rezolva intr-o multime (de reguld, in DVA al sistemului initial)
se numesc echivalente in aceastid multime.

Transformadri care pot fi aplicate pentru a obtine sisteme echivalente:

Exemple
1. Schimband ordinea ecuatiilor intr-un sistem, obtinem un sistem {3x— y=4, {x+ y=0,
echivalent cu cel dat: x+y=0, 3x-y=4.
2. Inlocuind o ecuatie a unui sistem prin alta ecuatie, echivalenti cu cea 3x—y=4, y=3x—4,
initiald, obtinem un sistem echivalent cu cel dat: 4x+7y=0, 4x+7y=0.
3. Exprimand intr-o ecuatie a unui sistem o necunoscutad prin cealalta
. o . .. .. y=3 - y=3x—-4,
necunoscuta si substituind aceastd expresie in celelalte ecuatii ale
) ) ) ) . ’ 8x+ 8x+3x—4=0.
sistemului, obtinem un sistem echivalent cu cel dat:
4. Inlocuind o ecuatie a unui sistem cu alti ecuatie, care se obtine adu-
nand sau scdzand doua ecuatii ale sistemului (inmultite, daca e cazul, {3 4, {3?5 -y=4
cu un numar nenul), obtinem un sistem echivalent cu cel dat: +y=0, l4x=4.
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4.2. Metode de rezolvare a sistemelor de doua ecuatii cu doua necunoscute

Sistemele de ecuatii pot fi rezolvate prin:

metoda substitutiei

x-3y=-4, x=3y-4,
{x—7y=5, < {3y—4—7y=

metoda reducerii

5.

{2x+05y 2,|(x4) {3x—2y=—1,

3x-2y=-1,

11x=

7.

metoda utilizdrii necunoscutelor

(necunoscutei) auxiliare

=v. Atunci

Fie x* =u, 1
y—1
u—v=3,

obtinem sistemul { dy+3v=-2.

metoda grafica

x—y=2, y:x_za
{3x+y=6, < {y=—3x+6.

VA

6)

=Y

Fixam cunostintele

< Intr-o ecuatie a unui sistem, o necunoscuta se exprima

prin cealalta necunoscuta si expresia obtinuta se substi-
tuie in cealaltd ecuatie a sistemului.

Se aduna (se scad) cele doud ecuatii ale unui sistem,
astfel Incat sa se reduca una dintre necunoscute.

Se introduc necunoscute auxiliare, notdnd unele expresii
cu aceste necunoscute, pentru a obtine un sistem mai
simplu. Dupa rezolvarea sistemului obtinut se revine
la necunoscutele initiale.

Se traseaza, in acelasi sistem de axe ortogonale, gra-
ficele ecuatiilor sistemului si se determina (daca exista)
coordonatele punctelor de intersectie a acestora.
Daca graficele ecuatiilor sistemului nu se intersecteaza,
rezultd cd sistemul este incompatibil, adica S =.

Bl Observatie

Metoda substitutiei, metoda reducerii, metoda utilizarii
necunoscutelor (necunoscutei) auxiliare sunt metode
algebrice, iar metoda grafica este metodda geometrica.

Exercitii si probleme

1. ’@ Investigati! Precizati care dintre perechile ordonate (0; —2), (=1; 1), (0; 2), (=2;2), (0; 3), (3; 0), (=3; 2) sunt

76

solutn ale sistemului:

3x—-y=-2,
2 {2x+3y=6;

b){

x+4y=3,
X—y=-2

Algebra Capitolul 4. Ecuatii. Sisteme de ecuatii
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§4. Sisteme de ecuatii

2. Rezolvati in RxR, prin metoda substitutiei, sistemul de ecuatii:

Lrry=2
) {x—3y=0, ){Zx—yzl, 9 {sz:s, 3 FYtr=2
Sx—y=-1; 6x+2y=0; 0,2x 3,5y =4; %x—3y=10.
3. Rezolvatiin RXR, prin metoda reducerii, sistemul de ecuatii: { 1 i
2) {gx -3 y_=5 .—2, b) {2,5 y;3{ ?4,5, o {;2,22 + E y T 2, o123 %
x+y_ ; X+ y=25 X—ay=—4 2x+2y=3
4. Rezolvatiin RXR, prin metoda grafica, sistemul de ecuatii:
y=2x, x+2y=3, y=3x=0, x+y=-2,
2) {x—2y=9; b) {y+2x:6; °) 2x—y=-6; d) 2x—y=4.
o)
0
5. @@ Lucrati in perechi! Completati cu un numar real, astfel incat sistemul sa fie compatibil:
1) nedeterminat; 2) determinat.
2x—  y=-4, —x+2y=-3, 3x—-y=-1,
2) {10x—6y=—20; b){ x—6y=9; ©) {—l2x+4y=
H B Formam abilitatile si aplicam
0
o) 0
6. @Lucmﬁ in grup! Rezolvati iIn RxR sistemul de ecuatii:
) pa-2=r-5, by [055-346-0 =47, X —x=(x+1)>+y,
4x-3(y+1)=0; —4x+8y=12; —5x-2y=1.

7. Rezolvati in RxR, prin metoda grafica si cea algebrica, sistemul:

6-—x=2y, (x=2)=x"+y, x—3y=6, —x=3y=-7,
2) {2x+4y=0; 5) {y+3x=6; ©) S(x—=1D+6(y+2)=58, 9 X 4+y=(x-1)7+3.

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

8. Explicitand modulele, rezolvati in RxR sistemul de ecuatii:

a) |x|+3|y|=59 b) 3|x+3|+|y_4|=0’
|x=2[+2|y-1]=0; |x=6]+2[y|=5;
a’+2|b|=10, 2|z-3|-|y+1]=2,

D a>=2|+b-4|=0; )21+ y]==s.

9. Doud motonave, dupa intalnire, si-au continuat drumul, una spre sud, iar cealalta spre vest, si peste doua ore distanta
dintre ele era de 60 km. Aflati viteza fiecarei motonave, daca se stie ca viteza uneia dintre ele este cu 6 km/h mai mare
decat a celeilalte.

10. Scrieti un sistem de doud ecuatii cu doua necunoscute, avand solutiile:
a) (155 si 5:1); b) (=10 si (1; 2); 0)(1;0) si 3:2);  d)(2-D si (1; D).

11. Unui luntras care plutea in amonte i-a cazut palaria n apa
cand trecea pe sub un pod. Peste o ora el a observat pierderea,
a intors luntrea si a ajuns palaria la o distantd de 4 km de pod.
Aflati viteza apei.

-
%ﬂ\%\@j Problema pentru campioni
2x—y=3,
10x—ay =15
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§ 5. Rezolvarea problemelor cu ajutorul ecuatiilor
si/sau al sistemelor de ecuatii

50 kg.

unei ecuatii,

Fie x numarul de saci cu faina. Atunci (35 — x)
este numarul de saci cu zahar. Deoarece un sac cu
faina cantareste 80 kg, s-au incarcat in total 80x kg de
faind. Fiindcd un sac cu zahdr cantareste 50 kg,
s-au Incarcat n total 50(35 — x) kg de zahar.

Conform conditiei problemei, obtinem ecuatia

80x+50(35—x)=2500,
cu solutia x = 25.

Asadar, In camion au fost Incarcati 25 de saci cu

faina si 10 saci cu zahar.

Diverse probleme din matematica, fizica, chimie, economie si din alte
domenii se rezolva cu ajutorul ecuatiilor, sistemelor de ecuatii.

fl/f Intr-un camion s-au incarcat 35 de saci cu faina si cu zahar. Sacii cantéaresc
impreuna 2 t 500 kg. Un sac cu faina cantareste 80 kg, iar un sac cu zahar

Aflati cati saci cu fdina si cati saci cu zahar s-au incarcat in camion.

Sa rezolvam aceastd problema cu ajutorul:

unui sistem de ecuatii.

Fie x numarul de saci cu fdina, iar y — numarul de
saci cu zahar.

Stiind ca s-au incarcat in total 35 de saci, obtinem
prima ecuatie: x +y = 35.

Deoarece un sac cu faina cantareste 80 kg, iar un sac
cu zahar 50 kg si s-au incarcat in total 2t 500 kg, obtinem
a doua ecuatie: 80x + 50y = 2500 < 8x + 5y = 250.

Conform conditiei problemei, obtinem sistemul de
x+y =35,

8x+5y =250, cu solutia (25; 10).

ecuatii {

Raspuns: In camion s-au incarcat 25 de saci cu faina si 10 saci cu zahar.

B Concluzie

sistem de ecuatii.

Uneori, o problema poate fi rezolvata atat cu ajutorul unei ecuatii, cat si cu ajutorul unui

v—p» Ne amintim
deaza astfel:

Pentru a rezolva o problema cu ajutorul ecuatiei (sistemului de ecuatii), se proce-

@ Se stabilesc datele cunoscute si cele necunoscute ale problemei.

® Se noteaza cu o litera fiecare marime necunoscuta.

® Se stabilesc relatiile dintre datele cunoscute si cele necunoscute si se scrie
ecuatia (sistemul de ecuatii).

@ Se rezolva ecuatia (sistemul de ecuatii).

® Se analizeaza rezultatele, se alege solutia si se scrie raspunsul.

W Aplicam

:@Un tractor ard un lot de pamant. Peste 4 ore s-a

mai alaturat un tractor. Cele doua tractoare termina

de arat lotul in 8 ore.

Aflati in cate ore ar putea ara lotul fiecare tractor,
daca se stie ca primului tractor i-ar trebui cu 8 ore
mai multe decat celui de-al doilea tractor.

Rezolvare:

Fie x numarul de ore in care primul tractor ar fi arat lotul de pamant, atunci (x — 8) este
numirul de ore in care al doilea tractor ar fi arat acelasi lot. In aceste conditii, productivitatea

o . 1 (1 . . .
muncii primului tractor este — (; — partea din lot arata intr-o ord), iar cea a tractorului al
X
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§5. Rezolvarea problemelor cu ajutorul ecuatiilor si/sau sistemelor de ecuatii

doilea este . Stiind ca primul tractor a lucrat 12 ore, iar al doilea 8 ore si tindnd cont de

¥ —
productivitatea muncii fiecarui tractor, obtinem urmatoarea ecuatie: % + % =1.

Sa aflam solutiile ei.

DVA :xe R\{0; 8}.

£+ 8 =1<:>2+ 8 =0 12(x —8) +8x—x(x—8) PR

x x-8 x x-8 x(x—28)
—x2+28x—96=0<:>x2—28x+96=0 x*—28x+96=0,
x(x—-18) x(x—28) x(x—8)=#0.

Solutiile sistemului, deci si ale ecuatiei initiale, sunt x, =24, x, = 4. (Verificati!)
Solutia x, =4 nu satisface conditia problemei. (Argumentati!)

Raspuns: Primul tractor va ara lotul de pamant in 24 de ore, iar al doilea —in 16 ore.

Exercifiu  Rezolvati problema E& cu ajutorul unui sistem de ecuatii.

:g O solutie de alcool cu concentratia de 85 % s-a amestecat cu o altd solutie si
s-au obtinut 10 / de solutie de alcool cu concentratia de 79 %.

Aflati cati litri de fiecare solutie s-au amestecat, dacd valoarea numerica a
procentului concentratiei de alcool din cea de-a doua solutie este cu 66 mai
mare decat valoarea numerica a volumului acestei solutii.

I Rezolvare:
“ Fie x volumul 1n litri al primei solutii. Atunci (10 —x) / este volumul celei de-a doua solutii.
x-85
100
10=9)(76=x) );)536 =) +% = —1(1)(')(7)9 < x> —x-30=0, cu solutiile x, =-5,
x, =6. (Verificati!) Constatam cé valoarea x, =—5 nu satisface conditia problemei.

Prima solutie contine

litri de alcool, iar a doua are concentratia de alcool (10—x+66) %.

Obtinem ecuatia

Raspuns: S-au amestecat 6 / de solutie de alcool cu concentratia de 85 % cu 4 / de alta
solutie.

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

Rezolvati problemele 1-4 cu ajutorul ecuatiei.

1. Suma a doud numere naturale este 12, iar produsul lor este 11. Aflati aceste numere.

2. 'lﬁ Investigati! Diferenta a doud numere intregi este 15, iar suma patratelor lor este 725. Aflati aceste numere. Gasiti
toate solutiile.

3. Determinati lungimea si latimea unui dreptunghi, stiind ca perimetrul lui este de 30 m, B ¢
iar aria — de 44 m*.

4. Una dintre laturile dreptunghiului este cu 3 cm mai mare decat cealalta. Aflati lungimea
laturilor dreptunghiului, daci aria lui este de 1720 cm”. 4 D

Rezolvati problemele 5-6:
a) cu ajutorul ecuatiei; b) cu ajutorul sistemului de ecuatii.

5. Cu 6400 de lei s-au cumparat doua bucdti de stofa de aceeasi lungime, dar de calitati diferite. 1 m de stofa de calitatea
intai si 1 m de stofa de calitatea a doua costa in total 320 de lei, iar 4 m de stofa de calitatea intai costa cat 6 m de stofa
de calitatea a doua. Determinati cat costd 1 m de stofa de fiecare calitate si cati metri de stofa s-au cumparat.
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o)
0 . . g . . .
6. @@ Lucrati in perechi! Distanta dintre doud orase este de 280 km. Din aceste orase s-au pornit concomitent, unul

. . . . s 3 . . C A
spre celalalt, doua trenuri: unul cu viteza de 80 km/h, celdlalt cu viteza egala cu 7 din viteza primului tren. Aflati cati

kilometri a parcurs fiecare tren pana s-au intalnit.

H B Formam abilitatile si aplicam

Rezolvati problemele 7-13 cu ajutorul ecuatiei.
0 Mo
7. @ Lucrati in grup! Suma patratelor cifrelor unui numar de doua cifre este 52. Dacd din acest numar vom scadea

18, vom obtine rasturnatul acestui numar. Aflati numarul. ' — <}y, =
: ; £ F

8. Conform planului, o uzini trebuia sa produca 360 de piese. In primele opt zile,
uzina a depisit planul zilnic cu 20 %, iar in restul zilelor — cu 25 %. in
consecintd, uzina a produs cu 82 de piese mai multe decat prevedea planul. In
cate zile uzina trebuia sa realizeze planul?

9. Aria unui triunghi dreptunghic este de 24 cm’. Daci una dintre catetele lui se micsoreazi cu 1 cm, iar cealaltd se
mireste cu 3 cm, atunci se obtine un triunghi cu aria de 27,5 cm®. Determinati lungimile catetelor triunghiului initial.

10. Doi muncitori au executat impreund o lucrare in 12 ore. Daca primul muncitor ar fi executat
singur o jumatate din aceasta lucrare, apoi al doilea muncitor — a doua jumatate, atunci
toata lucrarea ar fi fost terminata in 25 de ore. Aflati in cate ore ar executa lucrarea fiecare
muncitor.

11. Un vapor parcurge distanta pe un rau de la A la B 1n 3 ore, iar distanta de la B la A —
in 4 ore. In cate ore va parcurge distanta de la A la B o pluti?

o)
o . . - . . .
12. @@ Lucrati in perechi! Suma a doud numere este 8, iar suma inverselor acestor numere este 6. Aflati aceste numere.

13. Fie 736 ml de solutie de iod cu concentratia de 16 %. Aflati cati mililitri de alcool trebuie adaugati pentru a obtine o
solutie de iod cu concentratia de 10 %.

Rezolvati problemele 14—-15:
a) cu ajutorul ecuatiei; b) cu ajutorul sistemului de ecuatii.

14. Suma a doua numere este egald cu 122, iar raportul lor este % Aflati numerele.
0 9 o) .. L . . N . - .
15. ﬁ Lucrati in grup! 50 de maiouri i 75 de tricouri costa in total 4200 de lei. Dupa reducerea cu 10 % a pretului
maiourilor si cu 20 % a pretului tricourilor, pentru acestea s-ar plati 3487,5 lei. Aflati pretul initial al maiourilor si al

tricourilor.

16. (EG, 2019) Testul pentru un concurs la matematica contine itemi de 4 puncte si itemi de 5 puncte. Un elev a rezolvat
complet 12 itemi si a acumulat in total 53 de puncte. Determinati cati itemi de fiecare tip a rezolvat elevul.

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

17. Cate triunghiuri dreptunghice exista, stiind ca lungimile laturilor lor sunt numere naturale, iar lungimea unei catete este
de 15 cm?

18. Aflati doud numere naturale, stiind ca diferenta patratelor lor este 45. Gasiti toate solutiile.
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Exercitii si probleme recapitulative

19. Pentru a transporta 60 t de marfa, e necesar un numar de camioane. Din motiv ca drumul era
deteriorat, in fiecare camion s-au incarcat cu 0,5 t mai putine decat se stabilise initial si, in
consecinta, au fost repartizate suplimentar 4 camioane. Determinati cate camioane au fost
planificate initial.

20. Un agricultor are doua feluri de ingrasaminte chimice de azot: cu concentratia de 15 % si de 21 %. Aflati ce cantitate de
ingrasaminte de fiecare fel trebuie sa amestece pentru a obtine 1 t de ingradsdmant de azot cu concentratia de 18 %.

%} Problemd pentru campioni

. Un céine, fiind in punctul A, urmareste o vulpe, care
este in avans cu 30 m fatd de el. Lungimea saltului
cainelui este de 2 m, iar al vulpii —de 1 m. La ce distanta
de la punctul A céinele va ajunge vulpea, daca in timp
ce cainele face doua salturi, vulpea face trei?

Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele

1. Rezolvatiin R ecuatia:
a) 2x—3,5(x—4)=6; b) 0,5(x—2)+23x=5x—-4;
O X324 d)2,4(x—3)—dx=1-x.
5 3 7
2. Rezolvatiin Z ecuatia:
a) 5x* —4x—-1=0; b) —1,2x* = 7x=0; c) 16x° —1=0; d) 36x* —12x+1=0.

0
(o] . . . . . .
3. @@ Lucratiin perechi! Folosind teorema lui Viéte, rezolvati in R ecuatia:

a) x> —x—-30=0; b) x*+x-30=0; ¢) x’ =2x—-120=0.
4. Rezolvatiin Q ecuatia:
v 2 . 261 5x 2 3x 5% _4__1
2) x—1 X+2_3’ ®) x+1 _x—l__3’ 04 x’-4 x-2’ 9 x> =9 x+3
5. Rezolvatiin RxR sistemul de ecuatii:
A Ca x+2y=1, =2
DR A R A otz _, R P
5x—2y=-1; 8y—2x=-3; Z+§y—4, 0,5(x—2)+y=8.
6. Rezolvatiin R ecuatia:
a) (2x* =5x)(7x+1)=0; b) (%-2)(1—;0:0; ) (3x% +2x—1)(x* —16) =0.
-Xx X

7. Intr-un bloc sunt 64 de apartamente — cu 2 camere si cu 4 camere. Stiind ¢ blocul are in total 160 de camere, aflati cate
apartamente sunt cu 2 camere si cate cu 4 camere.

8. Diferenta a doua numere este egala cu 84, iar raportul lor este % Aflati numerele.

9. S-au amestecat 6 kg de bomboane de 33 de lei kilogramul cu 12 kg de bomboane
de 30 de lei kilogramul. Determinati cat costa 1 kg de bomboane asortate.
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Exercitii si probleme recapitulative

H B Formam abilitatile si aplicam
o

0 @m0
10. ﬁb{cmﬁ in grup! Rezolvati in R ecuatia:
3x° 5 2
) X o by ——* L_i4=0; ¢) 2 +422—5=0;

— +_
x*=2x+1 x-1 (t+2)° 1+2

2x 3 S5—x 3 4x
4x* +5x+1=0; - = ; - =>.
&) 4 +ox ’ Y16 x+4 x-4 Do 52
11. Faraarezolva ecuatia, determinati semnele solutiilor ei:
a) x> —8x+3=0; b) X’ +12x+8=0; ¢) x> —14x—+7 =0.
o)
0
12. @@ Lucrati in perechi! Fara arezolva ecuatia x” —8x+12 =0, aflati:
1 1 2 2 3 3 )
2.1 . . X, X
a) PR b) x; +x5; c) x; +x3; d) x2+x1’
unde x;, x, sunt solutiile ecuatiei date.
13. Descompuneti in factori expresia:
a) x'7 —2x° +1; b) 2x—=1)*=32x-1)*+2; ¢) 32-x)"-2(x-2)" —1; d) t' —4r +4.

14. Fie x, si x, solutiile ecuatiei x* —8x+6=0. Scrieti o ecuatie de gradul II cu solutiile:

a) t, =2x, §i t, =2x,; b) tl=;c—; si tz:fc_?'
15. Rezolvatiin RxR sistemul de ecuatii:
2 {3(x—1)+4=5y, b) {—(x+y)+4y=3, 9 {x2—4(y+2)=(x—5)2’
x—-8(y+0,5=2; 5x—-4(0,2—-y)=-2; 3x—y=0.

16. Rezolvati, prin metoda grafica, sistemul de ecuatii:

p— 1 p— —_ =
2 {2x_+5_y_—7(.), b) {zy—x+1, 0 {g?x—yl) _8,2+
X=y==5 y=2x=-2; DA

17. Pe o distanta de 210 km, un tren s-a deplasat la inceput cu viteza de 60 km/h, apoi, din cauza caii ferate deteriorate,
si-a micsorat viteza pana la 20 km/h. Toata distanta a fost parcursa in 6 ore. Aflati lungimea caii ferate deteriorate.

18. Se amestecd 2 / de solutie de apa cu sare avand concentratia de 20% cu 8 / de solutie de apa cu sare avand
concentratia de 30 %. Determinati concentratia amestecului.

19. Suma pitratelor a dou numere este 36. Impartind cele doud numere, se obtine catul 5 si restul 3. Aflati numerele. Gasiti
toate solutiile.

20. Aflati zerourile functiei f: R > R:
a) f(x)=-3x>-x—4; b) f(x)==3x"+x+4 ) f(x)=x"—x*-20.

21. Doi ciclisti s-au pornit concomitent din localitatile A si B unul spre celdlalt. Peste 1 ora, ei s-au intélnit si, fara sa se
opreasca, si-au continuat drumul. Ciclistul care a pornit din A a ajuns in B cu 35 de minute mai devreme decat celalalt
a ajuns in A. Determinati vitezele ciclistilor, dacd distanta dintre A si B este de 28 km.

22. Doi turisti au pornit concomitent din localitatile A si B unul spre
celalalt. Fiecare se deplasa cu o viteza constanta si, ajungand in
punctul respectiv, s-a Intors imediat spre punctul de pornire. Cand
s-au reintalnit, s-a constatat ca un turist a parcurs cu 4 km mai
multi decat celdlalt si a ajuns in A peste 1 ord dupa reintélnire.
Celalalt turist a ajuns in B peste 2 ore si 30 de minute dupa

reintalnire. Care este viteza de deplasare a fiecarui turist?
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23.
24.
25.

26.
27.
28.

H B B Dezvoltam abilitatile si cream

(EG, 2022) Determinati cea mai mare solutie reald a ecuatiei 6x” +7x+2=0.

(EG, 2016) Fie A multimea solutiilor reale ale ecuatiei 4x” +3x —10 = 0. Determinati multimea 4 {-2; 0}.

(EG, 2016) Intr-o vaza sunt trandafiri albi si rosii, in total 21. Numarul de trandafiri rosii este cu 3 mai mare decét dublul

numarului de trandafiri albi. Determinati numarul trandafirilor de fiecare culoare.

(EG, 2015) Suma a doua numere este egald cu 55, iar raportul lor este egal cu % Determinati aceste numere.

(EG, 2018) Determinati modulul diferentei solutiilor reale ale ecuatiei x* —7x+12=0.

Dana si Paula au impreuna 90 de bomboane. Daca 40 % din bomboanele Danei sunt cu 15 mai multe decat 30 % din

bomboanele Paulei, cate bomboane are fiecare fata?

29. a) Reprezentati punctele A(0; 3) si B(l; —2) in sistemul de coordonate xOy.

30.
31.

32.

b) Trasati dreapta AB.

¢) Determinati formula functiei f: R - R, f(x)=mx+n, stiind ca graficul functiei f este dreapta AB.

Rezolvati in R ecuatia: a) |2x” —x—2|=1;

b) |x* +x-2|=1-x;

) |—x*+5x—6|=x".

Mama, tatal si fiul au impreuna 84 de ani. Fiul impreuna cu mama au 45 de ani, iar fiul impreuna cu tatal au 52 de ani.

Aflati varsta fiecaruia.

Compuneti o problema care sa se rezolve cu ajutorul:
. . . Jx+2y=3,
b) sistemului de ecuatii 3

a) ecuatiei 2x° —3x—5=0;

y=2.

33.

1.
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Test sumativ

Varianta 1

t+4=0.
a) Completati cu un numar real, astfel incat multimea

Fie ecuatia 3t° —

solutiilor ecuatiei sa contind doua elemente.

b) Rezolvati in R ecuatia obtinuta la a).

¢) Scrieti ecuatia de gradul doi ale cérei solutii sunt
opusele solutiilor obtinute la b).

Rezolvati problema cu ajutorul sistemului de ecuatii.
Raportul dintre numarul de baieti si numarul de fete
din clasa a IX-a este é

a) Aflati cate fete sunt in clasa, daca se stie ca baieti
sunt cu 6 mai putini decét fete.

b) Aflati cati elevi invata in clasa a [X-a.

Fie functia /: R—>R, f(x)=ax+b, a,beR.

a) Determinati valorile a §i b pentru care punctele
A(1; 4) si B(-2; 8) apartin graficului functiei f.

b) Rezolvati pentru a=2 si b=3 in N ecuatia
S _ x=5.
x—1

1. Fie ecuatia 22° +

o . =
@ Lucrati in grup! Proiect. Aplicatii ale ecuatiilor de gradul 11 in diverse domenii.

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

Varianta Il

z-5=0.

a) Completati cu un numar real, astfel incat multimea
solutiilor ecuatiei sa contina doua elemente.

b) Rezolvati in R ecuatia obtinuta la a).

c¢) Scrieti ecuatia de gradul doi ale carei solutii sunt
opusele solutiilor obtinute la b).

. Rezolvati problema cu ajutorul sistemului de ecuatii.

Raportul dintre numarul de manuale i numarul de carti
de literatura artistica din biblioteca scolii este 2

a) Aflati cate manuale sunt in biblioteca, daca se stie
cd manuale sunt cu 350 mai putine decat carti de
literatura artistica.

b) Aflati cate carti sunt in total in biblioteca scolii.

. Fie functia g: R >R, g(x)=mx+n, m,neR.

a) Determinati valorile m si n pentru care punctele
A(-2; 1) si B(3;11) apartin graficului functiei g.
b) Rezolvati pentru m=3 si n=-1 in N ecuatia
x’+7 o3

g(x)
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Inecuatii.
Sisteme de inecuatii

Invatatura este cea mai buna avutie.
Proverb

\

§ 1. Inecuatii si sisteme de inecuatii de gradul |
cu o necunoscuta. Recapitulare si completari

1.1. Notiunea de inecuatie cu o necunoscuta

Jf Investigam fy Doua firme confectioneaza carnete de elev la comanda.
) Firma ,,BMR” cere 200 de lei pentru comanda si cate
10 lei pentru fiecare carnet, iar firma ,,CAR” cere 50 de
lei pentru comanda si cate 15 lei pentru fiecare carnet.
Aflati numarul minim de carnete care face mai avan-

tajoasa oferta firmei ,,BMR”.

Rezolvare:

Fie x numarul de carnete care trebuie confectionate.
Conform conditiei problemei, firma ,,BMR” va executa
comanda pentru (200 +10x) lei, iar firma ,,CAR” — pentru
(50+15x) lei.

Pentru a raspunde la intrebarea problemei, trebuie sd rezolvam in multimea N inecuatia
200+10x <50 +15x si sd determinam din multimea solutiilor ei solutia cea mai mica.

Inecuatia 200 +10x <50 +15x este un exemplu de inecuatie cu o necunoscuta.

Numadrul ¢ se numeste solutie a inecuatiei cu o necunoscuta daca el transforma
inecuatia intr-o inegalitate adevarata.

A rezolva o inecuatie Inseamna a determina multimea solutiilor ei.
== Multimea solutiilor inecuatiei se noteazd cu S.

Il Definitie Doua inecuatii cu o necunoscuta se numesc echivalente daca multimile solutiilor lor
sunt egale.

Intre doua inecuatii echivalente se scrie simbolul ,, < 7.
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§1. Inecuatii si sisteme de inecuatii de gradul | cu o necunoscuta

Aplicand urmatoarele relatii de echivalentd, bazate pe proprietati ale relatiei de inega-
litate a numerelor reale, obtinem inecuatii echivalente:

1. f(x)>gx) = -
& g(x)< f(x)

2. f(x)>gx) & -
S f(x)+a>g(x)+a

3. f()>g(x) = -
& af (x) > ag(x)
pentru orice
acR,a>0

4. f(x)>gkx) & —
S af (x)<ag(x)
pentru orice
acR,a<0

daca permutdm membrii unei inecuatii, se
obtine o inecuatie de sens opus, echivalenta
cu prima:

daca la ambii membri ai unei inecuatii adu-
nam acelasi numar real, se obtine o inecuatie
de acelasi sens, echivalentd cu cea initial:
daca inmultim (impartim) ambii membri ai
unei inecuatii cu (la) acelasi numar real
pozitiv, se obtine o inecuatie de acelasi sens,
echivalenta cu cea initiala:

daca Inmultim (Impartim) ambii membri ai
unei inecuatii cu (la) acelasi numar real
negativ, se obtine o inecuatie de sens opus,
echivalenta cu cea initiala:

Exemple

x+3>2x <
S 2x<x+3

2x+5>7 <
S 2x>7-5

3x>27 <
&S x>27:3

-3x<8le
< x>81:(-3)

1.2.

Intervale de numere reale

Fie a, be R si a<b.

Multimea Intervalul de numere reale
Se noteazd Reprezentarea pe axa
{x|xeR,a<x<b} [a; b] _;—._>
{x|xeR, a<x<b} [a; b) -
{x|xeR, a<x<h} (a; b] ——
{(x|xeR,a<x<b} (a; b) o
{x|xeR, x>a} (a; +0) —3—>
{x|xeR, x>a} [a; +oo) ———
{x|xeR, x<b} (—oo; b) -
{x|xeR, x<b} (—oo; b] —_—
R (=003 +00) =

1.3. Inecuatii de forma ax+b

 —

v~ Ne amintim

Sa examinam cazu

Capitolul 5. Inecuatii. Sisteme de inecuatii

>0 (£, >, <), a,beR

ax+b>0< ax>-b.
rile a0 si a=0.

Algebra

Fie a, be R. Inecuatia ax+5b>0 cu necunoscuta xe R poate fi rezolvata astfel:
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§ 1. Inecuatii si sisteme de inecuatii de gradul | cu o necunoscuta

1) Cazul a#0
a) Daca a >0, atunci ax>-b & xZ—g. Deci, S :[—g; +oo).

b) Daca a <0, atunci axz—b@xs—é. Deci, S:(—oo; —% .
a
2) Cazul a=0
a) Daca a=0 si b>0, atunci S=R.
b) Dacd a=0 si b=0, atunci S=R.
¢)Daca a=0 si b<0, atunci S=¢.

Exercitiu  Rezolvati in mod analog inecuatiile de forma ax+b<0, ax+5>0, ax+b<0, a,beR.

Bl Definitie Inecuatiile de forma ax+b<0, ax+b>0,ax+b<0,ax+b>0,a,beR, a#0, se
numesc inecuatii de gradul I cu o necunoscuta.

Sa rezolvam inecuatia problemei fy
200+10x<50+15x & 15x—10x > 200 - 50 < 5x >150 < x > 30.

Raspuns: Numarul minim de carnete care face mai avantajoasd oferta firmei ,,BMR”
este 31.

Exercitiu  Precizati proprietatile inegalitatilor numerelor reale folosite la rezolvarea acestei inecuatii.

B Aplicam * Rezolvati in R inecuatia:

a) x—5<15x—2(x+3); b) 12§—1<4x+3; 0 2—33x>5—22x;
d) [2x-1]<3; e) [x—4|>1.
Rezolvare:

a) x=5<15x-2(x+3) & x-5<15x-2x-6 = x—-15x+2x<-6+5 &

S -12x<-1 xZ%. Deci,

»
>

Sl—e

. 1
R D S=|=; too
aspuns [12, )

b) 12);_1<4x+3<:>12x—1<12x+9<:>12x—12x<9+1c>0~x<10.
Raspuns: S=R.
¢) 2_33x>5_22x(:)4—6x>15—6x<:>6x—6x>15—4(:)0-x>11.

Inecuatia nu are solutii.
Raspuns: S =O.
d) [2x-1|£3 3<2x-1<3& 2<2x<4 e -1<x<2.
Raspuns: S =[-1; 2].
e) |[x—4|=21lex—-421 sau x—4<-1<x>5 sau x<3.
Raspuns: S = (—oo; 3]U[5; +0).

L Observa;‘ie| I Inecuatiile de gradul I pot fi rezolvate studiindu-se semnul functiei respective.
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§1. Inecuatii si sisteme de inecuatii de gradul | cu o necunoscuta

* Rezolvati in R inecuatia 2x+8 < 0. y
Rezolvare:
Fie /1 R—>R, f(x)=2x+8.
Aflam zeroul functiei f: 2x+8=0 < x=—4.
Tabelul de variatie a semnului functiei f este:

X —oo —4 +o0
) |- - 0 + +
Deci, f(x)<0 pentru xe (—eo; —4) (fig. 1). ) 0 >
Raspuns: S =(—oo; —4).
Fig. 1

1.4. Sisteme de inecuatii de gradul | cu o necunoscuta

Il Definitie

Bl Observatie

:@Pentru a prepara la cantina scolii 20 de portii de felul
intai, sunt necesare 0,5 kg de carne si 1 kg de orez, iar
pentru a prepara o portie de felul doi, este nevoie de
0,1 kg de carne si 0,15 kg de orez. Pentru cati elevi a
fost pregatitd masa, dacd se stie cd s-au folosit mai
mult de 11 kg de carne si mai putin de 18 kg de orez?

Rezolvare:
Fie x numarul de elevi pentru care au fost pregatite bucatele. Astfel, s-au folosit

20

nem inecuatiile

(O,Sx + O,Ix) kg de carne si (%+ O,ISxJ kg de orez. Conform conditiei problemei, obti-

59X X
20 20 .
solutiile comune ale inecuatiei intai si ale inecuatiei a doua. In acest caz, se spune ca trebuie

sa rezolvam un sistem de doua inecuatii de gradul I cu o necunoscuta:
0,5x

o TOolx>1l, {x+ 4x > 440, {Sx > 440, {x > 88,
2i0+0,15x<18, x+3x <360, 4x <360, x <90.

+0,1x>11 si +0,15x <18. Astfel, se cere sa se afle in multimea N

In multimea N acest sistem de inecuatii are solutia unica 89.

Raspuns: Au fost pregatite bucate pentru 89 de elevi.

In caz general, un sistem de doud inecuatii de gradul I cu o necunoscuti se noteazi:
ax+b 20, a,eR’, beR,
a,x+b,20, a,e R", b,eR.

Se numeste solutie a unui sistem de inecuatii de gradul I cu o necunoscuta orice
valoare a necunoscutei care transforma fiecare inecuatie a sistemului intr-o inegalitate
adevarata.

1. Un sistem de inecuatii poate fi format din inecuatii cu oricare dintre semnele ,,<”,
<” >73 >57

M= 5 » % 9 —

2. Exista sisteme de doud, de trei sau de mai multe inecuatii.
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§ 1. Inecuatii si sisteme de inecuatii de gradul | cu o necunoscuta

=| Retineti! A rezolva un sistem de inecuatii inscamna a determina multimea solutiilor lui.
Multimea solutiilor unui sistem de inecuatii (notata cu S) este intersectia multimilor
solutiilor inecuatiilor acestui sistem.

Bl Definitie Doua sisteme de inecuatii se numesc echivalente daca multimile solutiilor lor sunt
egale.

Intre sistemele de inecuatii echivalente se scrie simbolul ,, & ™.

Bl Observatie

aceastd multime.

I Sistemele echivalente de inecuatii ce se rezolva pe o multime se numesc echivalente in

. . . . .. 1)<
W Aplicam + Rezolvati in R sistemul de inecuatii {3(x D<2(x+2),

2x—1>5.
Rezolvare:
3(x—1)£2(x+2),<:> 3x—3£2x+4,<:> x<7, —»
2x—1>5, 2x>6, x>3. 3 7 X
xe (3;7]

Raspuns: S =(3;7].

* Rezolvati in R inecuatia dubla -2 <2x+1<5.

Rezolvare:

Inecuatia poate fi scrisa sub forma de sistem de inecuatii:
2x+1>-2, {2)( >-3, {x >-15,

o /

2x+1<35, 2x <4, x<2. -1,5 2
xe (-L5; 2)

—2<2x+1<5<:>{

Raspuns: S =(-1,5; 2).

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Precizati care desen este reprezentarea pe axa a intervalului (-3; 2]:

—o——0o—> b) —o——eo—»
R S I ) TS 3 %
c) —0——eo—> d) —e—o—»
-3 2 X -3 2 X
2. Reprezentati pe axa numerelor si scrieti sub forma de interval de numere reale multimea solutiilor inecuatiei:
a) 3<x<-2; b) 6,5<x<1L5; c) 2<x<4; d) x>-2; e) x<6.
3. Rezolvatiin R inecuatia:
a) 7x—-5,3<8,7; b) 1-3x>7, ¢) 30+5x<18-"7x;
d) S(r—1)+7>1-3(x+2); e)x—2x2+3SxT_1; £)0,5-322+5(1-x).
4. Rezolvati in N inecuatia:
a) 5,6(x—3)—3,2(2-x)<20.8; b) 4.8(x—4)-3,7(2—x) <24,4; c) 2,85(x+1)=3-2(x-0.5).
5. Rezolvati in R sistemul de inecuatii:
2x+1>0, 1-x<0, x-0,520, 1,2x-6<0,
2) {x—3<0; b {3x+2<0; 2 {2x—520; 9 {4x—3£0.
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§1. Inecuatii si sisteme de inecuatii de gradul | cu o necunoscuta

o
0
6. @@ Lucrati in perechi! Completati tabelul folosind modelul din linia 1:

1 | x mai mic sau egal cu sapte x<7 (—oo; 7] —;_;
2 | x mai mare sau egal cu doi

3 -3<x<5

4 | x maimic decat 5,4

5 R S
6 (—3; +0)

H B Formam abilitatile si aplicam

o
‘5@ . . . . (] . a . L. .
7. ° Investigati! Aflati ce costd mai mult: 7 pixuri sau | 13. @‘@ Lucrati in perechi! Determinati domeniul de

10 blocnotesuri, daca se stie c¢a 2 pixuri costd mai mult definitie al functiei f: D —>R:
decat 3 blocnotesuri. a) f(x)=+/24x—-48; b) f(x)= 3 ;
R . A V4-5x
8. Cate numere naturale n exista, astfel incat 6n+15<707? ¢) f(x)=+10—x + 1 )
. . . 2x—-6
9. Fiefunctia f/: R—>R, f(x)=-2x-1. Aflati intervalele 14. Rezolvatiin R inecuatia dubla:
1n care: a) -5<3-2x<I; b) 1<3x-2<7;
a)f(x)20; b) f(x)<0. ¢) —2<4-3x<10; d) 3x—2<4x+1<3x+5.
10. Fie functia /: R—>R, f(x)=-3x+1. 15. Pe un raft sunt cu 5 cirti mai multe decét pe altul. Se
a) Stabiliti daca punctul A(-1; 0) apartine graficului stie cd pe raftul al doilea sunt mai putin de 11 carti, iar
functiei f. pe ambele rafturi sunt nu mai putin de 25 de carti. Cate
b) Determinati intervalele in care f(x)>0, f(x)=0, carti sunt pe ambele rafturi?
S(x)<0, f(x)<0. 16. Segmentele de lungimi 5, 8 si x sunt laturile unui
¢) Rezolvati in R inecuatia f(1) +| f(x)—x| < f(0). triunghi. Aflati valorile posibile ale necunoscutei x.

11. Ana si Maria tin un regim de sldbire. Ana, care avea | 17. Unautobuz a facut intr-o zi 8 curse si a transportat mai

intre 60 si 65 kg, a slabit intre 3 si 4 kg. Maria, care avea mult de 187 de pasageri, astfel incat toate locurile au
intre 60 si 67 kg, a slibit intre 4 si 5 kg. Determinati ce fost ocupate si numai intr-o cursa 2 pasageri au calatorit
va ardta cantarul dacid Ana si Maria se cAntiresc in picioare. In ziua urmatoare, acelasi autobuz a facut
impreund la sfarsitul regimului de slabire. 15 curse si a transportat mai putin de 367 de pasageri.

In total, 1n aceasta zi, numai 3 locuri n-au fost ocupate.

12. Rezolvati in R sistemul de inecuatii: Aflati cate locuri are autobuzul.

) {27_)‘9;7; - 1_2; Lo {i‘__ ij>1 ; N _3’3‘x 18. (EG,2019)Fie functiile f, g: R >R, f(x)=—4x+2,
’ ’ 2(x)=2x+9. Determinati valorile reale ale lui x, pentru
x—1 care valoarea expresiei f(x)—g(x) este nenegativa.
4-xz=, o [5G+ =30e+3)+1, P .f() 5) s
) 170-1 oo ) 12(2x-1) < 7(x +1). 19. (EG, 2021) Fie functia f: R—>R, f(x)=-3x+5.
g Determinati valorile reale ale lui x, pentru care valorile

respective ale functiei f nu sunt mai mari decéat 2.

H B B Dezvoltam abilitatile si cream

20. Rezolvatiin Rinecuatia: a) [3x+2|>1; b) |6-9x|>18; c) |3x+7]|<5.
21. Aflati valorile parametrului real a pentru care sistemul de inecuatii are cel putin o solutie reala:
x<2, x<3, x <=3, x5,
2) {x>a; b) {x>a; ©) {xZa; d) {xSa.
22. Determinati valorile parametrului real a, astfel incat sistemul de inecuatii sa nu aiba solutii:
x <3, x<2, x<5, x=>-2,
2) {x>a; b) {x>a; ©) {xZa; d) {xSa.
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§ 2. Inecuatii de gradul Il cu o necunoscuta.
Metoda intervalelor

2.1. Inecuatii de gradul Il cu o necunoscuta

Trasati 1n diferite sisteme de coordonate graficele functiilor:

1.
%R‘hﬁ’ﬂ'f fTR>R, f(x)=x"-4x+3; g R-SR, g(x)=x"+4x+4;
h:R—>R, h(x)=-x>+2x-5.
2. Aflati semnele fiecarei functii f, g, .
3. Comparati si comentati rezultatele.

’lﬁ Investigam + Rezolvatiin R inecuatia x* —x—6>0.

VA
Rezolvare:

Fie functia /: R—R, f(x)=x"—x—6.

+ + Aflam zerourile functiei f-

¥ —x—6=0&x=-2 sau x=3.

Reprezentdm schematic graficul functiei f (parabola) intr-un
sistem de axe ortogonale (fig. 2).

Folosind graficul, determinam valorile lui x pentru care f(x) > 0.
Obtinem x <-2 sau x >3.

Raspuns: S =(—eo; =2)U(3; +).

Fig. 2

Bl Definitie Inecuatiile de forma ax’ +bx+c¢>0, ax’ +bx+c>0, ax’ +bx+c<0, ax’ +bx+c<0,
a,b,ceR, a#0, se numesc inecuatii de gradul II cu o necunoscuta.

Retineti! Numirul m este o solutie a unei inecuatii cu o necunoscutd, daca prin substituirea
necunoscutei cu m in aceastd inecuatie se obtine o propozitie adevarata.

Inecuatii echivalente se obtin aplicand proprietiti ale inegalitatilor numerelor reale.

Algoritmul de rezolvare a inecuatiei de gradul I1

@ Prin transformari echivalente, reprezentam inecuatia sub forma
ax’ +bx+c¢>0 (ax’ +bx+c<0, ax’ +bx+c >0, ax’ +bx+c<0), a#0.
@ Examinim functia f: R—>R, f(x)=ax’ +bx+c, a#0.
® Aflam zerourile functiei f prin rezolvarea ecuatiei ax’ +bx+c=0, a #0.
@ Trasam schematic graficul functiei f.

® Determinam valorile lui x pentru care f(x)>0 (f(x)<0, f(x)=0, f(x)<0).

® Scriem raspunsul sub forma de interval numeric.
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§2. Inecuatii de gradul Il cu o necunoscuta. Metoda intervalelor

Wl Aplicam + Rezolvati in R inecuatia —4x* +4x—1>0.
Rezolvare:
Cercetdm functia f: R—>R, f(x)=—4x" +4x—1.
Aflim zerourile functiei /2 —4x*+4x-1=0 2x-1)’=0 x= %
Reprezentam intr-un sistem de axe ortogonale graficul functiei f (fig. 3).

Cu ajutorul acestui grafic, stabilim cd f(x) >0 numai pentru x = l

Raspuns: S = {l}

2
Fig. 3 Acest mod de rezolvare a inecuatiilor de gradul II cu o necunoscutd se
bazeaza pe proprietati ale functiei de gradul II.

Studiul inecuatiilor ax’ +bx+c¢>0, a#0, $i ax’ +bx+c>0, a#0

Valorile lui Semnele functiei Multimea solutiilor inecuatiei Multimea solutiilor inecuatiei
a A f(x)=ax’+bx+c, a#0 ax’ +bx+c>0,a#0 ax’ +bx+c>0,a#0
A>0 S=(=o0; x)U(x,; +o0) S = (o5 x]Ulxy; +e0)
a>0| A=0 §= —w;—iU—i;m S=R
2a 2a
A<0 S=R S=R
A>0 S=(x;; x,) S=[x;x,]
b
a<0| A=0 S=0 S=q——
2a
y
0 X
A<0 N\ _ S=0 S=0

== Retineti! Inecuatiile de forma ax’ + bx +c¢ <0, ax’ +bx+c<0, a# 0, sereduc, prin inmultirea
coeficientilor lor cu —1, la inecuatii de forma celor prezentate in tabel.
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§2. Inecuatii de gradul Il cu o necunoscuta. Metoda intervalelor

2.2. Metoda intervalelor

’l@ Investigam + Rezolvati in R inecuatia x* —2x—15<0.

Rezolvare:
Descompunem in factori membrul sting al inecuatiei: x* —2x—15=(x—5)(x+3).
Fie functiile /: R—> R, f(x)=x-5, si g: R—>R, g(x)=x+3. Alcatuim tabelul de va-

riatie a semnelor functiilor f si g: x —o -3 5 +oo
flx) - - - 0

g(x) - 0 + + +
f(x)-gx) |+ 0 - 0

Din tabel rezultd ca pe fiecare dintre intervalele (—eo; —3), (=3;5) si (5; 4+0) func-
tia f-g 1si pastreaza semnul. Se spune ca functia f - g, trecand prin punctele —3 si 5, isi

schimba semnul, si anume:
N M
-3 — 5 X

Astfel, am obtinut ¢d x* —2x—15<0 pentru xe (-3; 5).
Raspuns: S =(-3;5).

B Generalizam  Fie functia /- R—> R, f(x)=(x—x,)(x—x,)...(x—x,), unde x,, x,, ..., X, sunt nume-
re reale distincte.

Zerourile x,, x,, ..., x, ale functiei f impart domeniul ei de definitie in intervale, astfel
incat pe fiecare dintre aceste intervale functia f* isi pastreaza semnul, iar trecand prin
punctele x,, x,, ..., x,, aceasta functie 1si schimba semnul.

Schimbarea semnului functiei f se reprezinta T~ Pl 1
grafic prin ,,curba semnelor”: ", o x ”

B Aplicam

92

Aceasta reprezentare se interpreteaza astfel: pe intervalele unde ,,curba semnelor” e
situatd deasupra axei numerelor este adevaratd inegalitatea f(x)>0, iar pe intervalele
unde ,,curba semnelor” e situata sub axa numerelor este adevarata inegalitatea f(x)<0.

Aceasta metoda de rezolvare a inecuatiilor este numitd metoda intervalelor.

E‘l/f Rezolvati in R inecuatia (x—2)(x+1)(x+3)>0.

Rezolvare:
Fie functia f/: R—>R, f(x)=(x—-2)(x+1)(x+3).
Aflam zerourile functiei f: f(x)=0 pentru x, =-3, x, =—1, x, =2.

Reprezentam pe axa numerelor >
. . >
zerourile functiei f: =3 -1 2

Determinam semnul functiei f pe (2; 4+o0). Pentru aceasta, ludm un punct arbitrar
din intervalul dat si aflam semnul functiei f in punctul ales:
4e (2; 4o0), f(4)=2-5-7=70>0.
Prin urmare, f(x)>0 pentru xe (2; +oo).

Procedam similar pentru celelalte intervale N +
si construim ,,curba semnelor”: —/3 -1 — 2 X

Asadar, f(x)>0 pentru xe (=3; —1)U(2; +o0).
Raspuns: S =(-3; -1)U(2; +).
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§2. Inecuatii de gradul Il cu o necunoscuta. Metoda intervalelor

,@Rezolvaﬁ in R inecuatia x(6—x)(x+2)<0.
Rezolvare:
Fie functia /: R >R, f(x)=x(6-x)(x+2). Aflam zerourile functiei f:
f(x)=0 pentru x, =-2, x, =0, x, =6.
Construim ,,curba semnelor”:
Asadar, f(x)<0 pentru xe[-2; 0]JU[6; +oo).
Raspuns: S =[-2; 0]U[6; +o0).

_|._
-2 0 6 X

. Inecuatii rationale

- ?g Investigam « Rezolvati in R inecuatia % <0.
Rezolvare:

2x+6
x—

<O<:>(2x+6)(x 1)<O.

Fie funcgla g2 R->R, g(x)=Q2x+6)(x—1).
Avem g(x)=0 pentru x, =-3, x, =1.
1 2 +\

Construim ,,curba semnelor”: 3 1 x

Obtinem g(x)<0 pentru xe (-3;1).
Raspuns: S =(-3;1).

Bl Definitie Inecuatiile de forma Qg; >0, SEX; 0, gg; <0, gg% <0, unde P(x), Q(x) sunt

expresii algebrice rationale, se numesc inecuatii rationale cu o necunoscuta.

Bl Observatie Inecuatia 2+6 poate fi rezolvata si fard a fi inlocuita cu inecuatia (2x +6)(x—1) <0,

x—1
echivalenta ei. Pentru aceasta, cercetdm functia f: R\{l} -> R, f(x)= 2x +16 , aflam
x—

zerourile ei (zerourile numaratorului) si zerourile numitorului fractiei corespunzatoare si

le reprezentam pe axa numerelor. Apoi construim ,,curba semnelor” si selectam intervalele

respective.

Larezolvarea prin metoda intervalelor a inecuatiilor rationale cu o necunoscuta la numitor
poate fi aplicat urmatorul algoritm:
® Efectuam transformarile necesare si scriem inecuatia sub forma P(x) >0 (2, <,9),
unde P(x) si O(x) sunt expresii algebrice rationale. 0)

@ Aflam multimea D care se obtine excluzand din R solutiile ecuatiei Q(x)=0.

® Definim functia f: D —>R, f(x)= ggxi

@ Aflam zerourile functiei, adica zerourile numaratorului, rezolvand ecuatia P(x)=0.
® Reprezentam pe axa numerelor domeniul D si zerourile functiei f.
® Construim ,,curba semnelor”.

@ Selectam intervalele corespunzatoare semnului functiei f.

Scriem raspunsul.
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§2. Inecuatii de gradul Il cu o necunoscuta. Metoda intervalelor

5—x

B Aplicam + Rezolvati in R inecuatia ) >0.
Rezolvare:
2x+2=0=x=-1. D=R\{-1}.
Fie functia f: R\{-1} >R, f(x) =%, Avem f(x)=0 pentru x=5.

Tinem cont ca 5 este solutie, iar —1 nu este solutie a inecuatiei.

Construim ,,curba semnelor”: /Jr—\.\ >
Asadar, f(x)=0 pentru xe (-1;5]. - -l o=

Raspuns: S =(-1; 5].

=| Retineti! 1. Valorile pentru care functia f nu este definita (zerourile numitorului) nu se includ
in multimea solutiilor inecuatiei initiale (grafic, pe axa ele se reprezinta prin cerculete
necolorate).

2. Zerourile functiei 1" (zerourile numaratorului) nu apartin multimii solutiilor inecuatiei
date, daca aceasta inecuatie contine semnul ,,>” sau ,,<”. Zerourile functiei f apartin
multimii solutiilor, daca inecuatia initiala contine semnul ,,>” sau ,,<” (grafic, pe axa
ele se reprezinta prin cerculete colorate) si apartin D(f).

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Precizati daca sunt echivalente inecuatiile:
a) x*<1lsix<I; b) x* >4 si x>2; ¢) (x+3)*20 si (x+5)>=0.

2. ’@ Investigati! Functia f: R—>R, f(x)=ax’+bx+c, a#0, a, b, ce R, este definiti de graficul ei. Determinati,
cu ajutorul graficului, multimile solutiilor inecuatiilor f(x)>0, f(x)=0, f(x)<0, f(x)<0.

a) J’| b) y‘ c) yl d) y‘
0] X
110 2 X
Ol1 3 X
0] ) X

3. Rezolvatiin R inecuatia:

a) 6x° —Tx+2>0; b) —x* —2x+48<0; c) 8x +10x—3<0; d) 25x* —10x+1> 0;
e) 49x° —28x+4<0; f) 4x* —4x+15>0; g) Tx<x’; h) 4x* —x<5.
4. Folosind metoda intervalelor, rezolvati in R inecuatia: s | -
_ . <0: r- . Xl s o =l
a) (x+8)(x—5)>0; b) x(x+2)<0; c) x+6<0’ d) x+4_0’ e) 1—3x_0‘

H B Formam abilitatile si aplicam

5. Rezolvati in R inecuatia:
a) x(x+5)—2>4x; b) (x+4)(x+5)—x<5; c) 5x+1D)(Bx—-1D>@x-1D(x+2); d) 2x(3x—1)=4x* +5x+9.

o)
0
6. @@ Lucrati in perechi! Compuneti o inecuatie de gradul I cu multimea solutiilor:
a) S=R; b) S=; c) §=[-2;3] d) §=(=o0; DU(5; +o); e) S={3}.

7. Rezolvati in R inecuatia:
a) 3x" +4<10—x(x-2); b) 3x—2)* =3x(x—1);
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Exercitii si probleme recapitulative

o)
8. @@ Lucrati in perechi! Determinati domeniul de definitie al functiei f: D - R:

a) f(x)=A—x—2x; b) f(x)=ﬁ-
X X

(]
o] 0] . . .
9. @ Lucratiin grup! Rezolvati in R inecuatia:

a) x(x+2)(x—3)<0; b) 2x+D)B3-x)(x+5)20;  ©) (x=1)(x> —5x+6)<0; d) %z 0.

Hl B B Dezvoltam abilitatile si cream

10. Poate fi decupat dintr-o foaie de hartie cu dimensiunile de 10 cm si 3 cm un dreptunghi care are latimea cu 4 cm mai mica
decat lungimea si aria mai mare de 21 cm??

11. Rezolvati in R inecuatia:

4x-2 1 2 7x=5
<0: —x>— £33

a) 3x+5+4_0’ b) 3 X257 c) x+x>3, d) 1
12. Determinati domeniul de definitie al functiei /= D > R:

a) f(x)=v—x> +x+30 +ﬁ; b) f(x)=vx’ —x—42 +100—x°.
13. Rezolvati in R inecuatia dubla:

a) —4<x*-5x+2<-2; b) —1<x’+2x<3.
14. Aflati valorile parametrului real m, astfel incat inecuatia sa fie adevarata pentru orice x real:

a) Sx> —x+m>0; b) mx’ —10x-5<0.
15. Determinati valorile parametrului real a pentru care inecuatia nu are solutii:

a) X’ +ax+1<0; b) ax’ +4ax+5<0.

Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele

1. Determinati cea mai mare solutie intreaga a inecuatiei:

Q) x+2225c—1; by x—Xt4, 3x-l

4 2

<3.

2. ’,@ Investigati! Aflati cel mai mic numar natural ce apartine multimii solutiilor inecuatiei 3x—2 <1,5x+4.
&

3. Rezolvati in R inecuatia:

a) x> +3x+2>0; b) 2x <x’; c) 4x25<1;
_ > ()- 2 _ . X—= <
d) (x=3)(x+7)=0; e) x’—x+3>0; D3x+3_0'

H B Formam abilitatile si aplicam
4. Rezolvati in R sistemul de inecuatii:

){x—4>5—2x, b {10x—22>;lx+11,
3-2x<7+x; N
x< X; 2x 3>2 3

5. ’? Investigati! Aflati cel mai mic numar Intreg care apartine domeniului de definitie al functiei definite prin formula
F(x)=|4+x+ %

6. Rezolvati in R inecuatia:

a) (x—4)* +122>(3x—-2)*; b) 3x(x++3) < (x++/3)%;
(x=2)(x*+4) _ 7x
O3 =0 d 5252l

o
0] . . .. .
7. @‘@ Lucrati in perechi! Pentru care valori ale lui x valoarea functiei f: R —>R, f(x)=-2x>—14x+ 20, este mai
mare decét valorile corespunzitoare ale functiei g: R >R, g(x)=x>-2x-16?
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8. (EG,2021) Fie functia /: R—> R, f(x)=-3x+5. Determinati valorile reale ale lui x, pentru care valorile respective ale
functiei f nu sunt mai mari decat 2.

9. (EG,2023) Fie functia f/: R —> R, f(x)=x—4. Determinati valorile reale ale lui x, pentru care f(3)- f(x) <3x.

l B B Dezvoltam abilitatile si cream

B _x-3 x—=2|26,
10. Rezolvati in R sistemul de inecuatii: a) % 2>5x 2 b) { ¥—5 || <3.
[3x+2]<10;

11. Rezolvati in R inecuatia dubla 1< Tx=2 <3.

’ ’ 2x+1

D . [x+1]
12. Rezolvatiin R inecuatia —————=20.

X +4x-12

13. Aflati valorile parametrului real @ pentru care inecuatia ax’ —8ax +3a+7 >0 nu are solutii in R.
14. Determinati valorile parametrului real a, astfel incat orice x€ R si fie solutie a inecuatiei (a° —1)x* +2(1—a)x+2>0.
15. Rezolvati in multimea Z ecuatia 28x+30y +31z =365.

Indicatie. Una dintre solutiile ecuatiei reprezintd lunile anului.

0 503
0] [0) W
16. ﬁ Lucrati in grup! Proiect. Ecuatii, inecuatii, sisteme in chimie §i in fizicd.
Timp efectiv 4o lucry:
Test sumativ 45 de minute
Varianta | Varianta 1l
1. Fieexpresiile E, _2x=3 si E, =—%. . Fieexpresiile M, =% si M, =#.

a) Aflati valorile reale ale lui x, astfel incat £, < E,.
b) Aflati valorile reale ale lui x pentru care suma
expresiilor £, si E, este un numar nenegativ.

E >0,

¢) Rezolvati in R sistemul { E, <0.

a) Aflati valorile reale ale lui x, astfel incat M, <M.
b) Aflati valorile reale ale lui x pentru care diferenta
M, — M, este un numar nenegativ.

M, <0,

¢) Rezolvati in R sistemul { M, >0,

2. Rezolvatiin R inecuatia x(x —5)—8 > 2x. . Rezolvati in R inecuatia x(x—3)—6 < 2x.

3. Fiefunctiile f: R—=R, f(x)=-2x"+x-3,si . Fiefunctiile /: R—>R, f(x)=—x+6, si
g2 R—>R, g(x)=x+5. g R=>R, g(x)=3x>-8x-3.

a) Indicati litera A, daca propozitia este adevarata, sau a) Indicati litera A, daca propozitia este adevarata, sau
litera F, daca este falsa: litera F, daca este falsa:
»Functia g ia valori pozitive pentru x € (5; +o0)”. ,Functia f ia valori negative pentru xe& (6; +o0)”.
A F A F
b) Aflati xe R pentru care S >0. b) Aflati xe R pentru care S <0.
g(x) g(x)

4. La o piscina, costul este de 20 de lei pe ora, iar . Compania ,,Moldnet” propune conectarea la internet
consumatia minima este de 40 de lei. La o alta piscina, la pretul de 240 de lei pentru instalare si taxa lunara de
costul este de 15 lei pe ord, iar consumatia minima este 150 de lei. Compania ,,Supernet”, oferind aceeasi viteza
de 60 de lei. Determinati dupa cate ore oferta celei a internetului, propune conectarea la pretul de 300 de
de-a doua piscine este mai avantajoasa decat oferta lei pentru instalare si taxa lunard de 140 de lei.
primei piscine. Determinati dupa cate luni oferta companiei ,,Super-

net” devine mai convenabila.
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§ 1. Notiunea de eveniment

Il Cercetam

Il Defin

[
e
o
ot o

Il Definitie

Elemente
de teoria probabilitatilor

si de statistica matematica.
Elemente de calcul financiar

Omul fara invatatura e ca pamantul fara udatura.
Proverb

N 4

Deseori 1n viata folosim termenii: eveniment, intdmplator, aleator, posibil, probabil,
sigur, sansd, probabilitate. Ce Inseamna acesti termeni? De ce trebuie sd-i cunoastem?
Cand si cum 1i putem utiliza?

Raéspunsurile la intrebarile de mai sus le vom gasi 1n acest capitol.

1. Se arunca un zar. Ce rezultat vom obtine in urma
experimentului ,,Aruncarea zarului”?

2. Daniela a cumparat un bilet de loterie. Acest bilet
poate fi castigator sau nu. Exista oare alte cazuri posibile?

3. Fie experimentul ,,Aruncarea unei mingi de baschet
la cog”. Care sunt rezultatele posibile ale acestui experiment?

Rezolvare:

1. Nu putem prevedea care dintre fetele marcate cu 1, 2, 3, 4, 5 sau 6 puncte va aparea.
Deci, se va obtine intdmplator (aleatoriu) una dintre fete.

2. Desigur, biletul poate fi castigator sau nu. Alte cazuri posibile nu exista.

3. In urma experimentului ,,Aruncarea unei mingi de baschet la cos” pot fi atestate doua
rezultate: marcare sau nu.

Aruncarea zarului, cumpararea biletului de loterie, aruncarea mingii de baschet la cos
sunt exemple de experimente.

¢ Realizarea unui experiment se numeste proba.
¢ Rezultatul unui experiment se numeste eveniment.

De exemplu, ,,Aparitia fetei marcate cu 5 puncte” este un eveniment al experimentului
»Aruncarea zarului”; ,,Biletul nu este castigator” este un eveniment al experimentului
,Participarea la loterie”.

Exista multe evenimente despre care nu putem spune cu certitudine daca se vor realiza
sau nu. De exemplu, evenimentele ,,Aparitia fetei cu 3 puncte la aruncarea zarului”, ,,Marcarea
mingii la aruncarea acesteia la cos” nu pot fi anticipate cu sigurantd. Acestea depind de
multi factori intdmplatori si sunt numite evenimente aleatoare.

Eveniment aleator se numeste evenimentul care, in urma efectuarii experimentului,
se poate realiza, dar poate si sd nu se realizeze.
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§ 1. Notiunea eveniment

Evenimentul ,,Aparitia uneia dintre fetele cu 1, 2, 3, 4, 5 sau 6 puncte la aruncarea
zarului” este un eveniment sigur, iar evenimentul ,,Extragerea a doud creioane de culoare
verde din cutia cu creioane de culoare albastra sau rosie” este un eveniment imposibil.
Evenimentul ,,O pisica vorbeste”, de asemenea, este un eveniment imposibil.

Bl Definitie + Eveniment imposibil se numeste evenimentul care nu se realizeaza niciodata.
Evenimentul imposibil se noteaza cu &.
¢ Eveniment sigur se numeste evenimentul care se realizeaza in urma oricarei probe.
Evenimentul sigur se noteaza, de regula, cu E.

De exemplu, evenimentul ,,Dupd marti urmeaza duminica” este un eveniment imposibil,
iar evenimentul ,,Dupd iunie urmeaza luna iulie” este un eveniment sigur.

Evenimentele se noteaza, de regula, cu litere majuscule: 4, B, C etc.

ti! Evenimentele pot fi clasificate in: sigure, imposibile si aleatoare.
Orice eveniment este legat de un experiment.

Atentie! In cadrul unui experiment existd un numar de cazuri posibile i un numar de cazuri
favorabile pentru evenimentul dat, din numarul de cazuri posibile.

Bl Exemple 1. La aruncarea unei monede sunt doua posibilitati:
{aparitia stemei, aparitia valorii}. Deci, avem doua eve-
nimente aleatoare: A4 = {aparitia fetei cu stema};

B = {aparitia fetei cu valoarea}.

Atat evenimentul 4, cét si evenimentul B au cite un
singur caz favorabil din doua cazuri posibile.

2. La aruncarea unui zar poate aparea una dintre fetele marcate cu 1, 2, 3, 4, 5 sau 6
puncte. Prin urmare, exista sase posibilitati: {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Bl Observatie I La aruncarea unui zar pot fi definite si alte evenimente, nu numai aparitia fetei cu 1, 2, 3,

4, 5 sau 6 puncte. Astfel de evenimente vor fi cercetate In continuare.

Existd evenimente care au sanse egale de realizare. De exemplu, dacd intr-o cutie sunt
tot atdtea creioane albastre cate rosii, atunci evenimentul B = {creionul extras este albastru}
si evenimentul C = {creionul extras este rosu} au aceeasi sansa de realizare. In cazul in
care numarul creioanelor rosii din cutie este mai mare decat numarul creioanelor albastre,
evenimentul C are o probabilitate mai mare de realizare decat evenimentul B.

B Aplicam La aruncarea unui zar examindm evenimentele: Y
A, = {aparitia fetei cu 1 punct}; ") = \‘
A, = {aparitia fetei cu 3 sau 4 puncte}; )
A, = {aparitia fetei cu 7 puncte}; 'l, 0®
A, = {aparitia fetei cu un numdr par de puncte}; " gl ‘\\
A, = {aparitia fetei cu un numar impar de puncte}; ‘\\
A, = {aparitia fetei cu un numar de puncte mai mic decat 5};
A, = {aparitia uneia dintre fetele cu 1, 2, 3, 4, 5 sau 6 puncte}.
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§ 1. Notiunea eveniment

1) Corelati termenii eveniment sigur, eveniment posibil, eveniment mai posibil decdt,
eveniment imposibil, evenimente egal posibile cu evenimentele 4,, 4,, 4,, 4,, A, A,, 4,.
2) Determinati numarul de cazuri favorabile pentru fiecare dintre evenimentele 4,—A4,.

Rezolvare:

1) Evenimentele 4,, 4,, 4,, 45, A, sunt posibile; evenimentul 4, este imposibil;
evenimentul A4, este sigur; evenimentul 4, este mai mult posibil decat evenimentul 4,;
evenimentul A este mai mult posibil decat evenimentul A4,; evenimentele 4, si A4, sunt
egal posibile. (Propuneti si alte relatii.)

2) Evenimentul 4, are un singur caz favorabil; A4, are 2 cazuri favorabile; 4, nu are

cazuri favorabile; A4, are 3 cazuri favorabile; A4, are 3 cazuri favorabile; 4, are 4 cazuri
favorabile; 4, are 6 cazuri favorabile din 6 cazuri posibile.

Elementele multimii evenimentelor posibile ale unui experiment aleator se numesc

evenimente elementare.

Bl Exemple  a) La aruncarea unui zar evenimentul A4, este elementar.
Evenimentul ,,Aparitia unui numar impar” nu este elementar.
b) La aruncarea unei monede sunt doua evenimente elementare: {aparitia stemei}, {aparitia
valorii}.

Evenimentele unui experiment aleator se considera egal posibile, daca se poate afirma

cu certitudine ca fiecare are aceeasi sansa de realizare.

Bl Exemple 1. Evenimentele 4, si A;, la aruncarea zarului, sunt egal posibile.

2. Laaruncarea zarului avem 6 evenimente egal posibile, referitoare la aparitia fetei cu 1, 2,
3,4, 5 sau 6 puncte.

Bl Observatie Notiunea de evenimente egal posibile ne permite sa comparam doud evenimente aleatoare
din punctul de vedere al sansei de realizare. De fapt, trdim in lumea experimentelor si
evenimentelor aleatoare (intamplatoare). De aceea este important sa stim daca putem
gasi unele legitati in lumea evenimentelor aleatoare. Putem oare determina sansa realizarii
evenimentului aleator care ne intereseaza?

Raéspunsuri la astfel de intrebari ne da un compartiment important al matematicii care se
numeste Teoria probabilitatilor.

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Indicati cateva evenimente pentru experimentul:
a) Se ia la intdmplare un numar din multimea {10; 20; 30; 40; 50; 60; 70; 80; 90; 100}.
b) Se arunca o moneda de trei ori.
¢) Se incélzeste apa pana la temperatura de 100 °C.
d) Se joaca o partida de sah.
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§ 1. Notiunea eveniment

2. Determinati si scrieti evenimentele elementare ale experimentului:
a) Se alege o zi a s@ptdmanii.
b) Se alege seful clasei din doud candidaturi.
¢) Se extrage la intdmplare o bila dintr-o urna ce contine 10 bile albe numerotate cu 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10.
d) Se extrage o bila dintr-o urna cu bile albe si negre.

o)
Q .. . o . . L _
3. @:@ Lucrati in perechi! Determinati care dintre evenimente este sigur, imposibil, aleator:

a) In anul 2029 populatia Terrei va depasi 8 miliarde de locuitori.

b) In anul 2030 in Republica Moldova se vor naste 25000 de baieti.
¢) Dupa miercuri urmeaza marti.

d) Ziua de nastere a unui prieten este pe 30 februarie.

¢) Dupa sambata urmeaza duminica.

f) Dupa octombrie urmeaza decembrie.

Bl B Formam abilitatile si aplicam

4. ’? Investigati! Comparati sansa de producere a evenimentelor 4 si B utilizand termenii ,,e mai posibil decat”,
,,(e mai putin posibil decat”, ,,sunt egal posibile”.
a) Dimineata in care te trezesti este a unei zile:
A = {obisnuite (de lucru)}; B = {de odihna (de sarbatoare)}.
b) Echipa de fotbal a Republicii Moldova joaca cu echipa de fotbal a Braziliei:
A = {invinge echipa Republicii Moldova}; B = {invinge echipa Braziliei}.
¢) Se arunca un zar:
A = {apare fata cu 6 puncte}; B = {apare o fatd care nu are 6 puncte}.

d) S-a dat testul la matematica:
A = {toti elevii au luat nota 10}; B = {unii elevi au luat nota 10}.

5. ’? Investigati! Se unesc la intamplare trei puncte necoliniare.
&

Ce figuri geometrice se pot obtine?
Care este sansa sa obtinem un triunghi?

6. Se arunca simultan doud zaruri i se scrie suma punctelor obtinute.
Tinand cont de rezultatele posibile, dati cate doud exemple de:
a) evenimente sigure; b) evenimente imposibile; ¢) evenimente aleatoare.

7. Formulati exemple de evenimente sigure, imposibile si aleatoare din diverse discipline scolare.

Hl B B Dezvoltam abilitatile si cream

8. Dati cate trei exemple de evenimente sigure, imposibile si aleatoare ale experimentelor din diverse domenii.

9. Intr-o urna sunt 5 bile albe, 8 bile negre si 10 bile rosii. Aflati numarul minim de bile ce trebuie extrase simultan la
intamplare, astfel incat printre ele sa fie: e

a) doua bile rosii; b) trei bile negre; c) o bila alba; E;".";

d) doud bile de culori diferite; e) trei bile de culori diferite. _ﬁ

[]

10. Se arunca simultan doud zaruri. Determinati multimea ale carei iy =) \ o

elemente reprezintd evenimentul ,,Obtinerea sumei 6”.

11. Intr-o sectie lucreaza 8 barbati si 4 femei. Au fost alese la intimplare
2 persoane. Care este sansa ca aceste persoane sa fie barbati?

| TR
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§ 2. Notiunea de probabilitate

2.1. Definitia clasica a probabilitatii

Bl Cercetam A2 Calculati sansa ca la o aruncare a unui zar si apara:

a) un punct; b) un numar de puncte divizibil cu 2;
¢) un numar de puncte mai mic decat 5; d) 8 puncte.
Rezolvare:

a) Sansa ca la o aruncare a zarului sa obtinem 1 punct este una din sase, sau 1:6 =0,1(6).

b) La aruncarea zarului pot aparea 1, 2, 3, 4, 5 sau 6 puncte. Dintre aceste numere,
numai trei (2, 4 si 6) se divid cu 2. Prin urmare, sunt 3 sanse din 6 ca numarul care apare sa
se divida cu 2, adica sansa este 3:6=0,5.

¢) Exact 4 numere posibile (1, 2, 3 si 4) sunt mai mici decat 5. Deci, sunt 4 sanse din 6 ca
numarul de puncte care apar la aruncare sa fie mai mic decat 5, adica sansa este 4:6=0,(6).

d) Deoarece nicio fatd a zarului nu are 8 puncte, sansa ca la o aruncare sa apara
8 puncte este egald cu 0.

Ej’ : 2' Calculati sansa ca la o aruncare a monedei sa apara:
a) stema; b) valoarea.

Rezolvare:

a) Sansa ca la o aruncare a monedei sd apara stema este una din doud sau
1:2=0,5. Notam P(s)=0,5.

b) Sansa ca la o aruncare a monedei sa apara valoarea este, de asemenea,
una din doud, adicd 1:2=0,5. Notam P(v)=0,5.

3;’ Intr-o urna sunt 3 bile albe, 5 bile negre si 4 bile rosii. Calculati sansa ca, extragand o bila
la intamplare, aceasta sa fie:

a) alba; b) neagra; c) rosie.

Rezolvare:

a) Sansa sa apard o bild alba poate fi exprimatd prin raportul dintre numarul bilelor albe
si numarul tuturor bilelor: % = % =0,25.

Notam P(a)=0,25.
b) Dintre cele 12 bile din urnd, 5 sunt negre. Deci, sansa ca bila sa fie neagra este
5
—=0,41(6).
= =0.41(6)
Notam P(n)=0,41(6).
c¢) Sansa de a extrage o bila rosie este — 4

1
2-3-00)
Notam P(r)=0,(3).

Observam cd, pentru a calcula sansa de realizare a evenimentului respectiv, aflam raportul
dintre numarul cazurilor favorabile evenimentului si numarul cazurilor posibile ale experi-
mentului aleator corespunzator evenimentului cercetat. Numarul obtinut este numit proba-
bilitatea evenimentului aleator.

Bl Definitie Se numeste probabilitate a unui eveniment aleator A raportul dintre numarul m de
cazuri egal posibile favorabile lui 4 si numarul » de cazuri egal posibile ale
experimentului.
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§2. Notiunea de probabilitate

Retineti! Probabilitatea evenimentului 4 se noteaza P(A).
Conform definitie,
P(4)="". (1)

Formula (1) reprezinta definitia clasica a probabilitdtii.

Bl Exemple 1. Probabilitatea aparitiei ,,stemei” la aruncarea monedei este P(s)=0,5, iar proba-
bilitatea aparitiei ,,valorii” este P(v)=0,5, deoarece m =1, iar n=2.
2. Probabilitatea aparitiei fetei cu 4 puncte la aruncarea unui zar este P(4) = l, deoarece

. 6
m=1, iar n=6.

Uneori, probabilitatea se exprima in procente.

Astfel, pentru evenimentul ,,Aparitia stemei”, P(s)=50%; pentru
evenimentul ,,Aparitia valorii”, P(v)=50%.

Probabilitatea se aplica pe larg in viatd, in stiintd, in economie, in
sociologie etc. De exemplu, dacd la prognoza meteo s-a anuntat ca
»probabilitatea de a ploua maine este de 70 %”, aceasta nu Inseamna ca
obligatoriu va ploua, dar sansele sunt destul de mari. lesind din casa, ar
fi bine de luat umbrela.

Din definitia probabilitatii rezultd proprietdtile probabilitdtii:

1° Probabilitatea evenimentului sigur £ este 1. Deci, P(E)=1.
Intr-adevar, deoarece m =n, conform (1), obtinem P(E)= % =Il.
2° Probabilitatea evenimentului imposibil este 0. Deci, P(&)=0.

Intr-adevir, deoarece m =0, conform (1), obtinem P(J)=—=0.

S |o

3° Probabilitatea unui eveniment aleator este un numar cuprins intre 0 si 1.
Intr-adevar, numarul m al cazurilor favorabile evenimentului aleator 4 satisface
dubla inegalitate 0 <m <n, de unde 0 < ™ <1. Prin urmare, 0< P(A4)<1.

n

Bl Generalizam

[

. Probabilitatea oricarui eveniment 4 satisface dubla inegalitate 0 < P(A4) <1.

2. Cu cat probabilitatea este mai mare, cu atat mai des se realizeaza evenimentul aleator
in cadrul probelor efectuate ale experimentului respectiv.

W Aplicam 7 /:{Calcula‘gi probabilitatea evenimentului:

_

a) A = {aparitia, la aruncarea zarului, a uneia dintre fetele cu 1, 2, 3, 4, 5 sau 6 puncte};

b) B = {aparitia a 9 puncte la aruncarea zarului};

¢) C = {extragerea la intamplare a bilei albe dintr-o urna ce contine 3 bile albe si 7 bile
negre}.
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§2. Notiunea de probabilitate

_2/’ Ordonati crescator probabilitatile obtinute.
Rezolvare:

1. a) Deoarece pentru evenimentul 4 numarul cazurilor favorabile este m = 6, iar numarul

cazurilor posibile este n =6, obtinem P(A4)= % = % =1.
Asadar, evenimentul 4 este un eveniment sigur si probabilitatea lui este 1.
b) Evenimentul B este un eveniment imposibil si probabilitatea lui P(B) este 0.

¢) Deoarece n urna sunt in total 3+7 =10 (bile), numarul cazurilor favorabile evenimen-
tului C este m =3, iar numarul de cazuri posibile este n =10. Atunci, P(C)= n_o_ -
n
Evenimentul C este un eveniment aleator, a carui probabilitate este

2. Ordonand crescator probabilitatile calculate, obtinem 0<0,3<1 sau
P(B)< P(C)< P(A).

Evenimentele egal posibile se mai numesc evenimente echiprobabile. Probabilitatea
fiecaruia dintre evenimentele echiprobabile este una si aceeasi.

De exemplu, evenimentele ,,Aparitia stemei” si,,Aparitia valorii” sunt echipro-
babile la aruncarea unei monede perfecte. Daca insd vom arunca o moneda
deformata, aceste evenimente nu mai sunt echiprobabile i probabilitatea fiecaruia
poate fi calculata numai prin probe.

Putem calcula probabilitatea evenimentelor farad a efectua experimente numai
daca stim cu certitudine ca toate rezultatele posibile ale experimentului sunt
evenimente echiprobabile.

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. ’lﬁ Investigati! Care este sansa ca la aruncarea unui zar sa apara fata cu numarul de puncte:
a) 6; b) 0; c) 10; d) 3?

2. Intr-un set de 20 de patrate, numarul patratelor rosii este egal cu numarul patratelor albastre. Care este sansa de a
extrage un patrat rosu? Dar un patrat albastru?

o
(o] a . . . < o <
3. @@ Lucrati in perechi! Calculati sansa ca la aruncarea unui zar sd apara o fata:

a) cu un numar mai mic decat 2; b) cu un numar mai mare decat 2;
¢) cu un numar mai mic decat 3; d) cu un numar mai mic decat 6;
¢) cu un numar mai mare decat 10.

4. Aflati probabilitatea extragerii unei bile albe dintr-o urna ce contine 15 bile albe.

5. Calculati probabilitatea obtinerii, la aruncarea zarului, a unui numar de puncte:
a) multiplu al lui 2; b) multiplu al lui 3; ¢) multiplu al lui 4; d) multiplu al lui 1.

6. Care este probabilitatea ca dupa duminica urmeaza luni?
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§2. Notiunea de probabilitate

7. Intr-o urni sunt 4 bile albe, 5 bile negre si 11 bile rosii.
Calculati probabilitatea ca bila extrasa la intamplare sa fie:
a) alba; b) neagra; ¢) rosie.

8. Care este probabilitatea ca un peste sa vorbeasca?

9. ’? Investigati! Aflati probabilitatea ca un numar natural nenul mai mic
decat 91, luat la intAmplare, si fie:
a) prim; b) par; ¢) impar.

H B Formam abilitatile si aplicam

10. Intr-un cos sunt 3 perechi de manusi de diferite culori. Se iau la intimplare
doua manusi. Care este probabilitatea de a avea o pereche de manusi de aceeasi
culoare?

11. Owurna contine 5 bile albe, 6 bile rosii si 7 bile verzi. Se extrage la intamplare o
bila. Care este probabilitatea ca bila extrasa nu va fi alba.

12. Inclasa a IX-a invati 14 baieti si 17 fete. Pentru a fi de serviciu in
clasd, se alege la intdmplare o persoana. Care este probabilitatea ca
aceastd persoand si fie:

a) baiat; b) fata?

13. Intr-o urni sunt 6 bile albe, 5 bile galbene si 13 bile verzi. Aflati numarul minim de bile ce trebuie extrase simultan, la
intamplare, astfel incat printre ele sa se afle:
a) doua bile verzi; b) doud bile albe; c¢) doua bile galbene; d) doua bile de culori diferite.

14. Intr-o urna sunt 30 de bile numerotate: 1, 2, 3, ..., 30. Ordonati probabilitatile de realizare a evenimentelor:
A = {extragerea unei bile, al carei numar impartit la 5 da restul 1};
B = {extragerea unei bile cu numarul un patrat perfect}.

l B B Dezvoltam abilitatile si cream
15. Aflati probabilitatea ca un numar natural nenul mai mic decat 501, luat la intdmplare, sa aiba suma cifrelor egala cu 13.

16. Intr-o urna sunt 50 de jetoane numerotate: 1, 2, 3, ..., 50. Ordonati probabilitatile de producere a evenimentelor:
A = {extragerea unui numar prim cu 15};
B = {extragerea unui numar prim cu 25};
C = {extragerea unui numar prim cu 30}.

17. 1) Propuneti 3 experimente cu:
a) evenimente echiprobabile;
b) evenimente care nu sunt echiprobabile.
2) Calculati probabilitatile evenimentelor de la punctul a).

18. Formulati si rezolvati cate un exercitiu asemanator cu exercitiile 6, 7, 8, 10, 14.

O S
) 0]
19. @ Lucrati in grup! @ Proiect. Aplicatii ale probabilitatilor in diverse domenii.
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§ 3. Elemente de statistica matematica

’@ Investigam + Elevii clasei a [X-a au obtinut la testul de matematica urmatoarele rezultate: doud note
L de 3, o nota de 4, sapte note de 5, patru note de 6, cinci note de 7, trei note de 8, patru

g note de 9 si doud note de 10. Inregistrati aceste date intr-un tabel.

Rezolvare:

¥
- zultatele obtinute de elevii clasei

k2 [X-a la testul de matematica. Frecventa |0 |0 |21 74|53 |42
Spunem ca am realizat o ana-

Tabelul aldturat contine re-

N
¥ Eha. 5N 2
Y (.

Nota |1[2(3[|4]5|6|7(8]9]10

liza statistica, am colectat si am
inregistrat date.

Statistica matematica este stiinta care se ocupa de colectarea, inregistrarea, prelu-
crarea, analiza si interpretarea datelor referitoare la un anumit fenomen (din acti-
vitatea economica si viata sociald, din fizica, biologie, meteorologie, agricultura etc.).

Bl Definitii ¢+ Orice multime care formeaza obiectul unei analize statistice se numeste populatie

statistica. Numarul elementelor populatiei statistice se numeste volumul populatiei.

¢ Fiecare element al populatiei statistice este numit unitate statistica (sau individ).

¢ Trasatura comuna a tuturor unitatilor statistice (indivizilor) este numita caracteristica
statistica.

¢ Caracteristica ce poate fi masurata (nota, varsta, inaltimea, volumul etc.) se numeste
caracteristica cantitativi (numerica).

¢ Caracteristica ce nu poate fi masurata (culoarea ochilor, preferintele etc.) se
numeste caracteristica calitativa.

¢ Caracteristica ce poate lua numai valori izolate dintr-o multime de valori se numeste
caracteristica discreta (nota, numarul de elevi si eleve in clasa etc.).

¢ Caracteristica ce poate lua orice valoare dintr-un interval numeric se numeste
caracteristica continua (inaltimea, volumul, aria etc.).

Bl Exemple
. Elevii unetl Elevii unei Autovehiculele dintr-o | Colaboratorii | Colaboratorii
Populatia R . . .
’ clase clase intreprindere unei firme unei firme
Caracteristica Nota la test}l lv Culqa rea Durata de functionare Varsta Greutatea
de matematica ochilor ’

Caracteristicile nota la testul de matematica, durata de functionare, vdrsta, greutatea
sunt de natura cantitativa, iar caracteristica culoarea ochilor este de natura calitativa.

j'l/f Identificati In problema rezolvata de mai sus: a) populatia statistica;
b) unitatile statistice;
c) caracteristica si tipul caracteristicii.
Rezolvare:
a) Populatia statistica este multimea elevilor din clasa.
b) Fiecare elev al clasei este o unitate statistica.
c) Caracteristica este nota obtinuta la test si este o caracteristica discreta.
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§3. Elementele de statistica matematica

7 Numérul de note 2’// Reprezentati printr-un grafic cu bare rezultatele obtinute la testul de

6T matematica din exemplul precedent.

5

4 | - Rezolvare:

3 I ] I Reprezentarea grafica este datd in figura 2.

2 -

I I——I I I I Rezultatele obtinute la o analiza statisticd pot fi reprezentate intr-un
3 345678 010Nt tabel (tabelul de date statistice — fig. 1) sau cu ajutorul graficelor si diag-

Fig. 2 ramelor (grafice cu bare, diagrame prin cercuri, diagrame prin padtrate,

diagrame structurale [cerc de structurd, patrat] etc.).

De exemplu, in figura 3 (cerc de structurd) este reprezentatd structura unei suprafete,
ca mod de folosire a terenului dintr-o asociatie agricola.

Figura 4 (diagrama prin patrate) ilustreaza modificarea numarului de carti dintr-o biblioteca
intr-o perioada de timp.

Productia semestriald (anuald, lunard, sdptdmanald, zilnicd) a unei Intreprinderi poate fi
reprezentatd sub forma unui grafic, numit graficul productiei (fig. 5).

A Mii de bucati
Teren arabil 7004 4 2012 o0t
50T !
5058 2011 20 F 4
30 ™~
3086 2010 0}~/ 11
oy/iob b
1005 2009 P
1 23456 Lumle
Fig. 4 Fig. 5

O problema importanta a trasarii graficelor la o analiza statisticd este pastrarea
proportiilor, prezentarea corecta a tuturor datelor.

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. S-aefectuat o analiza statistica a situatiei frecventarii lectiilor de catre elevii claselor V-IX in luna noiembrie si s-au
obtinut urmatoarele rezultate: in clasaa V-a,,A” — 10 absente, in a V-a ,,B” — 8 absente, ina VI-a,,A” — 4 absente, in a
VlI-a,,B”—2 absente, in a VII-a—14 absente, in a VIII-a— 7 absente, in a [X-a ,,A” — 8 absente, in a [X-a ,,B” — 3 absente.
a) Identificati: populatia statistica, unitatile statistice, caracteristica si tipul caracteristicii.

b) Reprezentati rezultatele obtinute:
1) intr-un tabel; 2) printr-un grafic cu bare.

2. ﬁ Investigati! Inregistrati datele statistice referitoare la inaltimea elevilor din clasa.
a) Premzatl care este: populatia statistica, unitatile statistice (indivizii) si caracteristica statistica.
b) Reprezentati prin tabelul de date statistice si prin graficul cu bare rezultatele obtinute.

H B Formam abilitatile si aplicam

3. Reprezentati cu ajutorul unui cerc de structurd numarul baietilor si numarul
fetelor din clasa.

4. Reprezentati cu ajutorul unei diagrame prin patrate suprafata continentelor

(gasiti datele in manualul de geografie).
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5. Reprezentati printr-un grafic cu bare multimea elevelor si elevilor din scoald repartizati pe clase.

6. Miniproiect. Inregistrati temperatura aerului in cursul zilei de duminica, din ora in ora. Treceti datele obtinute intr-un

grafic.

H B B Dezvoltam abilitatile si cream

7.~ hg Investigati! Realizati o analizd statisticd a unor evenimente (experimente) sociale, economice etc. Colectati,
&

inregistrati i reprezentati datele printr-un tabel, grafic sau diagrama.

o
8. @ Lucrati individual! Investigatie. Evenimente din viata mea.

§ 4. Elemente de calcul financiar

in diverse situatii se discuta despre situatia financiara in familie, in stat, la firma etc. Se
utilizeaza termenii: procente, dobanda, TVA, pret, credit, buget. Ce Inseamna acesti termenti,

cand si cum 1i putem utiliza?
Procent — pro centum
4.1. Procente | (lat.) — impartit la o suta.

Y7 Ne amintim » Raportul de forma —— 10 (se mai scrie p%) se numeste raport procentual.

* Un procent (1 %) este o sutime (a suta parte) dintr-o marime initiala.

25
o/ — - 19 250 ===
100 p%= 100 %= 100 /= 100
e 1=100%=
100°
Retineti! 1. Pentru a afla cte procente (p) reprezintd un numar  dintr-un alt numar s, inmultim
valoarea raportului % cu 100 %: p%=%~100 % |. (1)
2. Pentru a afla p% dintr-un numar dat » calculam numarul:
-_P .
m=700"" | 2)
3. Pentru a afla numarul », stiind ca m reprezinta p% din el, calculam numarul:
100
5 3)
[ Observaﬁe Procentele se utilizeaza, de reguld, in business, operatii bancare,

financiare etc. 0,1 % =1 9%,=
Promilele se utilizeaza in domeniile unde sunt necesare calcule

cu exactitate sporitd. De exemplu, in industria farmaceutica.

OOO
se citeste ,,0 promil”.

W Aplicam E‘l/f In clasa a IX-a invatd 12 fete, ceea ce constituie 48 % din numirul total de elevi ai

acestei clase. Aflati cati elevi invatd in clasa a IX-a.

Rezolvare:

Aplicam formula (3) si obtinem: n = % 12=25.

Rdaspuns: 25 de elevi.
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g Pretul unui produs a scazut cu 10 %, iar dupa o lund pretul nou s-a micsorat cu 20 %.

4.2. Dobanzi

== Retineti!

B Aplicam

B Generalizam

==|Retineti!

108

Dupa cele doud modificari de pret produsul costa 207 lei. Aflati pretul initial al produsului.
Rezolvare:

Fie x — pretul initial. Dupa prima modificare pretul va fi x — 10 | x=0,9x (lei). Iar dupa

100
a doua modificare pretul va fi 0,9x—0,2-(0,9x) =0,9x(1-0,2) =0,8-0,9-x =0,72x (lei).
Conform conditiei, dupa cele doua modificari vom avea: 0,72x =207.
Deci x=207:0,72=287,5 (lei).

Raspuns: 287,5 lei.

Procentele au o aplicare extinsa in domeniul financiar, inclusiv pentru determinarea mérimii
dobanzii.
* Dobanda este suma de bani care trebuie achitatd pentru folosirea unei sume de
bani (numita si capital) imprumutate sau depuse la banca.
* Rata dobdnzii este raportul procentual dintre dobanda (de reguld, obtinuta timp
de 1 an) si suma (capitalul) imprumutata sau depusa la banca.

Daca 1000000 de lei, depusi pentru un an, genereaza o dobanda de 125 000 de lei, atunci
rata anuald a dobanzii este 12,5 %. Acesteia 1i corespunde o ratd lunard a dobanzii de

11225 %, adica 1,04 %.

Relatia dintre dobanda, timpul de plasament si rata dobanzii depinde de tipul de
plasament ales.
Exista plasamente cu dobdnda simpla si plasamente cu dobdndda compusd.

* O persoana depune la banca suma de 15000 de lei, in plasament cu dobanda simpla, cu
o ratd anuald de 11 %. Ce suma va avea persoana peste 3 ani?
Rezolvare:

Suma depusa (capitalul) este S, =15000 de lei, iar rata anuald a dobanzii este p =11 %.

Atunci dobanda este D=2, - 15 0= =15000- m =1650 (lei). Deci, peste un an, suma va fi
S =8+D=S,+S,- 100—15000+16SO:16650 (lei).
Peste doi ani, sumava fi §,=8,+D+D=S§,+2D=5,+2S,- 150 18300 (lei). Iar

peste trei ani S, =S, +D+D+D=S§,+3D=S§,+3S,- =19950 (lei).

0 100
Raspuns: 19950 de lei.

In cazul plasarii sumei S, cu dobanda simpld, avand rata anuald p%, dupd » ani dobanda

vafi|D,=n-D=S,-n- m , 1lar suma obtinuta — S”:S[1+n m) neN

O suma de bani este plasatad in regim de dobdndd compusa atunci cand, la sfarsitul
primei perioade a plasamentului, dobanda simpla generata de suma este adaugata la
suma initiald pentru a produce la rindul ei dobandi in perioada urmitoare. In astfel
de cazuri se mai spune ca depunerea se realizeazd cu capitalizare.
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Fie S, suma initiald plasata cu dobandd compusa pe o perioadd de » ani, iar p% —
aceeasi raté a dobéanzii pentru fiecare perioadd. Deci, dupa un an, dobanda obtinuta este

D =S,- 100 0 0" Aceasta dobandd se adaugd la suma initiala S, astfel cd suma
S, =5,+D,=85,+S, lf)? 0= =S (1 + 1o 0) devine suma (capitalul) care va produce dobanda

in al doilea an.
P _g . P14 P 5
Dobéanda obtinuta dupa doi ani este D, =S, - I O 0 =S5, 100 (1 +1 00 ), care se adauga la

capitalul existent S|, astfel incat suma

2
5 =5+D, S(l 100) SOIOO(I 100) S(l 100)

devine capitalul care va produce dobanda in al treilea an.

n—1
Dupa n ani dobanda obtinuta va fi | D, =5 - P (1+L) , lar suma totala va fi

x ©°700( " ' 100
Sn:S(l‘i'm) .

In formula, D, semnificd dobanda corespunzatoare fiecarei perioade (fiecarui an) de
. plasament, adica dobanda obtinuta la ultima perioada (ultimul an) de plasament, deci
Atentie. la anul al n-lea. Nu se va confunda cu dobanda obtinuta pe intreaga durata a plasa-

100

mentului, care se calculeaza aplicand formula D, =S, |:(1 + —) - 1].

W Aplicam Calculati dobanda si suma obtinutd dupa doi ani prin plasarea cu dobanda compusa a
200000 de lei, cu rata anuala de 9%. Aflati dobanda obtinuta pe intreaga durata a
plasamentului.

Rezolvare:
Avem §,=200000, n=2, p=9%.

2-1
Atunci D, =S, -2~ (1+L) 200000i(100+9)=180~109=19620(lei).

*"700°| ' " 100 100 | 100
2 2
Suma total va fi S, = S, -(1+%) =200000~(1+%) =200000- 115 231 =237620 (lei).

2 2
S P _qil= . L R .
Deci, D, =S, [(1 + 100 ) 1:| 200000 [(l + 100 ) 1] 37620 (lei).

Raspuns: Dobanda dupa doi ani — 19 620 de lei; suma totala — 237 620 de lei.
Dobanda obtinuta pe intreaga duratd a plasamentului — 37 620 de lei.

4.3. TVA, preturi

La procurarea produselor, bunurilor etc. ne intereseaza atat calitatea acestora, cat si
preturile de vanzare.

Retineti! * Pretul de productie (de cost) este pretul care reflecta totalitatea cheltuielilor
pentru producerea unui produs (bun): cheltuielile legate de forta de munca,
mijloacele de productie (materie prima, energie, utilaj, Inchirierea spatiului etc.),
cheltuielile de desfacere.

o TVA-ul, sau taxa pe valoarea addugatd, reprezinta un venit (impozit) la bugetul
de stat, platit de consumatorii de bunuri si servicii. in bugetul statului se transfera
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taxele pentru valorile adaugate de fiecare proprietar/consumator. Aceste taxe se
adauga de fiecare data la pretul de vanzare si sunt achitate de consumatori.
TVA-ul se calculeaza din marimea venitului pe care vrea sa-l incaseze proprietarul
bunului (produsului).

* Cota de impozitare (procentul TVA) este fixa si unicd pe o anumita perioada
stabilita de stat. De exemplu, in Republica Moldova cota standard este de 20 %,
iar cota impozitului pe venit este de 12 % din venitul anual impozabil, dar poate
varia in functie de anumite categorii de venituri in conformitate cu prevederile
Codului fiscal.

s Pretul de vinzare = pretul de productie + TVA-ul. (In unele cazuri pretul de
vanzare mai include adaosul comercial si profitul producatorului.)

W Aplicam Pretul de vanzare al unui produs este de 640,5 lei. Stiind ca procentul TVA este de 20 %,
determinati pretul de productie al produsului.
Rezolvare:
Fie x lei — pretul initial. Atunci x + %x =640,5. Deci 1,2x =640,5, iar x=533,75.
Raspuns: 533,75 lei.

4.4. Buget, credite

Retineti! Bugetul reprezinta o evidentd a veniturilor si cheltuielilor unei tari, firme, familii sau
persoane etc.

Pentru a evita problemele financiare referitoare la lipsa de bani, se recomanda ca fiecare
familie, fiecare persoana sa tina evidenta banilor, sa-si planifice cheltuielile i posibilele venituri.
* Bugetul familiei (sau bugetul personal) este un plan (proiect) privind veniturile si

cheltuielile familiei (sau personale) pentru o perioada de timp (de reguld, un an sau o luna).

Bugetul trebuie sa fie elaborat astfel incat sa prevada cheltuielile obligatorii (alimente,
imbracaminte, transport, taxe etc.) si acumulari pentru cheltuieli neprevazute.

=| Retineti! Sfaturi utile pentru a cheltui inteligent
— Planificati cumparaturile. — Cititi si analizati anunturile publicitare.
— Fiti atenti la calitate. — Luati in considerare garantia si posibili-
— Comparati preturile si magazinele. tatile de reparatie.
— Urmariti si utilizati reducerile. — Cautati lucruri reciclabile.

— Negociati pretul, daca este posibil.

Bl Exemple 1. Dinu este student. El si-a elaborat urmatorul buget pentru luna aprilie:

Venituri Cheltuieli
1. | Bursa 800 lei 1. | Transport 100 lei
.| Rezerva 500 lei 2. | Chirie 700 lei
3. | Ajutor de la parinti | 1400 lei 3. | Internet 300 lei
Total 2700 lei 4. | Produse alimentare | 1300 lei
5.| Divertisment 250 lei
Total 2650 lei

110 Algebra Capitolul 6. Elemente de teoria probabilitatilor si de statistica

matematica. Elemente de calcul financiar




§4. Elemente de calcul financiar

2. Familia Lucescu are urmatorul buget lunar:

Venituri Cheltuieli
1. | Salarii 18400 lei 1. fntre;inere apartament 2360 lei
.| Pensii 7250 lei 2. | Abonament TV, internet 270 lei
3. | Dobanda din depozite | 300 lei 3. | Produse alimentare 8400 lei
Total 25950 lei 4. | Produse nealimentare 2500 lei
5. | Transport/carburanti 2600 lei
6. | Divertisment (cinema, teatru, excursii etc.) | 1000 lei
7.| Cheltuieli neprevazute 2200 lei
Total 19330 1lei
Retineti! Orice eveniment cultural, familial, religios etc. se organizeaza si se desfasoara avand
la baza un buget format rational.

O sursad de majorare temporara a veniturilor, in caz de necesitate, este creditul (impru-
mutul). Prin credit se intelege o suma de bani luatd cu imprumut, care urmeaza a fi restituita
insotita de o dobanda. Actiunea de acordare a unui credit se numeste creditare.

Persoana (agentul financiar) care acordd imprumut se numeste creditor, suma
imprumutata se numeste credit, iar persoana (agentul economic) care ia creditul se numeste
debitor.

Restituirea creditului se numeste rambursare, iar termenul pana la care trebuie de
rambursat creditul se numeste scadentd.

Sunt diverse tipuri de credite: credite bancare, comerciale, bugetare; credite pe termen
scurt (pdnd la 1 an), pe termen mediu (1-5 ani), pe termen lung (peste 5 ani); credite
interne, credite internationale s.a.

Rambursarea creditului se poate face printr-o singurd transa sau esalonat in cateva
transe.

W Aplicam O banca a acordat unui antreprenor un credit de 50 000 de lei pe o perioada de 2 ani in regim
de dobanda simpla, cu rata anuald a dobanzii de 15%. Aflati suma pe care o va restitui
antreprenorul la sfarsitul termenului (scadentd).

Rezolvare:

Conform conditiei problemei, avem S, =50 000 de lei, n =2, iar p =15%.

- 5 _ 2p _ 130 _ -
Atunci, suma totala va fi S, =S, (1 +100 )—50 000 100°= 65000 (lei).
Raspuns: 65000 de lei.

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. O firma agricola are de arat 720 ha. Intr-o prima etapa s-au arat 144 ha. Cate procente din intreaga suprafati au fost
arate?

2. 22 % din suma de bani constituie 1650 de lei. Aflati suma initiala.

3. La sfarsitul anului scolar, 26 % din numarul de elevi ai unui gimnaziu sunt absolventi. Determinati cati elevi a avut
gimnaziul, dacd au mai ramas 370 de elevi.
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4. Determinati ce dobanda simpld aduce un capital de 74 000 de lei pe o perioada de 1 an, daca rata dobanzii este de 16 %.

5. O persoand depune la banca suma de 160000 de lei in plasament cu dobanda simpla pe 2 ani si obtine dobanda de
17600 de lei. Aflati rata dobanzii.

o
0 . A x < o . < <
6. @@ Lucrati in perechi! Se plaseaza in regim de dobanda compusa suma de 12 milioane de lei cu o ratd anuald a
dobanzii de 10 %. Calculati dobanda totala rezultatd peste 5 ani.

7. Determinati care este rata anuala a dobanzii pentru ca o suma plasata in regim de dobanda compusa sa se majoreze
cu44% in 2 ani.

8. Aflati pretul de vanzare al unei marfi care costa 4 800 de lei fara TVA, daca TVA-ul constituie 24 %.

9. Care este pretul de vanzare al unui televizor, daca cheltuielile de productie sunt de 8250 de lei, iar TVA-ul consti-

tuie 20 %.
) 9 0]
10. @ Lucrati in grup! Copiati si completati urmatorul tabel privind calculul taxei pe valoare adaugata .
Produsul Pret cumparare TVA (20%) Pret cumparare
odusu fird TVA ° cu TVA
I 2000
! Post International MDL“SRL
Il 8000 k" g:t’r.vixluntagééogé%i
10NO 101466002
m 12300 3 P o
k.. 1014606029674
)1 Operator 01

11. Lamagazin s-a eliberat bonul de platd. Determinati daca s-a calculat corect in lei TVA-ul. 5969?908
12. Bugetul lunar al familiei Paslaru este: ; 53?33
Venituri Cheltuieli 1941 .
Salarii 9350lei 1. | intretinere apartament 30 % din venituri SE}M :‘lkgl’a?] ? 2%
2. | Pensii 3400 lei 2. | Abonament TV, internet 200 lei ™
Total 12750 lei 3. | Produse alimentare 45 % din venituri
4. | Transport/carburanti 700 lei
5. | Rechizite scolare 350 Iei
Total ?lei

13.

14.
15.

16.

H B Formam abilitatile si aplicam

17.
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a) Determinati suma totald a cheltuielilor.
b) Este suficientd suma veniturilor pentru a acoperi cheltuielile necesare?

Elaborati bugetul personal pentru luna martie.
’? Investigati! Discutati cu parintii si elaborati bugetul familiei pentru o luna de iarna.

O persoana ia un credit in suma de 1 000 u.m. (unitati monetare) in regim de dobanda simpla pe un termen de 2 ani cu
rata anuald a dobanzii de 10 %. Aflati ce suma trebuie sa restituie debitorul.

O banca a acordat unui antreprenor un credit de 12 000 u.m. pe o perioada de 2,5 ani in regim de dobanda simpla, cu rata
anuald a dobanzii de 15 %. Determinati ce suma va primi banca la sfarsitul acestui termen.

In biblioteca scolara sunt 16400 de carti, dintre care 7 380 sunt manuale, iar 25 % din rest sunt culegeri de poezii.
a) Cate procente reprezinta manualele?

b) Cate culegeri de poezii sunt?

c¢) Cate procente din totalul cartilor reprezinta celelalte carti?

Algebra
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o
0 - . . .. . . .
18. @@ Lucratiin perechi! O familie preconizeaza sa procure un frigider la pretul de 9 500 de lei. Cu ocazia evenimen-
tului ,,Vinerea neagra” magazinul ofera reduceri de 11 %.

a) Ce suma a economisit familia? b) La ce pret a cumparat frigiderul?
0
19. % Lucratiin grup! O bancd comerciald are afisata oferta de dobanzi (in %) la expirarea termenului in urmatorul
tabel:
Valuta Lei USD (%) Euro Lei, sume mai mari de 25 de milioane
Termene >
1 luna 12,50 2,20 3,20 15,00
3 luni 13,50 2,25 3,30 16,00
6 luni 14,50 2,30 3,40 16,50
1 an 14,75 2,50 4,00 17,50

Calculati dobanzile aferente sumelor:
1)2500 de dolari; 2)300 de euro; 3) 5 milioane de lei; 4) 35 de milioane de lei pe termenele:
a) 1 luna; b) 3 luni; ¢) 6 luni; d) 1 an.
20. O sumade 100 de milioane de lei e depusa la banca pe un termen de 3 ani in regim de dobanda compusa cu o ratd anuala
a dobanzii de 14,5 %.
a) Care va fi suma depozitului la termenul scadent? b) Ce dobanda totala va genera acest depozit?

21. Un capital de 2,5 milioane de lei este plasat in regim de dobanda simpla pe o perioada de 2 ani cu rata anuald a dobanzii
de 12 %.
a) Ce dobanda va genera acest depozit la finalul plasamentului? b) Care va fi suma depozitului la finalul plasamentului?

0 .
22. @@ Lucratiin perechi! Intr-un magazin, o masina de spalat are afisat pretul de 8 240 de lei si langa acest pret e scris
TVA=1648 lei.
a) Determinati cate procente constituie TVA-ul. b) Aflati care este pretul de cost (de productie).

23. Pretul de vanzare al unui produs este de 5 280 de lei. Acest pret este format din pretul de productie, adaosul comercial
s1 TVA-ul. Se stie ca adaosul comercial reprezintd 14 % din pretul de productie, iar TVA-ul constituie 18 % din pretul
de productie. Determinati pretul de productie.

24. Unei firme i se acorda un credit de 20 de milioane de lei pe un termen de 2 ani in regim de dobanda compusa. Creditul
si dobanda totalizeaza la sfarsitul celor 2 ani 23 328 000 de lei. Determinati ce procent de dobanda s-a aplicat.

25. Suma de 100000 de lei este imprumutata de catre un fermier in regim de dobanda simpla astfel: 2 ani cu rata anuala a
dobanzii de 12 %, 3 luni cu 15 % si 9 zile cu 20 %. Aflati suma finala care trebuie sd fie rambursatd de catre debitor.
Observatie: Anul financiar este considerat de 360 de zile.

26. O familie elaboreaza bugetul pentru Revelion. Suma
preconizata este de 6 500 de lei.

a) Utilizand datele din imagine, completati tabelul astfel
incat cheltuielile sa se incadreze in suma preconizata.

Cheltuieli

Cadouri copiilor

Produse alimentare

Bauturi

Produse de patiserie
Artificii
Total

Sl Bl Rl I B

b) Elaborati un buget similar pentru sarbatoarea de Revelion.
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H B B Dezvoltam abilitatile si cream
27.

28.

In urma cu 2 ani si 3 luni o persoana a imprumutat 10 000 de lei in regim de dobanda compusi calculata anual. in cei
3 ani, ratele anuale ale dobanzilor au fost de 15 %, 17 % si 20 %. Determinati ce suma trebuie acum sa plateasca
persoana si care a fost dobanda aferenta.

O persoana fizica isi propune ca peste 5 ani sd dispuna de un depozit la banca de 210 milioane de lei. Determinati ce
suma trebuie sd depuna persoana in prezent pentru ca in conditiile unei dobanzi compuse cu rata anuala de 20 % sa
dispuna peste 5 ani de suma dorita.

29.

30.

(]

@ Lucrati in grup! Proiect. Finantele in viata noastra.

0 0
% Lucrati individual! Proiect. Bugetul familial si bugetul personal.

Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele
1. ’,@ Investigati! Intr-o cutie sunt bomboane rosii, galbene si verzi: jumatate sunt de
&
culoare rosie, o treime — de culoare galbena, iar celelalte — de culoare verde. Care dintre
aceste culori este mai putin probabila la extragerea la intamplare a unei bomboane din
cutie?
2. Fie ourna cu 12 jetoane de aceeasi forma numerotate cu 1, 2, 3, ..., 12 si experienta aleatoare care consta in extragerea
unui jeton. Enumerati evenimentele elementare ale acestui experiment.
3. Intr-un pachet sunt 7 mere verzi si 14 mere rosii. Care este probabilitatea ca, extrigand un mar la intimplare, acesta sa
fie: a)verde; b) rosu?
. N . .. e . . |
4. Fetele unui cub sunt colorate 1n rosu si galben. Probabilitatea aparitiei fetei galbene la aruncarea cubului este o lara
.5 . a .
fetei rosii — re Cate fete galbene si cate fete rosii are cubul?
0
0] . o . . . < A
5. @@ Lucrati in perechi! Fie o urna cu 10 bile numerotate cu 1, 2, 3, ..., 10 si experimentul aleator care consta in
extragerea unei bile. Aflati probabilitatea extragerii unei bile cu un numar:
a) prim; b) par;
¢) impar; d) mai mare decat 4;
€) mai mic decat 7; f) mai mare decat 11;
g) mai mic decat 11; h) care se divide cu 3.
6. Un capital de 25 de milioane de lei este plasat in regim de dobanda simpla pe o perioada de: 1) 1 an; 2) 3 ani, cu rata
anuald a dobanzii de 20 %.
a) Aflati ce dobanda genereaza acest capital pe perioada plasamentului.
b) Cat ar trebui sa fie rata dobanzii pentru ca acest capital sa aduca in 2 ani o dobanda egala cu cea obtinuta dupa 3 ani.
7. Ce procent de dobanda are o operatiune bancara, daca un capital initial de 60 000 u.m. va determina un capital final de
67200 u.m. dupa un an?
8. Intr-un magazin, un frigider are afisat pretul de 14400 de lei, inclusiv TVA-ul de 20 %. Aflati pretul de productie al
acestui frigider.
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Exercitii si probleme recapitulative

H B Formam abilitatile si aplicam
9. Aflati probabilitatea ca un numar natural nenul, mai mic decat 151, luat la intamplare, sa fie:
a) o putere cu exponent natural mai mare decat 1; b) un patrat perfect.
10. Intr-o lada sunt 150 de piese. Se stie ca 2% dintre ele sunt defectate. Aflati probabilitatea ci o piesd extrasa la
intamplare nu va fi defectata.
11. Dintr-un pachet de 36 de carti de joc se extrage la intdmplare o carte. Aflati probabilitatea ca s-a extras un as.
12. Aflati probabilitatea ca un numar natural mai mic decat 121, luat la intdmplare, sa aiba suma cifrelor egald cu 9.

13. Intr-un pachet sunt 6 mere rosii si 12 mere verzi. Ce numir minim de mere trebuie extrase
din pachet pentru a fi siguri ca cel putin un mar este rogu?

o
0
14. @@ Lucrati in perechi! Determinati daca sunt echiprobabile evenimentele:
a) A = {din 30 de bilete numerotate (1, 2, 3, ..., 30), se extrage la Intdmplare biletul cu numarul 2};

B = {din 30 de bilete numerotate (1, 2, 3, ..., 30), se extrage la intamplare biletul cu numarul 20}.
b) A = {se castiga la loterie}; B = {nu se castiga la loterie}.
15. Creditul de 100 de milioane de lei este plasat in regim de dobanda simpla, cu o rata anuala a dobanzii de 10 %.

Determinati pe ce perioada de timp este facut plasamentul, daca la termenul scadent se obtine o dobanda de 5 milioane
de lei.

16. Ce procent de dobanda are o operatiune bancara, dacd un capital initial de 200 de milioane de lei va determina un
capital final de 216 milioane de lei?

17. Pretul de vanzare al unui produs este de 6 600 de lei. Acest pret este format din pretul de productie, adaosul comercial
si TVA-ul. Se stie ca adaosul comercial reprezinta 12 % din pretul de productie, iar TVA-ul — 20 % din pretul de
productie. Determinati pretul de productie.

18. Suma de 2 000 u.m. este imprumutata in regim de dobanda simpla astfel: 1 an cu rata de 20 %, 5 luni cu rata de 15 % si
15 zile cu rata de 25 %. Aflati dobanda aferenta si suma finala.

19. O persoana fizica contracteaza un credit in suma de 8 000 u.m. pe un termen de 2 ani. Determinati ce suma va restitui
debitorul, daca:

a) rata anuald a dobanzii simple este de 16 %; b) rata anuald a dobanzii compuse, cu capitalizare anuala este de 14 %.

H B B Dezvoltam abilitatile si cream

20. ’HQ Investigati! Doru castigd la un joc dacd bila extrasa din urnd este alba. Determinati ce urna este mai convenabil
s aleagd Doru pentru ca probabilitatea castigului sa fie mai mare:
a) cea cu 12 bile albe din 38; b) cea cu 45 de bile albe din 105;
c¢) cea cu 18 bile albe si 54 rosii; d) cea cu acelasi numar de bile albe, rosii si negre.

21. Intr-ourna se afla bile pe care sunt scrise numere de trei cifre formate cu cifrele 5, 6 si 7. Aflati probabilitatea extragerii
unei bile pe care sa fie scris un numar care incepe cu cifra 5.

22. Se aruncd o moneda de 3 ori. Care este probabilitatea ca:
a) stema sa apara de doua ori; b) stema sa apara cel putin o data?

23. Un investitor poate plasa un capital de 10 milioane de lei Intr-o banca la 40 % pe an sau poate investi Intr-o productie
cu o eficienta asteptata de 150 %. Pierderile de productie sunt descrise printr-o functie patratica definitd prin formula
f(x)=0,05x*, unde x este valoarea capitalului investit in lei. Profitul este impozitat la p%. Aflati pentru care valori
ale lui p investitia in productie va fi o alocare mai profitabila a capitalului.

o ot
24, @ Lucrati individual! Proiect. Statistica in profesiile parintilor.
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Test sumativ

Varianta |

. Intr-un cos sunt 3 mere rosii si 1 mar galben.
Fie evenimentele:

A, = {extragerea unui mar rosu},

A, = {extragerea unui mar galben}.
Completati casetele:

2) P(Al):l:l; b) P(AZ):I:I.

. La o loterie sunt 20 de bilete castigatoare si 360 de
bilete necastigatoare. Laura a cumparat un bilet de
loterie. Care este probabilitatea ca biletul sa fie
castigator?

. Fetele unui cub au fost colorate 1n albastru si galben.
Probabilitatea aparitiei fetei albastre la aruncarea
cubului este % jar a fetei galbene — % Cite fete
albastre si cate fete galbene are cubul?

. Pretul de vanzare al unui produs este de 2400 de lei si

este obtinut prin aplicarea TVA-ului de 20 % la pretul
de productie. Determinati pretul de productie.

. O persoana a depus la bancad suma de 4000 de lei in
regim de dobanda simpla. Ce suma a primit dupa 2 ani,
stiind ca rata anuald a dobanzii a fost de 8 %?

. In cercul de structuri este reprezentat structura repar-
tizarii cartilor Intr-o biblioteca scolara:

manuale
65%

romane
20%

carti de

dictionare  matematica
a) Cate procente din numarul total reprezinta cartile de
matematica?
b) Cate carti sunt 1n bibliotecd, stiind ca erau 240 de
carti de matematica?

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

Varianta Il

. Intr-o urni se afla o bila alba si doua bile rosii.

Fie evenimentele:

A, = {extragerea unei bile albe},
A, = {extragerea unei bile rosii}.
Completati casetele:

aPay= | weay= .

. La o loterie sunt 200 de bilete, dintre care 15 castiga-

toare. Care este probabilitatea ca biletul cumparat de
Nicu sa nu fie castigator?

. Fetele unui cub au fost colorate in maro si verde.

Probabilitatea aparitiei fetei maro la aruncarea cubului
este %, iar a fetei verzi — % Cate fete maro si cate fete

verzi are cubul?

. Pretul de vanzare al unui produs este de 1800 de lei si

este obtinut prin aplicarea TVA-ului de 20 %. Deter-
minati pretul de productie.

. O persoana a depus la banca suma de 6 000 de lei in

regim de dobanda simpla. Ce suma a primit dupa 2 ani,
stiind ca rata anuala a dobanzii a fost de 10 %?

. In cercul de structuri este reprezentata structura repar-

tizarii marfii intr-un depozit:

cuptoare televizoare

45%

masini
de spalat
20%

frigidere
20%

plite electrice

a) Cate procente din numarul total reprezinta cuptoa-
rele?

b) Cate unitati de marfa sunt in depozit, stiind ca sunt
150 de cuptoare?

116 Algebra Capitolul 6. Elemente de teoria probabilitatilor si de statistica

matematica. Elemente de calcul financiar







Geometria este cea mai frumoasd formd a matematicii.

Proclus

N

§ 1. Recapitulare si completari
1.1. Elementele cercului. Proprietati de baza

Il Ne amintim El;Stabili‘gi ce figurd defineste multimea:
a) punctelor egal departate de extremitatile unui segment dat;
b) punctelor situate la distanta de 5 cm de un punct dat.

B Definitii ¢ Fie 7 un numar real pozitiv si O un punct din plan. Cercul de centru O si razi r

este multimea punctelor din plan situate la distanta  de punctul O (fig. 1).
Notam: € (O,r).

¢ Fie Ae €(0,r). De asemenea, numim razi seg-
mentul ce uneste centrul cercului cu un punct al lui.

¢ Segmentul ale carui extremitdti sunt puncte ale cer-
cului se numeste coarda. Coarda care contine
centrul cercului se numeste diametru al cercului.

¢ Punctele 4 si B se numesc diametral opuse, daca
[4B] este diametru.

Fig. 1

* Amintiti-va definitia figurilor congruente si stabiliti care dintre urmatoarele cercuri
sunt congruente: € (A, =3 cm), €,(B,r =4 cm), €,(A,r =4 cm), €,(B,r =3 cm).

fg Examinati desenul (fig. 2, O este centrul cercului) si Ce
numiti punctele situate de centrul cercului la distanta:

‘H

a) egald cu raza cercului, E*
b) mai mica decét raza cercului;
¢) mai mare decat raza cercului.

Care dintre aceste puncte apartin interiorului cercului? D

Fig.2
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§ 1. Recapitulare si completari

Bl Definitii ¢ Fie €(0,r). Multimea punctelor M din plan pentru care OM < r se numeste
interiorul cercului. Notam: Int ‘€(O,r).

¢ Multimea punctelor N din plan pentru care ON > r se numeste exteriorul cercului.
Notam: Ext €(0O,r).

¢ Reuniunea €(0,r)si a interiorului lui este discul de centru O si raza r.
Notam: 9(0,r).
Prin urmare, 9(0,r)=¢(0,r)U Int €(O,r)={M |OM <r}.

?;’ *Examinati desenul (fig. 3) si demonstrati cd orice 3 puncte diferite ale unui
cerc sunt necoliniare.
Indicatie. Demonstrati prin metoda reducerii la absurd cda C¢ 4B, unde 4, B, C

sunt trei puncte arbitrare diferite de pe cerc. Presupunand cda Ce 4B, cercetati
triunghiurile dreptunghice ODB si ODC.

* Cate puncte comune, cel mult, pot avea o dreapta si un cerc?

Fig.3

’?? Investigam ,?gExaminagi desenul (fig. 4, O este centrul cercului).
/ Ce se poate spune despre segmentul OM si triunghiul AOB, daca:
a) OM L 4B; Q
b) M este mijlocul segmentului AB?
A

Trageti concluzia.

Il Teorema 1 Daca diametrul cercului contine mijlocul unei coarde,
atunci el este perpendicular pe ea.

» Formulati reciproca teoremei 1, care de asemenea este teorema.

* Demonstrati teorema 1 si reciproca ei.

Il Teorema 2 Daca doud coarde ale unui cerc sunt congruente,
atunci ele sunt egal departate de centrul cercului.

*Sa demonstram teorema 2.
Ipoteza: {A,B,C,D} c €(O,r), [AB]=[CD].
Concluzie: d(O,[AB])=d(0, [CD]).
Demonstratie:

® AAOB =ACOD (Criteriul LLL). Fie M si N mijloacele segmentelor 4B, respectiv CD
(fig. 5).

® [OM ]si [ON] sunt mediane si inaltimi ale triunghiurilor 4OB, respectiv COD.
Conform @, [OM |=[ON].

® d(0,[4B])=0OM =ON =d(0O, [CD)), cctd. B>

* Reciproca teoremei 2 de asemenea este teorema. Formulati i demonstrati reciproca
teoremei 2.

* Reformulati Intr-o singurd teorema de forma ,,/poteza daca si numai daca Concluzia™:
a) teorema 1 si reciproca ei; b) teorema 2 si reciproca ei.

» Aplicand teorema 1, explicati cum poate fi gasit centrul necunoscut al unui cerc dat.

* Optional
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§ 1. Recapitulare si completari
1.2. Pozitiile relative ale unei drepte fata de un cerc

Wl Ne amintim 1 /ZExaminagi desenele (fig. 6, O este centrul cercului).
Observati cum se numeste dreapta / in fiecare caz.

J /
/
dreaptd exterioara dreaptd tangenta la cerc; dreaptd secanta
cercului M — punct de tangentd la cerc
Fig.6

 Fie d distanta de la centrul cercului ‘€(O,r) la dreapta /. Completati adecvat:
a) Dreapta [ este cercului €(0,r) daca si numai daca d > r.
b) Dreapta / este tangenta la cerc daca si numai daca
c) Dreapta / este daca si numai daca d <

Il Teorema 3 Daca o dreapta este tangenta la un cerc, atunci ea este perpendiculard pe raza dusa

in punctul de tangenta.
*Sa demonstram teorema 3.
Ipoteza: €(O,r)NI={M}.
Concluzie: OM L1.
Demonstratie:
Aplicam metoda reducerii la absurd. !

@ Presupunem contrariul: OM X [. 4 M
Fie ca perpendiculara pe / construita din punctul O B L
intersecteaza / in punctul 4 (fig. 7).

@ Fie Bel, astfel incat [AB]=[AM].

® AOAB =AOAM (Criteriul CC).

@ Conform @), [OB]=[OM], adica [OB] este raza.
Prin urmare, Be €(O,r).
Am obtinut ca dreapta / are doud puncte comune
(M si B) cu cercul — contradictie. Fig.7
Deci, presupunerea cd OM nu este perpendiculara

pe dreapta / este gresita, adica OM 1L1. P>
Reciproca teoremei 3 de asemenea este teorema.

* Formulati si demonstrati reciproca teoremei 3.

* Optional
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% 'Pf*‘uuﬁ ok mjﬁ. (optional)

- Problema

B Fixam cunostintele

Fie M un punct al cercului ‘€(0,r) (fig. 8).
Sa construim o dreaptd tangenta la cerc, astfel incat
M sa fie punctul de tangenta.

Rezolvare:
@® Construim raza OM (fig. 9).

@ Construim perpendiculara AB pe dreapta OM:
- construim O, € OM , astfel incat [O,M |=[OM |;
- construim € (0,r,) si ‘€,(0,,r,),unde r, >r;
-GN =1{4.B).

® Conform reciprocei teoremei 3, deoarece
AB 1 OM si M e €(0,r), rezulta ca AB este
tangenta la cerc in punctul M.

Prin orice punct al cercului se poate construi o unica
dreapta tangenta la cerc in acest punct.

Examinati desenul (fig. 10) si demonstrati ca:
a) [AM]=[BM];
b) [MO este bisectoarea unghiului AMB.

* Doua tangente la acelasi cerc, duse dintr-un punct
exterior cercului, determina cu punctele de tangenta
doua segmente congruente.

* Semidreapta cu originea Intr-un punct exterior si care
contine centrul cercului este bisectoarea unghiului
format de tangentele din acest punct la cerc.

Exercitii si probleme

§ 1. Recapitulare si completari

Fig. 10

1. Construiti i notati un cerc:
a) cu centrul 4 siraza de 4 cm; b) cu centrul B siraza de 6 cm.

o
0 . . L " . .. .

2. @@ Lucrati in perechi! Examinati desenul (O este centrul cercului) si numiti: razele; coardele; diametrele; punctele

interioare cercului; punctele exterioare cercului; punctele diametral opuse.

a) B b)
¢ E
4 4
D
Q .
M‘
.F .
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§ 1. Recapitulare si completari

3.

4.

5.

6.

18.

19.

Stabiliti pozitia punctului 4 fatd de €(O, r =6cm),dacd | 9. Mediatoarea segmentului nenul 4B trece prin centrul
distanta de la 4 la O este de: cercului €(O, r). Stabiliti pozitia dreptei AB fat de cerc,
a)6em; b)3/5cm; ©)6,6)em;  d) (V5 ++/3) em. daca: a) OA=>5cm, r =6 cm;
. ) ) ) b) OAd=r= 3 cm;
Coardele AB si CD ale unui cerc sunt situate la aceeasi 4 1 )
distantd de la centrul cercului. Aflati AB, daca: ¢) O4d=14cm, r= 125 em si AB=12 cm;
a) CD =8 cm; b) AB+CD =14 cm; d) OA=15cm, r=12cm si AB=18 cm.
¢) AB+2CD =610 cm; d) SAB+CD=12cm. 10. Fie ¢(0, r). Aflati distanta de la centrul cercului la
Diametrul 4B intersecteazd coarda MN a aceluiasi cerc coarda 4B, daca:
de razi r sub un unghi drept in punctul £. Aflati distanta a) AB=8cm, r=5cm; b) AB=24cm, r=13cm;
de la centrul cercului la MN, daca: ¢) AB=a, r=>b.
a) ME =9 cm, r=15 cm; 11. Fie [AB] o coardi a cercului ¢(O, r), iar d — distanta
b) ME=12 cm, r=13 cm; de la centrul cercului pAni la aceasti coarda. Determi-
c) 4NE=2r—-2cm=32 cm. nati r, daci:
Fie d distanta dintre dreapta / si centrul cercului a) AB=12cm, d =8cm; b) AB=d = V3em.
(O, r). Determinai pozitia dreptei / fafa de cerc, dacé: 12. Care este masura unghiului format de tangentele la un
a) d=3cm, r=4cm; b) d =63 cm, r =35 cm; cerc, duse dintr-un punct aflat la o distantd de cerc
c)d=r=2,7cm; d)d=0cm,r =g cm; egald curaza cercului?
0
0 0
e)d=+3- J5cem, r= 2 cm. 13. @ Lucratiin grup! Construiti un cerc, stiind ca
3-4/5 . B
10 B 10 orice coarda a lui are cel mult 10 cm.
S
Aflati raza cercului si lungimea 4 m c | 14 Fie cercul (O, r =8 cm) si AB o coarda a lui. Folosind
segmentelor AC si BM din doar echerul, construiti mijlocul lui [4B].
desen, unlde. ]\/éeste mijlocul 15. Distanta dintre centrul O al cercului si o coarda 4B
segmentului AC. este de doud ori mai mica decat raza. Determinati
m(£ABO).
Din punctul M exterior cercului au fost duse tangentele 16, i 1a di de 6 om d duss
la cerc. Fie 4 si B punctele de tangenta. Aflati BM, daca: 6 Intr-un cerc, la distanta e. emde centm, este dusa o
coarda de 12+/3 cm. Aflati raza cercului.
a) AM =13,7cm;
b) AM —2BM =-3,(4)cm; 17. Stabiliti pozitia punctului M fata de € (O, r), daca:
¢) AB=8 cm, m(£AMB)=60°. ) OM=2r; b)OM=2-\3]r; o OM=2.
r
l B Formam capacitatile si aplicam
Din punctul 4, aflat la distanta de 29 cm de la centrul | 21. Fie M € Ext €(O, r) si A€ €(0O, r), astfel incat AM
cercului €(0, r), a fost dusa tangenta 4B la cerc (B este tangentd la cerc. Aflati raza cercului, daca
este punctul de tangentd). Determinati raza cercului, m(£AMO) =45° si AM =75 cm.
daca AB=2lcm. 22. Fie M e Ext €O, r= Jis cm) si A€ €(0, r), astfel
Fie de Ext €(0,r=5cm) si Ce (O, r), astfel incat AM este tangenta la cerc. Fie N mijlocul segmen-
o < tului OM. Determinati AN, dacd m(£LAOM ) = 60°.
incat AC este tangenta la cerc. N ’
Aflati O4, dacd m(£LOAC) =30°. 23. @@ Lucrati in perechi! Matematica in viatd.

20.

122

Fie M € Ext €(0, r=3,5cm) si Ae €(O, r), astfel
incat AM este tangenta la cerc.
Aflati OM, dacd m(£LAMO) =30°.

Geometrie

Capitolul 1. Cercul

Mihai a construit un cerc si a sters centrul. Cum
construim centrul cu ajutorul riglei si al compasului?
Indicatie. Folositi teorema 1 (p. 119) si proprietatea
mediatoarei unui segment.



24.

25.

26.

27.

Il B Dezvoltam capacitatile si cream

32.

33.

34.

35.

39.

Capitolul 1. Cercul Geometrie

§ 1. Recapitulare si completari

Fie AM tangenta la ¢(O, r) in punctul 4. Aflati
distanta de la punctul O la punctul M, daca:

a) AM =0,8, r=0,6; b) AM =24, r=18,;

c) AM =x,r=y.

’@ Investigati! Demonstrati cd mijloacele coardelor
de aceeasi lungime ale unui cerc sunt puncte conciclice
(apartin aceluiasi cerc).

Indicatie. Utilizati teorema 2 (p. 119).

Cercurile €(0,r) si €(O,, r) se intersecteazd In

punctele M si N. Aflati 0OO,, dacd MO=13 cm,
MO, =6 cm, MN =10cm.

Construiti un cerc de raza r ce trece prin punctele A4 si
B date, daca:

a) AB=5cm, r=6cm;

b) AB=A15cm, r=5cm.

Indicatie. Pentru a construi [4B] folositi teorema inal-
timii si relatia (v15)* =3-5.

28.

29.

30.

31.

Fie cercul €(O, r =8cm). Construiti un triunghi ABC
inscris in acest cerc, astfel incat AB=2BC =10cm.

Utilizand doar rigla si compasul, construiti un unghi
de: a) 45°% b) 22°30’; c) 157°30".

Intr-un cerc cu centrul O si raza de 6 cm, coarda AB
este congruentd cu raza. Determinati distanta de la
punctul O la coarda AB.

In desenul de mai jos, dreptele BA si BC sunt tangente
la cercul cu centrul O in punctele 4 si C. Aflati masura
unghiului ABC, daca se cunoaste ca m(£LA4A0C)=110°.

< B

€O, R) si €O,,r)
0,0, > R + r. Dreapta [ este tangentd ambelor cercuri

sunt exterioare, adica

in punctele 4 si B. Calculati 0,0,, daca
m(£A40,0,)=60°, R=15cm, r=5cm.
Cercetati toate cazurile posibile.

Intr-un triunghi dreptunghic, un punct de tangenti al
cercului Inscris 1n acest triunghi imparte ipotenuza in
segmente cu lungimile de 5 cm si 12 cm. Aflati lungimile
catetelor triunghiului.

Intr-un cerc cu raza de 25 cm sunt duse, de aceeasi
parte a centrului, doud coarde paralele, cu lungimile
de 40 cm si 30 cm. Determinati distanta dintre aceste
coarde.

Fie dreapta / si punctele M si N. Construiti un cerc
care contine punctele M si N si al carui centru apartine
dreptei /. In ce situatie problema:

a) are o singura solutie;

b) are o infinitate de solutii;

¢) nu are nicio solutie?

Patru borcane cilindrice identice au fost dispuse pe fundul circular al
unei cratite, ca in desen. Aflati raza R a bazei cratitei, daca raza bazei unui

borcan este egald cu 4 cm.

36.

Fie cercul @(O, r) si punctul M exterior cercului.
Construiti prin M o dreapta care taie cercul dupd o
coarda de lungime x, unde:

a) r=10cm, MO=15cm, x=8 cm;

b) r=8cm, MO=12 cm, x=10 cm.

Indicatie. Utilizati teorema: Doud coarde ale unui cerc
sunt congruente daca si numai daca sunt egal
departate de centrul cercului.

@ Matematicd distractiva

37.

38.

Impartiti cu ajutorul a doar trei taieturi rectilinii un

disc in:
a) 4 parti; b) 5 parti;
c) 6 parti; d) 7 parti.

Dintr-un punct al cercului este coborata o perpendi-
culard pe o raza a lui, astfel incat aceastd raza este
impartita in doud segmente proportionale cu 8 si 9,
considerand de la centru. Aflati lungimea perpendicu-
larei, daca raza cercului este de 68 cm.
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§ 2. Unghiuri inscrise in cerc

2.1. Unghi la centru. Arce de cerc
W Ne amintim j'|/5 Care este masura unghiului descris de minutarul unui ceas timp de 10 minute?

Il Definitii ¢ Un unghi cu varful in centrul unui cerc se numeste unghi la centru.
¢ Intersectia cercului cu interiorul unghiului la centru se numeste are mic al cercului.
Notam: _ AB, unde 4 si B sunt punctele de intersectie a unghiului la centru cu
cercul. y

aQ

¢ Intersectia cercului cu exteriorul unghiului la centru
se numeste arc mare al cercului. Notam: _ ACB,

Q
unde C apartine cercului, dar nu apartine arcului mic. g’ YA
¢ Punctele 4 si B se numesc capetele arcelor. Arcele 2 B
AB si ACB se numesc arce complementare.
In afara de faptul ca punctele 4 si B determina doua
arce, ele mai determina coarda 4B. Se spune ,,coarda Fig. 12

AB subintinde arcul 4B”.

¢ Maisura unui arc mic este masura unghiului la centru corespunzator arcului.

¢ Misura unui arc mare este egald cu 360° minus masura arcului complemen-
tar lui.

¢ Doua arce ale aceluiasi cerc (sau a doua cercuri congruente) sunt congruente
daca au masuri egale. Notatia _ 4B = _ CD se citeste: arcele 4B si CD sunt
congruente.

¢ Capetele unui diametru determina doud arce congruente, numite semicercuri,
fiecare cu masura de 180°.

¢ Se numeste unghi inscris in cerc unghiul cu varful pe cerc si ale carui laturi
intersecteaza cercul.

'ﬁ@ Investigam :2'/’ Examinati desenul (fig. 13, O este centrul cercului).
Utilizand datele din desen si luand in considerare ca
ZAOB = ZCOD si [AG]=[EF], determinati:
a) CD; b) m(LFOE).
Rezolvare: F
AAOB = ACOD (Criteriul LUL).
Prin urmare, CD = cm.
AAOG = (Criteriul LLL).
m(LFOE)=m(L )= °.
Raspuns: CD = cm, m(LFOE)= °.

Il Teorema 4 Daca doua coarde ale aceluiasi cerc (sau a doua cercuri congruente) sunt congru-
ente, atunci arcele pe care le subintind sunt congruente.

Reciproca teoremei 4 de asemenea este teorema.

* Demonstrati teorema 4 si reciproca ei.
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§2. Unghiuri inscrise in cerc

% 'Pf*‘uuﬁ ol oo-dﬂwh, (optional)

3’ Cum se poate construi un cerc, stiind ca o coarda de 3 cm subintinde 1n acest cerc un arc
de 70°?

Rezolvare:
@D Pentru a construi cercul, trebuie sa construim un seg-
ment de lungimea razei (fig. 14).

@ Consideram constructia realizata (vezi desenul).

@ Fie [OM] indltime a triunghiului isoscel AOB.
AOMB este dreptunghic, m(£B)=55°,
BM=1,5 cm. Fig. 14

Prin urmare, conform criteriului CU, triunghiul OMB (in particular, ipotenuza OB) poate
fi construit in mod univoc.

@ Constructia poate fi realizata in urmatorul mod:
- construim segmentul AB de 3 cm;

- construim mediatoarea MM, a segmentului 4B, unde M este mijlocul segmentu-
lui AB;
- construim [BB,, astfel iIncat m(LMBB,) =55°;
- [MM,N[BB, ={0};
- construim cercul €(O,OB).
» Utilizand proprietatile triunghiurilor si ale unghiurilor obtinute la intersectia a doud drepte
paralele de o secantd, poate fi demonstratd urmatoarea teorema:

[ Te()rema 5 Doua arce ale aceluiasi Cerc cu- / \
B

prinse intre doua coarde para- o)
lele sunt congruente (fig. 15).

+ Demonstrati ci doud coarde egal depirtate AD|BC= - 4B=_CD
Fig. 15

de centrul cercului sunt congruente.

2.2. Unghiuri inscrise in cerc

’?@ Investigam  + Examinati desenele (fig. 16) si aflati m(ZABC).
A

C

b)
Fig. 16
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§2. Unghiuri inscrise in cerc

Il Teorema 6

Rezolvare:

a) Examindm AAOB: [AO]=[0B], deci £ZB= /A.
ZAOC este unghi exterior pentru ZAOB, deci m(£LAOC) =m(£L4) + m(£LB).
m(/B) =%m(4 )= e,

b) Casiin cazul a) m(£ABB,) = %m(LAOBI ) (1)

m(£B,BC) = %m(i ). (2)
Adunand relatiile (1) si (2), obtinem
m(LABB,) + m(£B,BC) = m(LABC) = %m(l
¢) Similar cazurilor a) si b), obtinem:

m(ZABC):%m(Z )=,

Masura unui unghi inscris in cerc este egala cu jumatate
din masura arcului cuprins intre laturile unghiului (fig. 17).

Fig. 17

Consecinta 1
Unghiurile inscrise in acelasi arc de cerc
sunt congruente (fig. 18).

%47

Fig. 18

Exercitinu  Desenul din figura 20 sugereaza un algoritm de con-
- struire a tangentelor la un cerc de centru O dintr-un
punct M dat, exterior cercului. Luand in considerare

consecinta 2, explicati acest algoritm.

Consecinta 2
Unghiurile Inscrise intr-un semicerc sunt
drepte (fig. 19).

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Desenati si notati un unghi la centru de masura ¢ al cercului €(O, r), unde:

a) ¢ =60° r=4cm; b) ¢ =90°, r=6 cm;

2. Punctele 4, B, C apartin unui cerc si Be — AC.
a) Aflati m(— BC), daca m(— AC)=120°, m(— AB)="75°.
b) Aflati m(— AC), daca m(— AB)=35° m(— BC)=55°.

¢) =120°, r=+/5 cm.

¢) Aflati m(— 4B), dacd m(— AC)=150°, m(— AC)+m(— BC)=175°.
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§2. Unghiuri inscrise in cerc

w

0 . . . . .
@@ Lucrati in perechi! Comparati MN si KL din urmatoarele figuri (O este centrul cercului):

a) by N v K c)
L

4. alculatl masura unghiului o (O este centrul cerculul)

Q
88° ‘

5. Cate grade are unghiul la centru corespunzator arcului: | 7. Construiti unghiul ABC cu varful B in interiorul cercului,
a) de % din cerc; b) — din cerc; astfel incat:
| a) m(£LA4BC)=25% b) m(LABC)=115%
c) 10 din cerc; d) ﬁ din cerc; ¢) m(LABC) =210°.
1 . . 1 .. . . . . .
e) 5 din semicerc; f) 2 din semicerc? 8. Construiti unghiul 4ABC cu varful B in exteriorul cercului,
0 astfel incat:
0 o) - .
6. @Lucmﬁ in grup! Construiti unghiul ABC for- a) m(£LA4BC)="170% b) m(£LABC)=127°
mat de secanta AC si tangenta AB ale aceluiasi cerc, c) m(LABC)=165°.
astfel ncat:  a) m(24BC)=40% 9. Aflati diametrul cercului in care este inscris triunghiul
b) m(£4BC)=75% ABC cu unghiul drept B si:
¢) m(£A4BC)=350°. a) AC=8cm, BC =4cm; b) AB=20cm, BC =21cm.

10. ’lﬁ Investigati! Fara a masura, stabiliti tipul triunghiului 4ABC — ascutitunghic, dreptunghic, optuzunghic (O este
centrul cercului).

N VTN,
= =

A C C
N

11. Punctele 4, B, C, D sunt situate, 1n aceasta ordine, pe | 13. Punctele 4, B, C, D sunt situate, in aceasta ordine, pe
un cerc. [AC] si [BD] sunt diametre perpendiculare. un cerc de centru O si AB || CD. Aflati:
Determinati tipul patrulaterului ABCD. a) m(£LA40D), dacd m(£LBOC)=50°;

12. Punctele 4, B, C, D sunt situate, in aceasti ordine, pe b) m(£BOC), dacd m(£LDA0) =70°;
un cerc. [AC] si [BD] sunt diametre neperpendiculare. ¢) m(£4D0), daca m(£BCO) = 65°.
Determinati tipul patrulaterului ABCD. o —

14. Domnul Albu a vopsit o portiune din bordura ce imprejmuieste un razor de flori
in 10 minute (vezi desenul). In cate minute va reusi sa vopseasca portiunea
ramasa a bordurii?

15. Fie ABC un unghi format de secanta 4B si tangenta AC (4 este punctul de
tangentd) la un cerc de centru O. Aflati m(£BAC), dacda m(£L40B)=80°.

: S iy e
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§2. Unghiuri inscrise in cerc

l B Formam capacitatile si aplicam

16. Punctele 4, B, C, D, E sunt situate, in aceastd ordine, | 18. Dintr-un punct al cercului sunt duse doua coarde
pe un cerc. Aflati masurile arcelor AB, BC, CD, DEA, perpendiculare cu lungimile de 35 cm si 12 cm. Deter-
daci ele sunt direct proportionale cu numerele 3, 4, 2, 3. minati raza cercului.

17. Punctele 4, B, C, D, E sunt situate, in aceasta ordine, | 19. '1@ Investigati! Cate arce si cite coarde existd cu
pe un cerc. Aflati masurile arcelor AB, BC, CD, DEA, capetele:  a) in 3 puncte ale unui cerc;
daca ele sunt invers proportionale cu numerele 1, 2, 3, 6. b) in 7 puncte ale unui cerc;

¢) in n puncte ale unui cerc?

20. Tmpér;i;i un cerc in sase arce, astfel incat masurile lor sa fie proportionale cu numerele 1, 3,6, 7, 8, 11.

21. Calculati masura unghiului o (O este centrul cercului):

b) ©)
@ B
</
%\; 135° V

22. Care este masura arcului descris de minutarul unui ceas | 24. Coardele 4B si AC ale unui cerc au fiecare lungimea de

laun interval de: a) 20 de minute; b) 25 de minute; 16 cm. Aflati raza cercului, dacd m(— BC)=120°.
¢) 4 minute; d) 35 de minute?

d)

. . . o 25. Fie AB o coarda a unui cerc. Prin punctul 4 se duce
23. Punctele 4 si B apartin unui cerc, astfel incat

m(— 4B)=120°.
Aflati raza cercului, daca AB = 6+/3 cm.

tangenta AC la cerc, iar prin punctul B — o coarda BD.
Determinati m(£BAC), daca m(£BDA) =80°.

l B Dezvoltam capacitatile si cream
26. Laturile unui unghi de 60° sunt tangente la un cerc cu raza de 20 cm. Aflati distanta dintre punctele de tangenta.

27. Laturile unui triunghi dreptunghic sunt tangente la un cerc. Unul dintre punctele de tangenta imparte o catetd in
segmente cu lungimile de 3 cm §i 5 cm. Determinati lungimea ipotenuzei.

28. Calculati masura unghiului o (O este centrul cercului):
a) b)

29. Folosind rigla si compasul, construiti un arc de:
a) 60°; b)30°  ¢)120°; d) 15°.
30. Se cunoaste un unghi de 19°. Construiti (doar cu rigla si compasul) un unghi de:
a) 9°. Indicatie. 180°=19°-9+9°.  b)5° c¢)l1°.
31. Se daununghi de 25°. Construiti, folosind rigla si compasul, un unghi de:
a) 10°. Indicatie. 100°=25°-4=90°+10°.
b)5°  ¢)20°.
32. Fie €(0O, r =4 cm) si punctul 4 exterior lui. Construiti tangentele 4M si AN ale cercului.
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33.

34.

|
1.

Hl B Formam capacitatile si aplicam

14.

15.

16.

17.

Exercitii si probleme recapitulative

O coardd a unui cerc are lungimea de 30 cm. Printr-o extremitate a acestei coarde este dusa o tangenta la cerc, iar prin

cealalta extremitate este dusa o coarda cu lungimea de 36 cm, paraleld cu tangenta. Aflati raza cercului.

Intr-un cerc cu raza de 2 cm este construita o coarda de 1 cm. Printr-o extremitate a acestei coarde este dusa o tangenta

la cerc, iar prin cealalta extremitate este dusa o coarda paralela cu tangenta. Determinati lungimea acestei coarde.

Exercitii si probleme recapitulative

Fixam cunostintele

a) Desenati un cerc cu raza de 5 cm. Construiti coardele
AB de 5 cm, BC de 6 cm, diametrele MN si KL.
b) Masurati unghiurile LMK si LNK.

’@ Investigati! Stabiliti pozitia punctului 4 fata de
€O, r= 73 cm), daca:

19
a) OA=—= cm; b) 04 =43 +2+5 cm;
) NG ) ( )
c) OAzﬂ cm; d) OA:(7+\/§) cm.

3
Punctele 4, B, C apartin €(O, » =6,5 cm), astfel incat
[4B] este diametru. Aflati AC, daca BC =12 cm.

Fie €(O, r = NG cm) si coardele AB si CD congruente.
Aflati d(O, 4B), daca d(O, CD)=6 cm.

Fie €(O, r= J19 cm). Determinati lungimea coardei
AB, daci d(O, AB)=+/6 cm.

Desenati si notati un unghi la centru de 45° al cercului
€0, r=6 cm).

Punctele M, N, K, L sunt situate, in aceasta ordine, pe
un cerc. Aflati:

a) m(— MN), dacda m(— ML)=115°, m(— NL)=55°
b) m(— NK), daca m(— MK)=37°, m(— NL)=065°
m(— ML) =285
¢) m(— KL), daca m(— MN)=39°, m(— MK)=94°,
m(— NL)=122°.

8.

10.

11.

12.

13.

Construiti in €(0, r =4,5 cm) un unghi inscris de:
a) 100%  b) 160°  c) 240°%  d) 180°.

Coardele 4B si CD se intersecteaza in punctul M inte-
rior cercului. Aflati:

a) AM,daca CM =18 cm, MD =3 cm, MB =9 cm;

b) MB, dacd AM =+/7 cm, CM =3,5 cm, MD =8 cm.

Punctele 4, B, C, D sunt situate, 1n aceastd ordine, pe
cercsi AB(\CD ={M}. Aflati:
a) CM,daca AM =24 cm, MB=8 cm, MD =16 cm;

b) MD, daca AM =% cm, MB =% cm, CM =1cm.

Punctele 4, B, C sunt situate pe cercul de centru O.
Aflati:

a) m(£LABC), daca m(£LA40C) =104,

b) m(£LAOC), daca m(LABC)=37°%

¢) m(LOAC), dacda m(LAOC) =88°

d) m(£LA4ACO), daca m(LABC)=29°.

o)

0 . n . - .
@@ Lucrati in perechi! Care este masura arcului
descris de minutarul unui ceas la un interval de:

a) 5 minute; b) 25 de minute; ¢) 45 de minute?

Intr-un cerc cu raza de 6 cm, coarda formeaza cu diamet-
rul un unghi de 30°. Determinati lungimea coardei.

Construiti cu rigla si compasul triunghiul ABC cu latu-
rile de \/g cm, 245 cm, 372 em.

Punctele 4, B, C apartin €(O, r = 2J6 cm), astfel incat
[4B] este diametru. Determinati BC, daca OM =4 cm,
unde M este mijlocul segmentului BC.

Folosind echerul si compasul, construiti un unghi de:
a) 135°; b) 157° 30",

Diametrul 4B al cercului cu raza de 2\/ﬁ cm inter-
secteaza coarda CD in mijlocul ei — M. Aflati AM si BD,
dacd CM =52 cm.

Capitolul 1. Cercul

18.

19.

20.

Geometrie

Mediatoarea coardei 4B intersecteaza cercul in punc-
tele C si D. Aflati raza cercului, dacd AB=14 cm si
d(C,4B)=4 cm.

Din punctul M s-au dus tangentele la €(O, r =6 cm),
punctele 4 si B fiind puncte de tangentd. Determinati

OM,daca AM =9 cm.
o)

Lucrati in perechi! Aflati masurile unghiurilor
triunghiului ABC cu varfurile pe acelasi cerc, daca:
a) m(— 4B)=50°, m(— AC)=280°%
b) m(— 4B)=46° m(- AC)="74°.
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Test sumativ

BB Dezvoltam capacitatile si cream
21.

22,

23.

Laturile trapezului isoscel ABCD cu baza mare AD sunt tangente la acelasi cerc. Aflati raza cercului, daca

AB=20cm, BC =8cm.

Calculati masura unghiului o (O este centrul cercului):

/

- Flg Investigati! Demonstrati cd masura unghiului cu varful in interiorul cercului este egald cu semisuma masurii

& . . A . . . . ~ .. .
arcului cuprins intre laturile sale si a arcului cuprins intre prelungirile laturilor sale.

24.

1.

130
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Test sumativ

Varianta |

a) Desenati un cerc cu centrul M si raza de 3 cm.
Construiti diametrul BD, coardele DA si BA, precum si
tangenta la cerc in punctul 4.

b) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei: ,,Daca
MX =(\/§ +2) cm, atunci punctul X este exterior
cercului”. Justificati.

¢) Stiind cd m(£LAMB) =50°, aflati masurile unghiu-
rilor triunghiului ABD.

d) Stiind ca m(£LAMB) =50°, aflati masura unghiului
format de tangenta construita si coarda DA.

Fie cercul cu centrul O sirazade 13 cm.

Diametrul 4B este perpendicular pe coarda MN de
24 cm si o intersecteaza in punctul C.

a) Aflati distanta de la punctul O la coarda MN.

b) In ce raport punctul C imparte diametrul 4B?

Laturile trapezului isoscel ABCD cu bazele BC de 9 cm
si AD de 25 cm sunt tangente la un cerc cu centrul O.
a) Aflati lungimea laturii laterale a trapezului.

b) Determinati raza cercului.

c¢) Demonstrati ca triunghiul 4OB este dreptunghic.

Geometrie

0 0
@ Lucrati in grup! Proiect STEAM. Cercul si discul in arhitectura.

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

Varianta Il

1. a) Desenati un cerc cu centrul N si raza de 2 cm.

Construiti diametrul 4B, coardele AC si BC, precum si
tangenta la cerc in punctul 4.

b) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei: ,,Daca
NY =(\/§ —1) cm, atunci punctul Y este exterior
cercului”. Justificati.

¢) Stiind ca m(LCBA) =40°, aflati masurile unghiu-
rilor triunghiului ACN.

d) Stiind cd m(£LCBA) =40°, aflati masura unghiului
format de tangenta construita si coarda AC.

. Coarda AB de 40 cm a cercului cu centrul O este

perpendiculara pe diametrul DC, 1l intersecteaza in
punctul X si se afld la 21 cm de centrul cercului.

a) Aflati raza cercului.

b) In ce raport punctul K imparte diametrul DC?

. Laturile trapezului isoscel ABCD cu laturile laterale

AB de 24 cm, CD de 25 cm sunt tangente la un cerc cu
centrul Q.

a) Aflati raza cercului.

b) Determinati lungimea bazelor trapezului.

¢) Demonstrati ca triunghiul CDQ este dreptunghic.
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Natura vorbeste in limba matematicii; literele acestei limbi sunt
cercuri, triunghiuri §i alte figuri geometrice.
\ Galileo Galilei /

§ 1. Notiunea de arie

Am intalnit notiunea de arie in clasele anterioare, cdnd am calculat aria patratului,
a dreptunghiului. De fapt, am calculat aria suprafetei marginite de aceste poligoane.

Reuniunea poligonului convex si a interiorului sdu se numeste suprafata poligonala
convexa. Reuniunea unui numar finit de suprafete poligonale convexe este o suprafati
poligonala.

Aria este un numadr ce caracterizeaza o suprafatd poligonala. Totusi, prin traditie, in loc
de aria suprafetei poligonale vom spune aria poligonului. Notam aria poligonului 4,4,...4,
pnn lJZ//llAzmA,,'

Admitem ca fiind evidente urméatoarele proprietati ale ariei:

1° Aria poligonului este un numar nenegativ.

2° Ariile poligoanelor congruente sunt egale.

3° Aria unui poligon este suma ariilor poligoanelor, cu interioarele disjuncte fiecare doua,

in care se descompune poligonul dat.

4° Aria patratului cu laturile de lungime 1 este egala cu 1.

Deci, daca laturile patratului sunt de 1 m, atunci aria lui este egala cu un metru patrat (se
scrie m®); daci latura patratului este de 1 cm, atunci aria lui este egali cu un centimetru
pitrat (se scrie cm’) etc.

Poligoanele cu ariile egale se numesc poligoane echivalente.

§2. Aria paralelogramelor

2.1. Aria patratului, aria dreptunghiului, aria rombului

I Ne amintim 4 /5 Calculati aria patratului cu laturile de 2,5 cm.

Rezolvare:

Aria patratului cu laturile de lungime a se calculeaza B ; C
cu formula ./ =a*. Deci, ./ =2,5" =6,25 (cm?).
2/ Fie pitratul ABCD (fig. 1). I

a) Comparati ariile triunghiurilor ABC si ADC.

b) Calculati aria triunghiului 4BC, daci laturile patratului 4 : Ly
sunt de 3 cm. Fig. 1

Capitolul 2. Arii Geometrie 131



§2. Aria paralelogramelor

Rezolvare:
a) AABC = AADC (Criteriul CC). Deci, conform proprietatii 2°, .«/,,. = ./,

b) Conform proprietatii 3°, .o/, ., = .4 0 + A \op =

) 1 1
= "Q’/ABC =§‘Q’/ABCD =§'32 =45 (sz).

B Generalizam Aria pitratului cu laturile de lungime a este a’.

Aria triunghiului dreptunghic isoscel cu lungimile catetelor egale cu a este %.

:5//’ Calculati aria dreptunghiului cu laturile de 7,2 cm si 1,1 cm.

Rezolvare:
Aria dreptunghiului cu lungimile laturilor a si b se calculeaza cu formula ./ =a - b.

Prin urmare, ./ =7,2-1,1=7,92 (cm?).

4 Fic dreptunghiul ABCD (fig. 2).
a) Comparati ariile triunghiurilor ABC si ADC.
b) Calculati aria triunghiului ABC, daca laturile dreptunghiului sunt de 6 cm si 12 cm.

B # ¢ Rezolvare:
a) AABC = AADC (Criteriul CC). Deci, conform proprietatii 2°, .«/,,. = .« ..

b) Conform proprietatii 3°, .o/, ., = A 0 + .l opp =

, 1 1
4 # I—D :>QQ/ABC:§.,Q//ABCD25'6'12:36 (sz).
Fig. 2

B Generalizam Aria dreptunghiului cu lungimile laturilor a si b este ./ =a-b.

Aria triunghiului dreptunghic cu lungimile catetelor a si b este «/ = %a -b.

" B
'/XQ Investigam & Calculati aria rombului ABCD cu AC =13,4 cm si BD =18 cm.
Rezolvare:
Fie O punctul de intersectie a diagonalelor rombului. Diagonalele
rombului sunt perpendiculare si punctul de intersectie le injuma- 4 0 n c
tateste.
Triunghiurile dreptunghice 4OB, COB, COD, AOD sunt congru-
ente. Prin urmare, /., =4/, = 4-%-AO-BO =
D
1 AC BD _1 1
=4.—. 2= Z==—4C-BD==-13,4-18=120,6 (cm?). Fig. 3

2 2 2 2 2

Aria rombului este egala cu semiprodusul lungimilor diagonalelor.

of _dl.d2

““romb T 2

Bl Generalizam

,unde d, si d, sunt lungimile diagonalelor rombului.
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§3. Aria triunghiului

2.2. Aria paralelogramului oarecare

B C
'ﬂg Investigam :*1 /5 Fie paralelogramul ABCD si [BM], [CN] — inaltimi
ale lui (fig. 4).
a) Comparati ariile triunghiurilor ABM si DCN.
b) Calculati aria paralelogramului ABCD, daca y = Oy
MB=8cm si AD=11cm. M D
Rezolvare: Fig. 4

a) AABM = ADCN (Criteriul CI). Deci, conform proprietatii 2°,
b) Conform proprietatii 3°,

Ay = Apey -
ABCD - "/MBCD ‘Z/ABM = "QJMBCD ”Q/DCN - ‘Z/MBCN

MBCN este dreptunghi si ./, = MB-BC =MB- AD=8-11=88 (¢cm?).

Bl Generalizam Aria paralelogramului este egala cu produsul dintre lungimea unei laturi si inaltimea

corespunzatoare acestei laturi.

o, =a-h |, unde & este inaltimea corespunzatoare laturii de lungime a.

§ 3. Aria triunghiului

‘N In vestigiam E‘l/f Calculati aria triunghiului 4BC cu inaltimea BM, dacd AC =16 cm, BM =8 cm.

Rezolvare:
B Triunghiurile AMB si BMC sunt dreptunghice (fig. 5).
Prin urmare, .«/,,, é BM -AM, Ay, = ;BM -MC.
¢ Deci, Ao = d gy + e = ;BM CAM +%BM - MC =
M 1 1 1 2
==BM(AM + MC)==BM - AC ==-16-8=64(cm”).
. 2 2 2 c
A Fig. 5
» Examinati desenul si calculati aria triunghiului ABC,
daca AB=12cm, iar CM =10 cm.
Bl Generalizam si aflam 4

* Aria triunghiului este egala cu semiprodusul dintre lungimea unei laturi si inaltimea
corespunzatoare acestei laturi.

ol = 24 h |, unde £ este Tnaltimea corespunzatoare laturii de lungime a a triunghiului.

e Formula lui Herone:

of = \/ p(p—a)(p—->b)(p-c) |, unde a, b, c sunt lungimile laturilor triunghiului, iar

=a+b+c
2

este semiperimetrul lui.

Il Teorema 1 Raportul ariilor a doud triunghiuri asemenea este egal cu patratul raportului de

asemanare.
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§4. Aria trapezului

= ol
&’ Fie triunghiul 4BCsi M e (AC), astfel incat A—M:4 fig. 7). Calculati —2~
= g MC g 5 of

A ppc

Rezolvare:
Construim punctul N e AC, astfel incat BNLAC.
Asadar, [BN] este Tndltimea comuna a triunghiurilor 4ABM si BMC.

1
N IY; C y —BN-AM

4 1
A ypy _2 _AM _
F1g7 Avem », = 1 = MC =4.
e 5 BN-MC
QJABM — AM
Il Teorema 2 Fie triunghiul ABC si M € (AC). Atunci —*-=——.
Ay  MC

Consecinta. O mediana a unui triunghi descompune triunghiul in doud triunghiuri
echivalente.

§ 4. Aria trapezului

'XQ Investigam E‘l/f Fie trapezul TRAP cu baza mare TP de lungime a, M R b A
) baza mica R4 de lungime b si naltimea 4.

Calculati aria trapezului.

Rezolvare: r

Construim punctele M € R4 si N € TP, astfel incat
TM1RA, ANLTP (fig. 8). Evident, TM =AN =h.
1 1

AQNCH gy =l + iy =3 TM - RA+L AN TP =Th-b+h-a=1h(a+b).

Fig. 8

Bl Generalizam Aria trapezului cu bazele de lungimile a, b si indltimea 4 se calculeaza cu formula

of = %h(a + b) = h-m|, unde m este lungimea liniei mijlocii a trapezului.

:% Fie trapezul ABCD cu AD || BC (fig. 9).
a) Comparati ), 1 A 0py> A pe S1 Apep.
b) Fie {I} = AC(\BD. Comparati ./, $i .</.,. I

Rezolvare:

a) Indltimile triunghiurilor ABD si ACD, coborate 4 Fig. 9
din varfurile B si C pe latura comuna 4D, sunt inaltimi
ale trapezului. Prin urmare, triunghiurile ABD si ACD sunt echivalente, adic@ /), = .o/ .
Similar, se poate ardta ca .o/ ;. = .y, .

b) Y ypr = Q/ABD Q/AID’ {Z/CID = AcD /AID

Dar conform a), ./, =./,,,. Prin urmare, .«/ ,,

= .,

CID *

Bl Generalizam Diagonalele unui trapez si laturile neparalele formeaza cu una dintre baze triunghiuri
echivalente.
Triunghiurile formate de diagonalele unui trapez cu laturile neparalele sunt echivalente.
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§ 5. Aria poligonului regulat. Lungimea cercului si aria discului

1 /5 Stiind ca m este lungimea Tnaltimii coborate din centrul poligonului regulat pe una dintre
laturile lui, iar / este lungimea laturii, calculati aria poligonului, stiind ca el are:
a) 6 laturi;  b) n laturi.

~

C Rezolvare:
a) Poligonul regulat cu 6 laturi se numeste hexagon regulat.
Fie O centrul cercului inscris in hexagonul regulat ABCDEF (fig. 10). Evident
D ¢a triunghiurile AOB, BOC, COD, DOE, EOF si AOF sunt congruente, iar suma
ariilor acestora este egald cu aria hexagonului ABCDEF-..
Prin urmare,
E "Q/ABCDEF =6 'Q/AOB' (1)
Fie [OM] inaltime a triunghiului AOB. Deoarece AAOB este isoscel, rezultd ca [OM]
este si apotema, adicd OM =m.
ol (o =%0M-AB =%m~l. 2)
Substituind (2) in (1), obtinem:
oAl ey =0° %ml =3ml.

'
X

Fig. 10

Raspuns: 3ml.

b) Fie A A,...A, un poligon regulat cu » laturi, iar O —
centrul cercului inscris in acest poligon (fig. 11).
Similar cazului a), dacd unim punctul O cu varfurile poli-
gonului, obtinem 7 triunghiuri congruente si
“Q/Al, R 'SZ/AIOAz .

Dar ./,,, =%ml.

Prin urmare, ./, , =§mnl.

Fig. 11

Raspuns: %mnl.

Bl Generalizam * Apotema poligonului regulat este segmentul care uneste centrul poligonului cu
mijlocul unei laturi. Apotema este perpendiculara pe aceasta latura.
* Aria poligonului regulat cu n laturi, apotema de lungime m si latura de lungime /

se calculeazd cu formula ./, =L L.

2
‘/512.

* Aria triunghiului echilateral cu latura de lungime / este egala cu e

* Demonstrati formula de calcul pentru aria triunghiului echilateral.

@Fie un cerc cu raza 1. Se poate ardta cd in acest cerc poate fi inscris orice poligon
regulat cu n laturi. Calculand perimetrele acestor poligoane, obtinem, de exemplu:

pentru n=4, P, =42 ~5,656854;
pentru n=8, B, =8/2—+/2 =6,12253492;
pentru n=16, P, =16y2—~2++2 =6,24289030;

pentru n=32, P, = 32\/ 2—42++2+/2 =6,27309698.
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§5. Aria poligonului regulat. Lungimea cercului si aria discului

Observam ca perimetrele obtinute sunt aproximativ egale. Este firesc, deoarece fiecare
dintre ele aproximeaza cu o anumita exactitate lungimea cercului cu raza 1. Evident, cu cat
poligonul regulat are mai multe laturi, cu atat mai corect va fi calculatd lungimea acestui
cerc.

Perimetrele calculate aproximeaza dublul numarului irational 7 = 3,14159...

Deci, lungimea cercului cu raza 1 este 2.

Se poate demonstra formula | L = 27|, unde L este lungimea cercului, iar » — raza lui.

:5//’ Calculati aria discului cu centrul O si raza r.
Rezolvare:

In @(0, r) inscriem un poligon regulat cu # laturi.

Aria acestui poligon este .o/, = %n -[-m, unde / este lungimea laturii, iar m — lungimea

apotemei poligonului.
Cu cat este mai mare n, cu atdt mai bine n-/ aproximeaza lungimea cercului, iar

lL -r, unde L este lungimea

—raza r a cercului. De aceea, putem considera ./ . = >

cercului ce margineste discul.

:mf'z

Prin urmare, deoarece L =27mr, obtinem

““discului

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Calculati perimetrul si aria patratului cu laturile de: 6. Aflati perimetrul si aria triunghiului dreptunghic cu
a)3cm; b) 3,7 cm; catetele de:
¢) 645 em: d) 72 em. a) 3 dm i 40 cm; b) 12 cm §i 50 mm;
9 ¢)0,8 msi 60 cm; d) 120 mmsi 1,2 dm.
2. Aflai lung;mea laturii patratului, dacazarla lui este de: 7. Determinati dimensiunile dreptunghiului cu aria ./ si
a) 22? cm’; b) 48 cm’; perimetrul #, daca:
¢) 163 cm’; d) (V3-2)*em’, a) «/ =1825 cm’, #=19,6 cm;
3. Calculati aria triunghiului dreptunghic isoscel cu catetele b) ./ = 1 10 em?, 7 =322 em;
de lungime: c) o/ = =57 cm’, P = 23
8)2,7 cm; b) 3\/5}m' d) /= 32 cm?, 2=36 cm.
5+2
¢) (2++/3) com; d) J5— 2 m. 8. Doud loturi de pAmant au forma de pétrate cu laturile de
4. Aflati lungimea catetei unui triunghi dreptunghic isoscel, 15 m si, respectiv, 25 m. Aflati cealalta dimensiune a

dacd aria lui este de- unui lot de pdmant de forma dreptunghiulara echivalent

s s cu loturile date, dacd o dimensiune este de 50 m.
a) 72 cm’; b) 120 cm’; o

c) 27 cm?’; d) (2\/5_5)2 cm?. 9. @% Lucrati in perechi! Fie ABCD paralelogram,
h,=d(4, BC), h,=d(B, CD) si .«/— aria paralelogra-
) mului. Completati tabelul:

a)4,4cmsi 1,2 cm; AB BC I, A o
b) 47 em si 247 em; 15 12 10
©) (2431++29) em si (2431 -4/29) em; 55 | S 35

dll— 256 7 1105 | 210
) cm si 772 em. 18 9 | 162
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5. Calculati aria dreptunghiului cu laturile de:




10.

11.

12.

l B Formam capacitatile si aplicam

19.

20.

21.

22.

23.

29.

Capitolul 2. Arii Geometrie

Fie h,, h,, h, indltimile unui triunghi corespunzatoare
laturilor a, b, respectiv c, iar ./ — aria triunghiului.
Completati tabelul:

a b c h, | hy | h |
6 | 12 10
15 12 10| 9
14,4 16 12 144
24 | 30 21 1210

Fie triunghiul ABC. Aflati aria triunghiului, daca:

a) AB=6cm, BC=7cm, AC=9 cm;

b) AB=18 cm, BC =93 cm, AC =83 cm;

¢c) AB=10cm, BC =12 cm, m(£LA4)=90°.

o] 9 0

@ Lucrati in grup! Fie h indltimea trapezului
ABCD cu baza mare AB. Determinati ariile triunghiurilor
ABC, ABD, ADC, DCB, daca:

a) AB=11cm, CD=8cm, h=9 cm;

b) AB=7+/5 cm, CD =4+/5cm, h=5+/5 cm;

&) 4B=912 cm, c0 =2 cm, h=11cm;

2 ¢ 1
d) AB=12cm, AD=7cm, m(£L4)=m(LB)=45°.

. Aria poligonului regulat. Lungimea cercului si aria discului

13

14.

15.

16.

17.

18.

0
0 A et .
@@ Lucratiin perechi! Fie hinaltimea, m lungimea
liniei mijlocii, iar ./ aria trapezului ABCD cu baza mare
AB. Completati tabelul:

AB CD h m ool
10 6 7

18 22 16

32 20 560

Aflati lungimea cercului si aria discului marginit de acest
cerc, daca raza cercului este de:
a) 10 cm; b) 15 cm;

Aflati aria paralelogramului cu unghiul ascutit de 45°,

c) 8 cm.

daca una dintre diagonalele lui este de 9 cm si coincide
cu o inaltime.

Aria unui paralelogram cu inaltimile de 8 cm §i 6 cm
este egald cu 72 cm’. Aflati perimetrul paralelogra-
mului.

Punctul E este mijlocul laturii BC a paralelogramului
ABCD cu aria de 104 cm”. Aflati aria triunghiului 4BE.
Aflati aria discului marginit de un cerc cu lungimea de
47 m.

Un poligon regulat cu n laturi are varfurile pe un cerc
curaza de 4 cm. Calculati aria poligonului, daca:

a) n=06; b) n=§; c) n=10.
Aflati perimetrul si aria patratului cu diagonalele de:
a) 12\/5 cm; b) 18 cm; c) a\/i cm;
De cate ori se va mari aria patratului, daca latura lui se
va mari:

a) de 3 ori;

d) x cm.

b) de 7 ori;

De cate ori se va micsora diagonala patratului, daca
aria lui se va micsora:

a) de 4 ori; b) de 10 ori;
o

c¢)de nori?

c)de (V11 -4)* ori?

Lucrati in perechi! De cate ori se va mari aria
dreptunghiului, daca:
a) o latura a lui se va mari de 4 ori;
b) fiecare latura se va mari de 5 ori;
¢) o latura se va mari de 8 ori, iar alta se va micsora de
3 ori?
A+ )
[\ Investigati!
Pentru 1 m® de suprafatd se
utilizeaza 100 g de vopsea. De
catd vopsea vom avea nevoie
pentru a acoperi toata supra-
fata?

24.

26.

27.

28.

Aflati aria trapezului isoscel ABCD cu indltimea BH de
7 cm, daca punctul H imparte baza AD 1n doua segmente,
cel mai lung fiind de 9 cm.

. Aflati aria unui trapez dreptunghic cu bazele de 12 cm

s19 cm, iar latura laterald de 6 cm.

Varfurile unui trapez se afla pe un cerc curaza de 13 cm
si centrul pe baza trapezului. Aflati aria trapezului, daca
inaltimea lui este de 12 cm.

O diagonald a rombului a fost marita cu 40%, alta — cu
20%. Cu cate procente s-a marit aria rombului?

o
Q0 .. . B
@‘@ Lucrati in perechi!

Examinati desenul.
Stiind ca 4B =20cm,

M
BH =12cm, AM =18cm,
aflati aria triunghiului
ABC. A N €
b)
6m
= —
“S31 om
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§5. Aria poligonului regulat. Lungimea cercului si aria discului

30. Fie paralelogramul ABCD si punctul K situat pe dreapta | 32. Calculati aria unui trapez cu diagonalele de 113 cm si

AD, astfel incat AD = DK. Aflati aria paralelogramului 17 cm, iar indltimea de 15 cm.
- _ 2

ABCD, daca .o/ =24 cm’ 33. Calculati raza unui disc, stiind ca aria lui este egala cu

31. Aflati aria triunghiului dreptunghic, stiind ca suma suma ariilor a doua discuri cu razele de 5 cm si 12 cm.
lungimilor catetelor este egala cu 11 cm, iar suma
pitratelor lor este egald cu 61 cm’.

Hl BB Dezvoltam capacitatile si cream

34. Diagonala AC aparalelogramului ABCD intersecteaza | 36. Centrul cercului inscris in triunghiul isoscel ABC cu
indltimea BE in punctul O, astfel incat g—g = % Aflati baza AC imparte Indltimea BM in raportul % Aflati
aria patrulaterului BEDC, daca aria paralelogramului perimetrul si aria triunghiului, daca raza cercului este
ABCD este de 100 cm”. de7,5 cm.

45 p B e laturii AD a d hinlui ABCD 37. Aflati aria trapezului cu bazele de 7 cm si 20 cm si

- Punctul £ap Zréme nimml a dreptunghiului ’ diagonalele de 13 cm si 5v/10 cm.

astfel incat ED " n° Determinati aria patrulaterului 38. Determinati multimea punctelor M din interiorul triun-
BEDC, daca aria dreptunghiului ABCD este S. ghiului ABC isoscel cu baza AC, stiind ¢d ./ ,,, = ./, .

39. O scara se sprijind de un perete vertical sub un unghi de 60° fata de podea. Scara
alunecd de-a lungul peretelui pana atinge cu capetele de sus podeaua. Aflati
lungimea traiectoriei descrise de punctul 4, aflat la jumatatea scarii (a se vedea P

desenul), daca lungimea scarii este egala cu 6 m.

600

40. Determinati aria unui trapez cu bazele de 2 cm si 3 cm, iar diagonalele de 3 cm §i 4 cm.
41. Bisectoarea unghiului drept al unui triunghi dreptunghic imparte ipotenuza in raportul 3 : 4. Aflati aria triunghiului,

daca lungimea ipotenuzei este de 35 cm.

B N C

42. Punctele M si N se afla pe laturile AD si BC ale dreptunghiului ABCD

(a se vedea desenul), astfel incat % =0,25, % =2. Aflati ./ ,,, 9 130 cm*

dacd ./, =130 cm’.
43. Fiepunctele A(-2; —5), B(6;7), C(4; —9). Aflati: 4 M D

44.

45.
46.

a) aria triunghiului ABC;

b) coordonatele punctului D, daca ABCD este dreptunghi;

¢) aria dreptunghiului ABCD.

Intr-un trapez isoscel este Inscris un cerc de raza r. Determinati aria trapezului, daca baza mare este de 2 ori mai lunga

decat baza mica.
o)

) 0] .. . . .
@ Lucrati in grup! Construiti 4 triunghiuri necongruente echivalente.

Impartiti un triunghi in 5 triunghiuri echivalente.

47.

(]

0 M0 0
@ Lucrati in grup! Proiect STREAM. Ariile in arte.

o &
48. %Lucm;‘i individual! Proiect. Ariile in viata mea.
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1.

2.

Test sumativ

Varianta 1

Completati:

a) Aria dreptunghiului cu laturile de 4 cm si 8 cm este
egald cu

b) Aria triunghiului dreptunghic care are catetele de
6 cmsi 11 cm este egald cu

¢) Aria paralelogramului cu o laturd de 18 cm si nalti-
mea corespunzatoare acestei laturi de 5 cm este ega-
la cu

d) Aria rombului cu diagonalele de 13 cm §i 9 cm este
egala cu

ABCD este un trapez dreptunghic.

3
B<— cm—>| c
2x
4cm
y P
v O
|4
D
Al S5cm !

a) Determinati aria trapezului ABCD.
b) Aflati AP.

¢) Aflati aria domeniului colorat.
Examinati desenul. Determinati:

a) aria discului;

b) aria domeniului colorat.

12cm

6cm
9cm

Fie punctele 4(-7; 2), B(-3; 10), C(9; 4). Aflati:
a) aria triunghiului ABC;

b) coordonatele punctului D, daca ABCD este
dreptunghi;

¢) aria dreptunghiului ABCD.

Capitolul 2. Arii

Test sumativ

Timp efecty de lucry:
45 de minute

Varianta Il

1. Completati:

a) Aria dreptunghiului cu laturile de 5 cm si 7 cm este
egala cu

b) Aria triunghiului dreptunghic care are catetele de
14 cm si 4 cm este egald cu

¢) Aria paralelogramului cu o latura de 12 cm si 1nal-
timea corespunzatoare acestei laturi de 6 cm este ega-
lacu

d) Aria rombului cu diagonalele de 11 cm si 8 cm este
egald cu

2. ABCD este un dreptunghi.

B Scm C
6cm
FH 3em—|H
E
A D
a) Determinati BF'.

b) Aflati aria domeniului colorat.
¢) Aflati aria triunghiului AED.

. Examinati desenul. Determinati:

a) aria discului;
b) aria domeniului colorat.

e e W

16cm

. Fie punctele A(—10; 4), B(2; 10), C(6; 2). Aflati:

a) aria triunghiului ABC;

b) coordonatele punctului D, daca ABCD este
dreptunghi;

¢) aria dreptunghiului ABCD.
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Poliedre

Unde este materie, este geometrie.

\ Johannes Kepler /

§ 1. Poliedre

;‘:l 7 Examinati suprafata fiecarui obiect din figura 1.

VosoESHae

Il Definitie

@ ® ®

Fig. 1

a) Selectati obiectele marginite doar de suprafete poligonale.

b) Numiti corpurile geometrice studiate ale caror modele reale se regasesc in imaginile
date.

c¢) Care dintre corpurile geometrice studiate au fete, muchii, varfuri?

¢ Poliedrul este un corp geometric marginit doar de suprafete poligonale.
Suprafetele poligonale ale poliedrului se numesc fete, laturile fetelor — muchii, iar
varfurile muchiilor — varfuri ale poliedrului.

¢ Segmentul cu extremitatile-varfuri a doua fete diferite se numeste diagonala a
poliedrului.

Bl Observatie Uneori vom numi fata poliedrului cu numele B, G
poligonului care margineste aceasta fata. n o
: \\ w2 fata
M Aplicam Fie cubul ABCDA,B,C,D, (fig.2). 4, 7 i
DD,C,C este o fata, [CD] — o muchie, : \
C —un varf, iar [B,D] — o diagonald a cubului. : \ c
p— — —r e —-— e - —
* Numiti toate celelalte elemente ale ///B \\ \ i
cubului ABCDA,B,C,D,. 7 VAN
- . A ‘D muchie
2;’ Cum reprezentam corect un cub? Fig. 2
@ @ @ @ Construim un patrat, apoi din centrul
! lui spre dreapta-sus construim un alt
: patrat, congruent cu primul (fig. 3).
! ® Unim varfurile omoloage ale celor
L TTT T doua patrate.
4 A
’ ,Intrerupem” muchiile care nu se
- ? vad in spatiu
Fig.3 patil.
* Amintiti-va cum se calculeaza aria suprafetei si volumul cubului, apoi aflati aria suprafetei
si volumul unui cub cu muchia de 6 cm.
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§ 1. Poliedre

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Examinati imaginile si aflati cate fete are fiecare poliedru:
a) b) 4 c) d) e)
/ , , <
=2 I t

/t A T ASEN

| U\
\

1

2. ’1@ Investigati! Cate diagonale are fiecare poliedru din imaginile A B

ﬁroblemei 1?

3. Care dintre cuburile date pot avea desfagurarea reprezentata?

Selectati varianta corectd de raspuns:
a)AsiB; b)CsiD; c¢)AsiD; d)BsiD. C D

4. Determinati aria totald si volumul unui cub cu latura de 3 cm.

5. Aflati volumul si aria totald a unui cub care are suma lungimilor muchiilor egald cu 48 cm.

o)
0 o .. . .
6. @@ Lucrati in perechi! Determinati aria totala si volumul unui cub cu diagonala de 24/3 cm.

H B Formam capacitatile si aplicam
7. O canistrd are forma unui cub cu muchia de 30 cm. Care este capacitatea canistrei, masurata in litri?

8. ’1@ Investigati! Mihai doreste s faca o cutie de forma unui cub, a) b)

dar fara capac, insa fundul cutiei sa fie dublu. Care este desfa- | | |

surarea potrivitd? Selectati varianta corecta de raspuns.
9. Volumul unui cub este de 125 cm?. Determinati aria totala a cubului. I

10. Aflati volumul unui cub cu aria totala de 24 cm?. — 2 I

o
0
11. @@ Lucrati in perechi! Cat cantireste un cub de gheati cu | | |
muchia de 20 cm, daca 1 dm? de gheata cantareste 0,9 kg?

12. Suma ariilor fetelor unui cub este egala cu 216 cm?. Aflati lungimea diagonalei cubului.

H B B Dezvoltam capacitatile si cream

13. Aflati aria totald a unui cub cu diagonala mai lunga cu 1 cm decéat muchia lui.

14. Fie cubul ABCDA'B'C’'D’ cu AB =4 cm. Aflati:
a) distanta de la D’ la B; b) distanta de la D" la 4B.

15. Incubul ABCDA'B’C’D’ punctul P este mijlocul lui [C’D’] si AP =24 cm. Aflati aria totala si volumul cubului.

16. ’XQ Investigati! Un plan intersecteaza un cub in punctele 4, B, C, D, care determina

un dreptunghi. Reprezentati similar cum trebuie un plan sd intersecteze cubul pentru ca
sa determine:

Sooad

a) un triunghi echilateral;  b) un hexagon regulat; ¢) un trapez isoscel.

17. Un cub este format din 27 de cuburi mai mici identice. Comparati aria totala a cubului

\

\
\
\

mare cu aria corpului care se obtine din cubul mare inlaturand toate cuburile mici de la
varfurile cubului mare.

0 e
o) ] W
33. ﬁ Lucrati in grup! Proiect STEAM. Poliedre in jurul nostru.
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§ 2. Prisma

A’ Doru Visitoru viseaza si-si construiascd o casd mare cu

piscina. Fundul piscinei va avea forma unui dreptunghi cu
dimensiunile de 10 m si 5 m. Care va fi capacitatea piscinei,
daca adancimea ei va fi de 2 m?

Pentru a rezolva problema, vom studia prismele — o clasa
speciala de poliedre.

Studiati atent paragraful si spuneti ce corp geometric suge-
reaza piscina lui Doru.

2.1. Elementele prismei. Clasificarea prismelor

Bl Definitii

Il Teorema 1

Il Teorema 2

Il Teorema 3

Il Definitie

142

Amintim ca doud plane se numesc paralele daca ele nu au niciun punct comun.

¢ Prisma este un poliedru format din doua fete congruente paralele, numite baze, si
din toate segmentele cu extremitatile apartindnd acestor baze. Celelalte fete ale
prismei se numesc fete laterale. Laturile fetelor laterale se numesc muchii
laterale ale prismei.

¢ Multimea punctelor prismei care nu apartin bazelor si nici fetelor laterale se numeste
interiorul prismei.

De regula, notand prisma, scriem la inceput literele ¢
varfurilor bazei inferioare, apoi literele varfurilor bazei
superioare.

Exemplu

Prisma din figura 4 poate fi notata
ABCDEA,B,C,D,E,.

AB,C\,DE, este obazd, A4 E E — o fata laterala,
iar [EE,] — o muchie laterala a acestei prisme.

fata
laterala

muchie
+ Cate muchii are prisma din figura 4? B laterald
Dar diagonale?
g - o
Luand 1n considerare definitia prismei, se poate demonstra: Fig.4

Laturile omoloage ale bazelor prismei sunt paralele si congruente.

Astfel, In cazul prismei din figura 4, AE | A E, si [AE]1=[AE,], AB| 4B, si
[AB]=[A4B,] etc.

» Utilizand teorema 1 si criteriile paralelogramului, demonstrati teoremele 2 si 3.

Fetele laterale ale prismei sunt paralelograme.

Muchiile laterale ale prismei sunt paralele si congruente.

d
O dreapti este perpendiculara pe un plan daca I
ea este perpendiculard pe doua drepte concurente
ale acestui plan (fig. 5). o "

|

Fig. 5
Orice segment cu extremitatile n planele bazelor prismei, perpendicular pe ele, se numeste
indltime a prismei. Lungimea acestui segment de asemenea se numeste indltime.
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Daca muchiile laterale ale prismei sunt perpendiculare pe planele
bazelor, atunci prisma se numeste prismd dreapta (fig. 6 a)), in caz
contrar — prismd oblica (fig. 6 b)). Observam ca fetele laterale ale

I
I
I
I prismei drepte sunt dreptunghiuri, iar muchiile ei laterale — tnaltimi
: ale acesteia.
I Prisma dreapta cu bazele poligoane regulate se numeste prismad
/I/h il by regulata.
[] Prismele se clasificd dupa poligoanele bazelor: triunghiulare,

a) Fig. 6 patrulatere, pentagonale, hexagonale etc.
In figura 6 b) este reprezentati o prisma pentagonala oblica.

_2//’ Examinati schema si observati cum se clasifica prismele patrulatere.

Prisme patrulatere

au muchiile laterale

. . . [
Prisme patrulatere oblice Prisme patrulatere drepte ® perpendiculare pe baze

/\ N

Prisme patrulatere Paralelipipede Prisme patrulatere Paralelipipede
oblice arbitrare oblice drepte arbitrare drepte
Paralelipipede Paralehplpede

P)
au bazele au bazele ©
paralelograme paralelograme
drepte arbitrare dreptunghice

au bazele dreptunghiuri

« In care clasi de prisme patrulatere se includ prismele patrulatere regulate? Justificati.

WM Aplicam 3% Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA,B,C,D, cu A4 =10 cm, AD=8 cm, CD =6 cm
(fig. 7). Aflati 4.C.

3 Rezolvare:
! G 5 5 5 | deoarece [AC] este diagonala drept-
A ACT =AD"+ CD™ (1), unghiului ABCD.
1S J D, AC = AL+ AC” (2), fieoe}rece AA AC este dreptunghic
I~ in varful 4.
N
RN AC? = 44> + AD* + CD?. ——> substituim (1) in (2).
N

I

1 AN d Deci,

'B s AC=+10>+8+6> =200 =

R b —> /200 =4/100-2 =100 -2 =10+2.

- =104/2 (cm).
I
A Fig. 7 D Raspuns: 1042 cm. :
~ o I C
Il Teorema 4 (Teorema lui Pitagora in spatiu) Ti.d
o 9 . . .. . 1 1~~

Patratul diagonalei unui paralelipiped dreptunghic este P e
egal cu suma patratelor celor trei dimensiuni liniare //
ale acestuia: < 1/ b

d>=a*+b* +c* (fig. 8).
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§2. Prisma

2.2. Aria laterala, aria totala si volumul prismei

BI

) tg a) Reprezentati desfasurarea paralelipipedului dreptunghic din figura 9.

h C b) Determinati aria suprafetei laterale si aria suprafetei totale a paralelipipedului.
4 c Rezolvare:

a) In figura 10 este reprezentati desfasurarea paralelipipedului 4ABCDA'B'C'D’.

C b) Fie ./, aria suprafetei laterale, iar .</, aria totala a paralelipipedului
A b D’ N
0 D ABCDA'B'C'D'.
Fig. 9 oy =l oppy F ol e Aoy F oA gy, = ac+be +ac+be =2ac+2bc =2c(a+b).
” o l, = ol + o yyop + ol ppoy = oy +ab+ab=2ac+2bc+2ab =2(ac +bc + ab).
¢ Reuniunea fetelor laterale ale prismei se numeste suprafatd
B B C c’ B laterala a prismei.
b Aria suprafetei laterale a prismei se numeste arie laterald
) a prismei $i se noteaza cu ..
A4 @ b 4 Aria unei baze a prismei se noteaza cu .</,.
c Aria totald a prismei este suma dintre aria laterala si ariile
o D Fig. 10 bazelor ei §i se noteaza .«/,.
Bl Teorema S Aria totala a unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, ¢ este
A, =2(ab+ac +bc) (fig. 8).
% Atelier Confectionati din carton o prisma regulata hexagonala cu muchiile laterale de 9 cm si
g laturile bazei de 5 cm.
Il Teorema 6 Aria laterald a unei prisme drepte este egala cu produsul dintre perimetrul bazei si
inaltimea prismei (sau lungimea muchiei laterale).
Sa demonstram teorema 6.
: Ipoteza: Fie a,, a,, ..., a, laturile bazei unei prisme drepte, iar # —indltimea prismei (fig. 11).
I Concluzie: ..«/,=P-h, unde P=a,+a,+...+a,.
T
i I Demonstratie:
I . o
a, J11_ @ Fetele laterale ale unei prisme drepte sunt dreptunghiuri.
- @ A, = +.od, +...+ .+, unde .o/, este aria fetei cu dimensiunile a, si h, i€ {1, 2, ..., n}.
a, N\ a; @ . =a,-h, ie{l,?2,..,n} (conform @ si @).
a
F izg @ Substituind @ in @), obtinem: ./, =a,-h+a,-h+..+a,-h, ie{l,2,.., n},
1 oA =(a,+a,+..+a) h=P-h (cctd). P
g Calculati volumul paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile @ =4 cm, =3 cm,
. . c=5cm.
' i
— “‘: Rezolvare:
() Baza paralelipipedului cuprinde 4-3=12 (patrate), fiecare dintre ele cu aria de
I lem’ (fig. 12). Pe fiecare patrat se poate aseza cite un cub cu muchia de 1 cm.
. P Astfel, baza paralelipipedului va cuprinde 12 cuburi. Intrucat inaltimea acestui strat
P x e . . . L .
e atet-febele este de 1 cm, iar indltimea paralelipipedului —de 5 cm, in paralelipiped incap 5 straturi.
Prin urmare, volumul paralelipipedului dreptunghic este: 12-5=60 (cm’).
Fig. 12 Raspuns: 60 cm’.
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§2. Prisma

Generalizand rezultatul problemei, obtinem:

Bl Teorema 7 Volumul paralelipipedului dreptunghic este egal cu
produsul celor trei dimensiuni liniare ale acestuia:
7 =abc (fig. 13).

Deoarece baza paralelipipedului dreptunghic este un drept-
unghi, formula din teorema 7 poate fi rescrisa astfel: _
V=t Fig. 13
=y . C (*),
unde ./, =a-b este aria bazei paralelipipedului.

N\
N\
N\
N\
AN
S Y----f---

Mai mult chiar, se poate demonstra ca formula (*) este adevarata pentru orice prisma.
Prin urmare, are loc:

Il Teorema 8 Volumul prismei este egal cu produsul dintre aria bazei si indltimea prismei: 7 = ./, - .

W Aplicam j@ O prisma dreaptd are bazele paralelograme cu o laturd de 6 cm si Indltimea dusa pe

aceasta laturd de 4 cm. Indltimea prismei este de 14 cm. Aflati volumul prismei.
B/ C/

Rezolvare:
o E D Fie ABCDA'B'C’D’ prisma data (fig. 14).
i Atunci 7, =.4,,., - h, unde h este indltimea prismei.
:B A yyop =BM - AD=6-4=24 (cm’).
P il el c 7, =24-14=336 (cm?).
_ /7 4 cm _ 5
A W 6om D Raspuns: 336 cm’.
Fig. 14 z Rezolvarea problemei E‘l/f (de la inceputul paragrafului):

Capacitatea piscinei este egala cu volumul unui paralelipiped dreptunghic cu
dimensiunile de 5m, 10 msi2 m. Deci, 7 =5m-10 m-2 m=100 m’.
Raspuns: 100 m’.

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. = flg Investigati! Recunoasteti desfasurdrile corecte ale prismei triunghiulare.

N_—
A B
C
a) b) ¢)
% 0
2. @@ Lucrati in perechi! Tlustrati desfasurarea unei prisme triunghiulare regulate cu:
a) latura bazei de 2 cm si indltimea de 4 cm; b) latura bazei de 3 cm si Indltimea de 2 cm.
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3. Copiati tabelul si completati cu Da numai daca corpul geometric are proprietatea respectiva.

l B Formam capacitatile si aplicam

6.

10.

11.

12.

13.

14.

146

Prisma Prisma Prisma |Paraleli-| Paraleli- Paralelipinedul
patrulatera | patrulatera | patrulatera| pipedul |pipedul drept dre turt)lphic Cubul
(arbitrard) | dreapta | regulatd |(arbitrar)| (arbitrar) ptung
Are bazele patrulatere. Da Da Da Da Da Da Da
Are muchiile laterale perpendiculare pe baze. Da Da

Are bazele paralelograme.

Are bazele dreptunghiuri.

Are fetele laterale paralelograme.

Are bazele patrate.

Are fetele laterale patrate.

Aflati aria totald si volumul unui paralelipiped drept-
unghic cu laturile bazei de 6 cm si 7 cm si ndltimea de
Scm.

5.

Determinati aria laterala, aria totala si lungimea diagona-
lei unui paralelipiped dreptunghic cu o latura a bazei de
8 cm, aria bazei de 40 cm? si volumul de 240 cm?.

Aflati aria totald a unui paralelipiped dreptunghic cu o
laturd a bazei de 4 cm, aria bazei de 24 cm? si volumul egal
cu 168 cm’.

Perimetrul bazei unui paralelipiped dreptunghic este de
40 cm, iar aria lui laterald — de 400 cm?. Determinati vo-
lumul paralelipipedului, stiind ca lungimea bazei este cu
4 cm mai mare decat latimea ei.

Un paralelipiped dreptunghic cu laturile bazei de 3 cm si
5 c¢m are volumul de 90 cm®. Aflati aria laterala si aria
totala a paralelipipedului.

Determinati aria laterala si volumul unei prisme triun-
ghiulare regulate cu latura bazei de 6 cm si Tnaltimea de
7cm.

Volumul unei prisme triunghiulare regulate este de
36 cm’. Aflati aria laterala si aria totala a prismei, daca
latura bazei este de 4 cm.

Toate muchiile unei prisme triunghiulare drepte au

lungimea egala cu 24/3 cm. Aflati volumul prismei.

o
@‘% Lucrati in perechi! O prisma triunghiulara
regulata are aria bazei de 16+/3 cm’. Aflati aria totala
si volumul prismei, daca se stie ca indltimea prismei
este de doua ori mai mica decat lungimea laturii bazei.

Stiind ca latura bazei unei prisme triunghiulare regu-
late este de 3 cm si aria laterald de 45 cm?, aflati volumul
acestei prisme.

Perimetrul bazei unei prisme triunghiulare regulate este
de 15 cm. Determinati aria totala si volumul prismei,

“ A=

daca inaltimea prismei este de 7 cm.

Geometrie

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Diagonalele a 3 fete diferite ale unui paralelipiped
dreptunghic au lungimile egale cu 1 cm, 2 cm, respectiv
3 cm. Aflati lungimea diagonalei paralelipipedului.

Determinati aria laterala, aria totald si volumul unei
prisme patrulatere regulate cu latura bazei de 4 cm si
inaltimea de 7 cm.

Determinati volumul unei prisme patrulatere regulate
cu aria bazei de 25 cm? si aria laterald de 160 cm?.

O prisma patrulatera regulatd are latura bazei de 6 cm i
volumul de 432 cm®. Determinati aria laterala si aria to-
tald a prismei.

O bara metalica are forma unei prisme triunghiulare regu-
late cu lungimea laturii bazei de 10 cm si naltimea de
1 m. Determinati masa barei, stiind ca densitatea meta-
lului este de 7600 kg/m®.

Diagonala fetei laterale a unei prisme patrulatere regu-
late este de 13 c¢m. Stiind ca aria bazei este de 25 cm?,
determinati volumul si aria totala a prismei.

Volumul unei prisme patrulatere regulate este de
128 cm?, iar inéltimea ei — de 8 cm. Determinati aria
laterald si aria totald a prismei.

Latura bazei unei prisme hexagonale regulate este de
3 cm, iar inaltimea prismei — de 5 cm. Aflati aria laterala,
aria totala si volumul prismei.

Determinati aria totala a unei prisme hexagonale regu-
late cu aria bazei de 54+/3 cm’ si volumul de 324 cm®.

Aflati volumul unei prisme hexagonale regulate cu
indltimea de 5 cm si aria laterald de 120 cm?.
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25. ’XQ Investigati! Care dintre urmatoarele imagini nu poate fi desfasurarea unui paralelipiped dreptunghic?

b) |

c)

26. In imagine sunt reprezentate doar doua fete din desfiasurarea unui 4 cm 8 cm

paralelipiped dreptunghic. Aflati volumul paralelipipedului.

27. Diagonalele fetelor unui paralelipiped dreptunghic au lungimile de V41 cm,
426 cm si, respectiv, 5J17 cm. Aflati volumul paralelipipedului.

28. Perimetrul bazei unei prisme hexagonale regulate este de 18 cm, iar aria ei
laéteralé—de 1624/3 em?®. Calculati volumul acestei prisme.

29. @%Lucmﬁ in perechi! Fie prisma dreapta ABCDA,B,C,D, (vezidesenul).

=4 cm?, dacd ABCD este

Aflati aria ei laterald, dacd .+/,, .. =3 cm’, ./
2 11

romb.

30. Aflati aria laterala si aria totala a unei prisme hexagonale regulate cu latura

bazei de 2 cm si volumul de 60~/3 cm’.

31. Fetele unui paralelipiped dreptunghic au ariile egale cu 6 m°, 6 m”, respectiv - - ~

4 m’. Aflati volumul paralelipipedului.

Il B Dezvoltam capacitatile si cream

BB\D\D

5cm

32. Unbidon de forma unui paralelipiped dreptunghic, cu dimensiunile de 10 cm, 15 cm si 20 cm, este plin cu apa. Acesta

se goleste Intr-un vas cubic cu muchia de 50 cm. Pana la ce inaltime se ridica apa?

33. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile proportionale cu numerele 2, 3, 5 si volumul de 240 cm®. Aflati:

a) diagonala paralelipipedului;

b) aria totala a paralelipipedului.

34. O cutie are forma unui paralelipiped dreptunghic, notat ABCDA’B’C’D’. O furnici porneste din punctul 4 si merge pe

suprafata laterald a cutiei pand in punctul C” pe drumul cel mai scurt. Stiind cd 4B=8 cm, BC=4cmsi AA"= 124/3 cm,

aflati:

a) aria laterald, aria totald si volumul paralelipipedului; b) lungimea drumului.

35. Fie ABCA'B’'C’ o prismi triunghiulari regulatd cu latura bazei AB = 8 cm si diagonala fetei laterale de 10 cm. Calculati

aria totala a prismei si volumul ei.

36. (*EG, 2021) O canistra are forma unui cub cu diagonala de V3 dm. Determinati capacitatea in dm? a canistrei.

37. (*EG,2016) O piscina are forma unei prisme patrulatere regulate cu latura bazei de 4 m si inaltimea de 2 m. Pentru a placa

cu gresie peretii §i fundul piscinei se foloseste adeziv. Cu adezivul dintr-un sac pot fi montati 4 m? de gresie. Determinati

numarul de saci cu adeziv necesari pentru a placa cu gresie piscina.

38. Pe o masa sunt 3 cuburi. Muchiile a doua dintre ele sunt de 5 cm si de 12 cm. Determinati lungimea muchiei celui de-

al treilea cub, daca se stie cd pentru a vopsi suprafata celui de-al treilea cub se foloseste aceeasi cantitate de vopsea

cata ar fi necesara pentru a vopsi suprafata celorlalte 2 cuburi.

39. (*EG,2019) O piesa metalica in forma de paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de 4 cm, 6 cm i 9 cm a fost topita

si transformata intr-un cub. Determinati lungimea muchiei cubului.

*EG — pretestarea la examenul national
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§ 3. Piramida. Trunchiul de piramida

j'l/! Acoperisul unui turn are forma unei piramide patrulatere cu
laturile bazei de 10 m si muchiile laterale congruente de 13 m.
Cate cutii cu vopsea sunt necesare pentru acest acoperis, daca
o cutie ajunge pentru o suprafati de 10 m*? /
Pentru a rezolva problema, vom studia o alta clasa speciala
de poliedre, numite piramide.

3.1. Elementele piramidei. Clasificarea piramidelor )

—— 10m

Xy

)
X & [
Vil B,

Bl Definitie Piramida este un poliedru format dintr-o suprafatd poligonald, numita baza piramidei,
un punct care nu apartine bazei, numit varful piramidei, si toate segmentele cu o
extremitate in varful piramidei, iar cealalta extremitate apartinand bazei.

varf— 74

muchie
laterala

fata
laterala

B

baza

Segmentul cu o extremitate in varful piramidei, cealaltd apar-
tinand planului bazei, si perpendicular pe aceasta baza se numeste
inaltime a piramidei. Lungimea acestui segment de asemenea se
numeste Indltime a piramidei.

Fetele laterale ale piramidei sunt triunghiuri cu un varfin varful
piramidei. Segmentele ce unesc varful piramidei cu varfurile bazei
se numesc muchii laterale ale piramidei.

Multimea punctelor piramidei care nu apartin bazei si nici fetelor
laterale se numeste interiorul piramidei.

De reguld, notand piramida, scriem la inceput litera de la varful
piramidei, apoi literele varfurilor bazei acesteia.

Exemplu
Piramida din figura 15 poate fi notata SABCD.

4 ABCD este baza, S — varful, ABS — o fata laterala, [SB] — o
Fig.15 muchie a acestei piramide.
Daca [SM] este perpendicular pe baza, atunci [SM] este
inaltimea piramidei SABCD.
Piramidele se clasifica dupa poligoanele bazei: piramide triunghiulare (tetraedre), patru-
latere, pentagonale, hexagonale, heptagonale etc.
Bl Definitie O piramida se numeste regulata, daca baza ei este un poligon regulat, iar baza inaltimii
coincide cu centrul acestui poligon.
» Utilizand teorema lui Pitagora si congruenta triunghiurilor, demonstrati urméatoarea
teorema:
Il Teorema 9 Muchiile laterale ale unei piramide regulate sunt congruente. |

Inaltimea unei fete laterale trasatd din varful piramidei regulate se numeste apotemd a

acestei piramide.

* In pofida faptului ci piramidele triunghiulare se mai numesc tetraedre, termenul tetraedru
regulat nu se utilizeaza in cazul oricarei piramide triunghiulare regulate.
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§3. Piramida. Trunchiul de piramida

Bl Definitie Un tetraedru cu toate muchiile congruente se numeste tetraedru regulat. |

» Formulati cateva caracteristici sau proprietati ale tetraedrului regulat.
Exemplu

Fetele tetraedrului regulat sunt triunghiuri echilaterale congruente.

j@ Cum reprezentim corect o piramida?
@® Construim cu rigla si creionul baza piramidei (fig. 16).
@ Construim varful piramidei. In cazul piramidei regulate, gasim centrul bazei, apoi,
pe verticala construitd din acest punct, marcam varful piramidei.
@ Unim varful piramidei cu varfurile bazei.

@ ,,Intrerupem” muchiile care nu se vad in spatiu si stergem liniile auxiliare.

A S S

%)

ES

® @ @ @
Fig. 16

3.2. Aria laterala, aria totala si volumul piramidei

3;’ a) In figura 17 este reprezentatd piramida regulati SABCD.
Construiti schematic desfasurarea ei.
b) Determinati aria laterald a piramidei SABCD, daca latura
bazei este a, iar apotema piramidei este /.

Rezolvare: o ¢
S, A a D
Fig. 17
l a) In figura 18 este reprezentati desfasurarea piramidei
3/ O c SABCD.
a Evident, triunghiurile 4S,B, BS,C, CS,D, DS, sunt triun-
s P 0 ghiuri isoscele si congruente intre ele.
= ’ b) Aria laterald (.,) a piramidei este egald cu suma ariilor
y ‘: = triunghiurilcir isoscele din figura 18.
"'Z/ASB =—a-l.
l o2
Deci, .« =4-%al =2al.
S, Raspuns: ., =2al.
Fig. 18
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§3. Piramida. Trunchiul de piramida

Bl Observatie

| Deoarece P =4a este egal cu perimetrul bazei piramidei, raspunsul problemei poate fi

scris si astfel: .«/, = %P -1, unde P este perimetrul bazei piramidei.

Reuniunea fetelor laterale ale piramidei se numeste suprafatd laterald a piramidei.
Aria suprafetei laterale a piramidei se numeste arie laterald a piramidei.

Aria totala a piramidei este suma dintre aria laterala si aria bazei.

Il Teorema 10 Aria laterald a unei piramide regulate este egala cu
semiprodusul dintre perimetrul bazei si apotema pira-
midei (fig. 19).
1
J/l = EP . l 5
unde P este perimetrul bazei.

W Aplicam * Rezolvarea problemei E'l/f
Pentru a afla suprafata acoperisului, trebuie sa calcu-
lam aria laterald a unei piramide patrulatere regulate
SABCD cu latura bazei de 10 m si muchia laterala de 13 m
(fig. 20).
Fie [SM] apotema piramidei.

Fig. 20
SM =+/SD> —DM?, > deoarece ASMD este dreptunghic
in M.
SM =+13° —5° =12 (m).
o, =%P -SM, > P este perimetrul bazei.

o) = % -40-12=240 (m*). ———— > perimetrul bazei este egal cu 40 m.

240:10 =24 (cutii).

Raspuns: 24 de cutii cu vopsea.

o)
0 - .
@’@ Lucrati in perechi!

a) Reprezentati un tetraedru regulat.
b) Desenati desfasurarea acestui tetraedru, stiind ca muchia lui este de 8 cm.

c¢) Aflati lungimea apotemei tetraedrului.
d) Calculati aria suprafetei totale a tetracdrului.

Z S . N 4
ﬁ Care este volumul piramidei examinate in problema ~1£?
Pentru a afla raspunsul, vom examina mai intdi urmatoarea teorema:

Il Teorema 11 Volumul piramidei este egal cu o treime din produsul dintre aria bazei si naltimea

piramidei: 7 = %g/b -h.
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§3. Piramida. Trunchiul de piramida

W Aplicam * Rezolvarea problemei ?4/55
S Aflam volumul piramidei patrulatere regulate SABCD

(fig. 21) cu latura bazei de 10 m si muchia de 13 m.

@ Fie O punctul de intersectie a diagonalelor bazei
ABCD. Atunci [SO] este iniltimea piramidei SABCD —> deoarece SABCD este
o piramida regulata.
deoarece diagonala
patratului cu latura a
este egald cu av2.

® SO=+A4S* — 40* =169 -50 =+/119 (m) ——> deoarece [SO] este o

® AO:%AC:%-IO«/EZS«/E(m)

cateta a triunghiului
— dreptunghic SOA.
@7, =%(% 'SO:%'IOZ V119 = 10 31 o (m*) > conform teoremei 11.
- 1004119,
Raspuns: — m.

3.3. Trunchiul de piramida

Un plan care este paralel cu planul bazei piramidei si intersecteaza piramida, o imparte in
doua poliedre — un trunchi de piramida si o piramida mai mica.

Fetele paralele ale trunchiului de piramida se numesc baze.

Orice segment cu extremitatile apartinand bazelor trunchiului de piramida si perpendicu-
lar pe ele se numeste indltime a trunchiului de piramida. Lungimea acestui segment de
asemenea se numeste indltime.

Bazele trunchiului de piramida sunt poligoane asemenea. Fetele laterale sunt trapeze.

De reguld, notand trunchiul de piramida, scriem la inceput literele bazei mari, apoi literele
bazei mici.

B baza mica De exemplu, trunchiul de piramida din figura 22 poate
fi notat ABCDEA,B,C,D\E,.
Poligonul ABCDE este baza mare, poligonul
A B,C,D,E, —baza mica, iar A4 E E — o fata laterala.
apotema Dacd [0O,] este perpendicular pe baze, atunci [OO, ]
este o Tnaltime a trunchiului de piramida.

fata
laterala

Trunchiul de piramida regulatdi are bazele poligoane
baza
mare

regulate. Fetele lui laterale sunt trapeze congruente.

c Inaltimile fetelor laterale ale unui trunchi de piramida
regulatd se numesc apotemele trunchiului de piramida.
De exemplu, [MM ] este o apotema a acestui trunchi de

piramida (fig. 22).

Fig. 22

Trunchiurile de piramida se clasifica dupa poligoanele
bazelor: trunchiuri de piramide triunghiulare, patrulatere, pentagonale, hexagonale,
heptagonale etc.

Trunchiul de piramida este desfasurabil.
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§3. Piramida. Trunchiul de piramida

|
1.

2.

AN

\

—~

®

2 Cum reprezentam corect un trunchi de piramida?

@® Construim cu rigla si creionul o piramida (fig. 23).

@ Marcam pe o muchie laterala un punct si din acel

punct construim un poligon cu laturile paralele cu
laturile bazei piramidei.

@ Cu guma stergem muchiile laterale ale piramidei

mai mici.

Exercitii si probleme

Fixam cunostintele

Aria bazei unei piramide triunghiulare regulate este egala
cu 94/3 cm?, iar apotema piramidei — cu 5 cm. Aflati aria
laterala a piramidei.

Perimetrul bazei unei piramide triunghiulare regulate
este de 183 cm, inaltimea — de 4 cm, iar apotema
piramidei — de 5 cm. Determinati aria laterald, aria totala
si volumul piramidei.

3.

Volumul unei piramide triunghiulare regulate este de
33 em’, inaltimea ei —de 1 cm, iar apotema piramidei —
de 2 cm. Aflati aria laterald a piramidei.

Aria bazei unei piramide triunghiulare regulate este
de 3643 cm?, apotema ei —de 4 cm, iar indltimea pira-
midei — de 2 cm. Determinati aria totald si volumul
piramidei.

5. Calculati aria totala a unei piramide triunghiulare regulate cu apotema de 4 cm si aria bazei de 273 cm?.

o)
0 . . . o . . S
6. @;@ Lucrati in perechi! Care dintre urmatoarele figuri nu reprezinta desfasurarea unei piramide?

7.

8.

9.

13.

14.

152

a) b)

Apotema unei piramide patrulatere regulate este de

33

3 cm, indltimea ei —de cm, iar aria laterala — de

18 cm?2. Aflati volumul piramidei.

Determinati aria laterald si volumul unei piramide
patrulatere regulate cu latura bazei de 6 cm, apotema de
5 cm si indltimea de 4 cm.

Iniltimea unei piramide patrulatere regulate este de
12 cm, perimetrul bazei piramidei — de 40 cm, iar apotema
ei—de 13 cm. Aflati aria totald si volumul piramidei.

Reprezentati un trunchi de piramida:

a) triunghiulara; b) patrulatera; c¢) pentagonala.

in figura este reprezentat un trunchi de piramida. Identificati:

a) bazele;
b) fetele laterale;
¢) muchiile laterale.

Geometrie

10.

11.

12.

¢)

Aflati aria totald si volumul unei piramide patrulatere

d)

regulate cu aria bazei de 36 cm?, apotema de 6 cm si
inaltimea de 343 cm.

Latura bazei unei piramide patrulatere regulate este de
8 cm, apotema ei — de 5 cm, iar indltimea — de 3 cm.
Determinati aria laterala, aria totald i volumul piramidei.

Aflati aria totala si volumul unei piramide hexagonale
regulate cu latura bazei de 4 cm, 1naltimea de 2 cm si
apotema de 4 cm.

P
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§3. Piramida. Trunchiul de piramida

15. Luand in considerare proprietatile ce tin de bazele
si fetele laterale ale unui trunchi de piramida, stabi-

liti care dintre reprezentari poate fi desfasurarea
unui trunchi de piramida patrulatera.

16. Tlustrati desfasurarea unui trunchi de piramida:
a) triunghiulara regulata; 2) b)
b) patrulatera cu bazele paralelograme;
¢) patrulatera cu bazele trapeze.

17. ’lﬁ Investigati! Un poliedru are (numai) doua fete paralele, celelalte fiind trapeze. Decideti daca poliedrul este
trunchi de piramida, stiind ca cele doua fete paralele sunt:
a) triunghiuri asemenea; b) triunghiuri echilaterale;
c) patrate; d) poligoane regulate cu acelagi numar de laturi.

l B Formam capacitatile si aplicam

18. Fie o piramida patrulatera regulata cu latura bazei a, | 19. Ariabazeiunei piramide hexagonale regulate este egala

apotema /, perimetrul bazei #, aria laterala ./, i aria cu 48y/3 cm’, iar apotema piramidei — cu 5 cm. Aflati
totala .o/, Aflati: aria laterala a piramidei.
a) 7, . §i ., dacd a=6m, [=12m; 20. Piramida lui Kheops a avut initial iniltimea de 147,5 m
D . o 2, . g . . .
b) 7, .4 sildaca a=13m, .« =689 m"; si latura patratului bazei de 232 m. Raportul dintre
¢) a, #, ., dacd [=16m, ./, =288 m’; lungimea apotemei VM si segmentul OM, unde V este
d) a, I, </, dacd =44 m, .4/, =396 m’; varful piramidei, iar O — centrul bazei, este un numar
e) a, #, I, dacd ./, =352 m’, .«/ =416 m’. renumit, utilizat in arhitecturd inca din Antichitate. Aflati
acest raport si comparati-1 cu \/§2+ 1.
e . . . iy e D’ c’
21. @@ Lucratiin perechi! Lungimea muchiei cubului din imagine este de 44/3 cm. |
Determinati volumul tetraedrului 44°D’B’ (A'D’B’ este baza tetraedrului). | o
A f
22. Volumul unei piramide hexagonale regulate este egal cu 4843 cm’, indltimea :
piramidei — cu 3 cm, iar apotema este congruenta cu latura bazei. Determinati aria :
totald a piramidei. }D _____ L Yo
23. Aria laterald a unei piramide hexagonale regulate este egala cu 192 cm?, indltimea J
ei —cu 4 cm, iar apotema piramidei este congruenta cu latura bazei. Determinati A B
volumul piramidei. D’ c’
M
24. Lungimea muchiei cubului din imagine este de 16 cm. Varful M al piramidei MABCD , : 4%
2 N . . . . o . . N\ 4
este centrul fetei A B°C'D" a cubului. Aflati raportul dintre aria laterala si aria 4 HEEA N B
S 1
bazei piramidei. :/// \\ IN
/ \ N
25. Latura bazei unei piramide hexagonale regulate este congruenta cu naltimea /'1v’ :‘ \
piramidei. Determinati aria laterala si volumul piramidei, daca inaltimea piramidei /:/ D \ ¢
. . 4 \
este de 10 cm, iar apotema ei — de 54/7 cm. A ’ B

Il B B Dezvoltam capacitatile si cream

26. Inaltimea unei piramide patrulatere regulate este de 8 cm, iar lungimea laturii bazei — de 12 cm. Aflati aria totala si
volumul piramidei.
27. Fie ABCD un tetraedru regulat, AB =4 cm si G,, G,, G, centrele de greutate ale triunghiurilor DBC, DAC, respec-
tiv DAB. a) Aflati aria totala si volumul tetraedrului.
b) Aflati raportul dintre aria triunghiului G,G,G, si aria triunghiului ABC.
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Exercitii si probleme recapitulative

28. Inaltimea unui tetraedru regulat este de 8 cm. Aflati volumul tetraedrului.

29. Anaa cumparat lapte In 2 pachete de forma unei piramide patrulatere regulate cu latura bazei de 10 cm si indltimea de
9 cm, iar Mihai — intr-un pachet de forma unei prisme patrulatere regulate cu latura bazei de 5 cm si inéltimea de 25 cm.
Determinati cine a cumparat o cantitate mai mare de lapte.

30. (*EG, 2020) intr-o piramida patrulatera regulati cu volumul de 36 cm?, iniltimea este de 2 ori mai mica decat muchia
bazei. Determinati lungimea muchiei bazei.

o
31. % Lucrati individual! Proiect. Poliedre in casa mea.

Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele

1. Aflati suma masurilor unghiurilor poligoanelor care | 9. '5’1@ Investigati!
formeaza fetele unei piramide: Cate diagonale are un trunchi de piramida:
a) triunghiulare;  b) patrulatere; c¢) pentagonale. a) pentagonala;

TN . . Arui i i?
2. Determinati inaltimea unui tetraedru regulat cu muchia b) ale cérui baze sunt poligoane cu 7 laturi?

de 10 cm. 10. Fie ABCA'B’C’ o prisma triunghiulara regulati. Stiind
ca distanta dintre centrele a doua fete laterale este de
4 cm si aria laterald — de 964/3 cm?, aflati:

a) indltimea prismei;

b) volumul prismei.

3. Aflati volumul unui tetraedru regulat cu muchia de 8 cm.

4. Un paralelipiped dreptunghic are urmatoarele dimen-
siuni: 7 cm, 4 cm i 8 cm. Determinati aria totala i volumul

paralelipipedului.
11. Toate muchiile prismei regulate ABCA’B’C’ sunt de

3 cm. Determinati lungimea segmentului 4D, unde D
este mijlocul muchiei B'C’.

5. Volumul unui cub este de 216 cm?. Aflati aria totald a
cubului.

6. O prisma triunghiulara regulata are muchia bazei de 4 cm 12. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile bazei

siinaltimea de 8 cm. Determinati aria laterala si volumul ei. de 15 cm i 5 cm, iar aria lui lateral este de doud ori mai

7. O prisma hexagonald regulata are muchia bazei de 2 cm, mare decat aria bazei. Aflati indltimea i volumul
iar fetele laterale sunt patrate. Aflati aria laterala si volu- paralelipipedului.
mul prismei. 13. Fieun cub cu diagonala de 3 cm. Unind centrul cubului
8. Fie ABCDEF o prisma dreapta cu baza ABC triunghi cu varfurile lui, se obtin 6 piramide congruente. Ce
dreptunghic. Iniltimea prismei este congruenta cu ipote- volum are fiecare piramida?

nuza ACabazeisi AB=12 cm, BC =9 cm. Determinati: | 14 Fie 4BCA'B'C’ o prisma triunghiulara. Triunghiul ABC
a) aria totala si volumul prismei;

b) aria triunghiului EBM, unde M este mijlocul mu-
chiei AC.

are doua laturi de 17 cm si 24 cm, iar masura unghiului
format de ele este de 30°. Stiind ca inaltimea prismei

este de 12 cm, aflati volumul ei.

H B Formam capacitatile si aplicam

15. Suma dimensiunilor unui paralelipiped dreptunghic este egala cu 24 cm, lungimea diagonalei — cu 18 cm. Determinati
aria totala a paralelipipedului.

16. Fie cubul ABCDA’B'C’'D’, M—mijlocul lui [4’D’], iar P—mijlocul lui [AB]. Stiind cd MP =4+/3 cm, aflati lungimea
muchiei si volumul cubului.

17. Suma muchiilor concurente intr-un singur varf al unui paralelipiped dreptunghic este de 15 cm, iar diagonala lui —
de +/77 cm. Determinati aria totala a paralelipipedului.

18. Volumul unei prisme patrulatere regulate este de 175 cm?, iar inaltimea ei — de 7 cm. Determinati lungimea diagonalei si
aria totald a prismei.
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19. O prismd hexagonald regulatd are muchia bazei de 6 cm si indltimea de 8 cm. Determinati lungimea diagonalelor prismei,

aria totala si volumul ei.

o
o]
20. @@ Lucrati in perechi! Fie paralelipipedul dreptunghic 4BCDA’B’'C'D" cu AB=12cm, BC=35cm. Aria
sectiunii determinate de muchiile 44" si CC” este egald cu 370 cm?. Determinati aria laterald si volumul paralelipipedului.

l H B Dezvoltam capacitatile si cream

21. O suprafata de forma unui triunghi echilateral cu
indltimea de 44/3 cm reprezintd desfasurarea unui
tetraedru. Determinati aria totala si volumul tetraedrului.

22. Fie piramida triunghiulara regulata V4BC cu baza ABC
si AB=122 cm, AV =12 cm.
a) Aflati tnaltimea triunghiului ABC.
b) Determinati indltimea piramidei.
c¢) Aflati volumul piramidei.

Test sumativ

Varianta 1

1. Un vas de forma unui paralelipiped dreptunghic cu
dimensiunile bazei de 10 cm si 15 cm si inaltimea de
20 cm este plin cu apa.

a) Reprezentati desfasurarea paralelipipedului la sca-
ral:5.

b) Aflati aria laterald a paralelipipedului.

c¢) Cati litri de apa sunt in vas?

d) Apa din vas se toarna Intr-un vas cubic cu muchia
de 20 cm. La ce inaltime s-a ridicat apa 1n vasul cubic?
e) Aflati raportul dintre capacitatea vasului cubic si a
celui paralelipipedic.

2. Un corp metalic are forma unui tetraedru regulat.
a) Aflati lungimea unei muchii a tetraedrului, daca suma
lungimilor tuturor muchiilor este egald cu 54 cm.
b) Reprezentati desfagurarea tetraedrului.
c) Aflati suprafata totald a corpului.
d) Care este inaltimea tetraedrului?
e) Corpul a fost topit, iar din metalul obtinut au fost
create piese — tetraedre regulate cu muchia de 3 cm.
Cate piese au fost confectionate?

3. Abajurul unei lampi de masa
de forma unui trunchi de pira-
mida patrulatera regulata fara
baze (a se vedea desenul) se
confectioneaza din panza.
Va ajunge oare o bucata de
panza de forma unui patrat
cu latura de 50 cm?

Capitolul 3. Poliedre
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24,

1.

Un trunchi de piramida patrulatera regulatd provine
dintr-o piramida cu inaltimea de 12 cm si latura bazei de
8 cm. Determinati lungimea muchiei laterale a trun-
chiului, stiind ca el are inaltimea de 4 cm.

Aria totald a unui tetraedru regulat este egala cu 6+/3 cm’.
Aflati volumul tetraedrului.

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

Varianta Il

O vaza de forma unei prisme triunghiulare regulate cu
latura bazei de 12 cm si 1ndltimea de 30 cm este pe
jumatate plina cu apa.

a) Reprezentati desfagurarea prismei la scara 1: 3.

b) Aflati aria laterala a prismei.

¢) Cati litri de apa sunt in vaza?

d) Apa din vaza se toarna intr-un vas cubic cu muchia
de 20 cm. La ce inaltime s-a ridicat apa in vasul cubic?
e) Aflati raportul dintre capacitatea vasului cubic si a
vazel.

Un corp metalic are forma unui tetraedru regulat.

a) Aflati lungimea unei muchii a tetraedrului, dacd suma
lungimilor tuturor muchiilor este egala cu 72 cm.

b) Reprezentati desfagurarea tetraedrului.

c) Aflati suprafata totala a corpului.

d) Care este inaltimea tetraedrului?

e) Corpul a fost topit, iar din metalul obtinut au fost
create piese — tetraedre regulate cu muchia de 6 cm.
Céte piese au fost confectionate?

O lustra de forma unui
trunchi de piramida patru-
latera regulata fara baze
(a se vedea desenul) se
confectioneaza din sticla.
Va ajunge oare o bucata
de sticla de forma unui
patrat cu latura de 30 cm?
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Corpuri rotunde

Geometria atrage sufletul spre adevar §i creeaza
spiritul filosofiei.

\ Platon /

In practici, in afard de poliedre, se intdlnesc corpuri marginite total sau partial de suprafete
neplane: sfera, cilindrul, conul etc., numite corpuri rotunde. Ca si in cazul poliedrelor,
acestea au un sir de proprietati interesante. De exemplu, dintre toate corpurile geometrice
cu aceeasi suprafata totala, sfera are volumul maxim.

Deoarece suprafetele corpurilor rotunde se obtin (dupa cum veti vedea) prin rotatii com-
plete ale unor figuri geometrice 1n jurul unei drepte, corpurile in cauza se mai numesc corpuri
de rotatie.

§ 1. Cilindrul (circular drept)

E‘l/f Administratia unei benzinarii a hotaréat sa | 14 m .
vopseasca cele 10 cisterne (de forma cilin-
drica) ale autocamioanelor. Fiecare cisterna
are lungimea de 14 m si diametrul bazei de
2 m. Cate cutii de vopsea sunt necesare,
daca o cutie ajunge pentru o suprafatd de
15 m??

1.1. Elementele cilindrului

&
Il Definitie ¢ Corpul geometric format din doud discuri con- ,'

gruente, situate in plane paralele, si din toate seg- / / / / / / /
9D

mentele cu extremitatile apartinand acestor discuri
se numeste cilindru circular (fig. 1).

¢ Cele doua discuri ale cilindrului circular se numesc a,
baze ale cilindrului. Fig. |

Orice segment cu extremitatile in planele ba-
zelor cilindrului, perpendicular pe ele, se numeste
inaltime a cilindrului. Lungimea acestui segment
de asemenea se numeste Indltime.

De exemplu, in figura 2 este reprezentat un
cilindru cu bazele 9 (O, OM) si 9, (0,, OM,).

Fie € si €, cercurile care marginesc discurile

9D si9,.
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§ 1. Cilindrul (circular drept)

Segmentele paralele cu dreapta OO,, ale carei extremitati apartin cercurilor € si €,
se numesc generatoare ale cilindrului.

Astfel, in figura 2, segmentul MM, este o generatoare a cilindrului.

Multimea tuturor generatoarelor cilindrului se numeste suprafata laterald a cilindrului,
iar multimea punctelor lui, care nu apartin bazelor si nici suprafetei laterale, se numeste

interiorul cilindrului.
Daca generatoarele unui cilindru circular sunt e e

perpendiculare pe planele bazelor, atunci cilindrul

se numeste cilindru circular drept (fig. 3 a)), in

caz contrar — cilindru circular oblic (fig. 3 b)).
Observam ca generatoarele cilindrului circular

drept sunt indltimi ale acestuia. 3) Fig. 3 b)

Bl Observatii 1. In clasa a IX-a vom cerceta numai cilindrul circular drept, pe care il vom numi, pe
scurt, cilindru.
2. In practica, mai frecvent se intilnesc probleme ce tin de suprafata cilindrului.
De aceea, pentru a scurta exprimarea, prin cilindru uneori vom intelege numai supra-

fata sa. k-
Vi _/_ ___|B TN C
?//’ Descrieti ce obtineti la rotatia completd a dreptunghiului ABCD :-\ S l
in jurul dreptei 4B. Lo
1o
Rezolvare: -
. . I . . [
La rotatia completa a dreptunghiului ABCD 1in jurul dreptei AB g RN
se obtine un cilindru cu inaltimea AB si raza bazei AD (fig. 4). _\_:;:: “Ta . D
Fig. 4
1.2. Desfasurarea cilindrului. Sectiuni
f‘l/f Desfasurati un cilindru si examinati ce obtineti.
Rezolvare: r desfasurarea
_ ’ - _ suprafetei
Taind suprafata laterald a cilindrului dupa o - laterale
. = . 7 N\
generatoare, obtinem o suprafata dreptunghiu-  g----+---; o 7
lard (fig. 5). Dimensiunile acestui dreptunghi sunt T

egale cu lungimea cercurilor bazelor si lungimea

generatoarelor cilindrului. Prin urmare, desfasu- g TS

rarea cilindrului constd din doua discuri de raze  ~ "

egale si o suprafatd dreptunghiulara, avand o desisuraile r
dimensiune egald cu lungimea unuia dintre aceste bazelor

discuri, iar alta — cu lungimea generatoarei lui. Fig 5
ig.

% Atelier Confectionati din carton un cilindru circular drept cu inaltimea de 15 cm si raza bazei de
5 cm.
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§ 1. Cilindrul (circular drept)

z Descrieti ce obtineti intersectand cilindrul cu un plan ce contine

centrele bazelor cilindrului. @

Rezolvare:

Fie O, si O, centrele bazelor cilindrului. Intersectia cilindrului cu
un plan ce contine dreapta O,0, este o suprafatd dreptunghiulara
ABCD cu dimensiunile egale cu inaltimea cilindrului si diametrul
bazelor (fig. 6).

O

Fig. 6
Bl Observatie

I Suprafata dreptunghiulard 4BCD se numeste sectiune axiala a cilindrului, iar dreapta
0,0, — axa de simetrie a cilindrului.

W Aplicam * Un cilindru circular drept cu raza bazei de 10 cm si generatoarea de 16 cm este sectionat
paralel cu axa de simetrie a cilindrului (fig. 7). La ce distanta de la aceasta dreapta se afla

l? sectiunea, daci aria ei este de 192 cm®?
' | 0 Rezolvare:
v ; Sectiunea data este o suprafatd dreptunghiulard ABCD, avand o dimensiune egalda cu
E E lungimea generatoarei cilindrului.
Ai\: _ P S Deci, ./, y.p = AD-DC = DC = "Qing :%: 12 (cm).
& "' 0, Fie O,M 1naltimea triunghiului isoscel DO,C cu DO, =0O,C =10 cm.
\Blh/ OM este distanta de la axa 0,0, pana la sectiune.
Fig. 7

2
Astfel, O,M = Do,z—(DTC) —100—36 =8 (cm).

Raspuns: 8 cm.

1.3. Aria laterala, aria totala si volumul cilindrului

71/5 Fie r raza bazei unui cilindru, iar /# lungimea generatoarei (inaltimea) lui. Aflati aria
suprafetei laterale a cilindrului.
Rezolvare:

Deoarece desfasurarea suprafetei laterale a cilindrului este o suprafata dreptunghiulara
cu dimensiunile 277 (lungimea bazei) si 4, rezulta ca aria ei este .

Aria suprafetei laterale a cilindrului se numeste aria laterala a cilindrului si se noteaza
CU o).

.. - . . p 2 o o . o e .
Fiindca aria unei baze este ./, =7, rezulta ca aria totala a cilindrului este

ol = el + 2l = 270h + 270 =[2mr(h+7) |,

Z Calculati volumul:
a) unei prisme patrulatere regulate drepte de inaltime 4 si latura bazei a;
b) unui cilindru de inaltime 4 si raza bazelor 7.

Rezolvare:

a) Volumul unei prisme este egal cu .« - h, unde .-/, este aria bazei, iar 4 — inaltimea ei.
Prin urmare, 7 =a” - h.
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§ 1. Cilindrul (circular drept)

b) Considerand o prisma dreapta cu bazele poligoane regulate cu un m

numar foarte mare de laturi, obtinem un corp asemanator cu un cilindru \.\ . ; ’}//.(

(i ). THHN
Prin urmare, ca si la prisme, putem considera volumul cilindrului egal : : : : :

cu ., -h. Deci, | 1 =, -h=mr’h JRERERAE
Are loc Fig. 8

Il Teorema 1 Pentru orice cilindru circular drept, .« =27 rh,
of, =2 rh+ 21 =2 r(h+r),
V=ud -h=1r’h,
unde r, h, ./, ., .</,, ¥ sunt raza bazei, inaltimea, aria laterala, aria bazei, aria
totala si volumul cilindrului.

*  Rezolvarea problemei '1 | Z(de la inceputul paragrafului):
Fie S suprafata unei cisterne, S, suprafata tuturor cisternelor.
Atunci S =2mr(h+r), unde A=14m, r=1m.
S=2-314-1-(14+1)=94,2 (m*).
S =10-5=10-94,2=942 (m*).
Deoarece 942:15=62,8 si 62 < 62,8 <63, rezulta ca sunt necesare 63 de cutii cu vopsea.

Raspuns: 63 de cutii.

Exercitii si probleme
B Fixam cunostintele

1. Reprezentati un cilindru: a) circular drept;  b) circular oblic.

Numiti elementele lui.

2. ’@ Investigati! In desen este reprezentat un cilindru circular drept de baze €0, r), €0,,r).
Identlﬁcatl printre segmentele 40,, BO,, AB, MN(MN | 0,0,), 0,0,, CO,, CN, O,N:
a) generatoarele; b) inaltimile;

c¢) razele bazelor; d) coardele bazelor.

3. Fie o suprafata dreptunghiulara de dimensiunile / si L. Reprezinta oare aceasta desfasurarea suprafetei laterale a unui
cilindru circular drept de baza € (O,, r) si generatoare g, daca:
a) LO=0,87T, l=%, r=04, g=04; b) L=4/12, l=%, r=%, g=03; c¢) L=6r", l=%, r=3m, g=g?
0 0 . . . .

4. @ Lucrati in grup! Fie un cilindru circular drept de baze €(O,, r), €(0,, r) si generatoare g, h=0,0,,
o, oy, <, ¥ —aria bazei, aria laterald, aria totald si volumul cilindrului. Completati tabelul:

r g h oo, o, o, /4
16w 24w
2,5 04
5 1257
23 | 3
1 1,57
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§ 1. Cilindrul (circular drept)

5. Sectiunea axiala a unui cilindru este un patrat de arie S. Aflati suprafata totald a cilindrului si volumul lui, daca:

a) S=100 cm?; b) S=4 cm?

¢) §=0,64 cm2.

6. Un dreptunghi cu laturile de 5 cm si 8 cm se roteste in jurul laturii mai mari. Determinati aria totala si volumul corpului

de rotatie obtinut.

7. Valoarea raportului dintre lungimile laturilor unui dreptunghi cu aria de 48 cm? este egala cu 0,75. Aflati volumul
corpului obtinut la rotatia dreptunghiului in jurul axei Iui de simetrie. Cate solutii are problema?

l B Formam capacitatile si aplicam

8. Dreptunghiul ABCD are AB =a si m(£LCAB) =c. El reprezinta desfasurarea suprafetei latera-

0 N . . o
9. @@ Lucrati in perechi! In desen este reprezentat un cilindru. [4D] si [BC] sunt doua
generatoare ale cilindrului. Aflati aria laterala a cilindrului, daca O este centrul unei baze, iar iR

10.

11.

12.

13.

14.

B B Dezvoltam capacitatile si cream

A

stiind ca: a) a=24 cm si oo =30°;

1
1
U
1
1
le a unui cilindru circular drept. Determinati aria totald si volumul cilindrului in doua variante, !
1
1
1
1
1

oA e =20 cm’.

Inaltimea cilindrului circular drept este 7, iar raza bazei
lui — 7. Aflati aria sectiunii duse paralel cu axa cilindrului
la distanta d de la ea, daca:

a)r=5cm, h=10cm, d =4 cm;

b) r=\/ﬁ cm, h=4cm, d =4 cm;

¢) r=x, h=2x, d=0,5x.

Aflati volumul unei pietre, daca la scufundarea acesteia
intr-un vas cilindric de raza r nivelul apei creste cu x:

a) r=8cm, x=3cm; b) r=34/2 cm, x=2+2 cm.
o

Lucrati in perechi! Aflati masa unei tevi de
lungime /, cu grosimea x si diametrul interior H, daca
densitatea materialului este p:
a)/=3m, x=5cm, H=10cm, p=10 g/cm3'

b) I=4/2 m, x=+2 cm, H=9%/2 cm, p= \/,
Inaltimea unui cilindru circular drept este de 8 cm, iar

volumul lui — de 727 cm’. Determinati aria totald a
cilindrului.

g/ cm’.

‘; 5 Investigati! Care cratitd are capacitatea mai mare,
daca prima este ingusta si 1nalta, iar a doua — de doua
ori mai larga si de doud ori mai joasa decat prima?

b) a=10 cm si ox =45°;

15.

16.

17.

18.

19.

607 O

c) a=16 cm si a=60°.

Raza bazei cilindrului este de 5 cm, aria suprafetei laterale
este de 3 ori mai mare decat aria unei baze. Aflati aria
totala si volumul cilindrului.

Valoarea raportului dintre indltimea unui cilindru si raza
bazei lui este egald cu 1,6. Determinati aria totala si
volumul cilindrului, daca se stie ca aria suprafetei late-
rale a acestuia este egala cu 807 cm?.

Inaltimea cilindrului este de 8 cm, raza bazei lui —
de 5 cm. La ce distanta de la axa, paralel cu ea, trebuie
sectionat cilindrul, pentru ca aria sectiunii sa fie
de 48 cm*?

Compuneti si rezolvati o problema asemanatoare.

’@ Investigati! Cat va cantari o bara cilindrica de
fier cu diametrul bazei de 10 cm si lungimea de 0,5 m,
stiind ca densitatea fierului este de 7850 kg/m?? ¢

In desen este repre-
zentat un corp format
din doua bucati de tea-
va identice. Aflati vo-

30t 200 ]
"4
|<— 25cm ——>

lumul corpului.

20. Dintr-o bara cilindrica se executda un numar maxim de piulite de forma unui ,,patrat” (de o anumita grosime) cu latura de
12 ¢m, cu pierdere minima de material. In fiecare piuliti se executa un orificiu cu diametrul de 6 cm. Aflati diametrul barei
si cate procente din volumul barei se pierde prin prelucrare.

21. Dintr-o bara cilindrica cu diametrul de 14 cm se confectioneaza piulite hexagonale regulate cu grosimea de 4 cm. Care
este numarul maxim de piulite ce pot fi executate din bara de 89 cm si cate procente din volumul barei se pierde, daca

in fiecare piulita se executd un orificiu cu diametrul de 8§ mm?

oA v

22. De cate ori trebuie marita Tnaltimea unui cilindru circular drept, fara a schimba baza lui, pentru a-i mari volumul de 8 ori?

Compuneti si rezolvati o problema asemanatoare.

23. De cate ori trebuie marita raza bazei unui cilindru circular drept, fara a schimba 1néltimea lui, pentru a-i mari volumul de 8 ori?
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§2. Conul (circular drept). Trunchiul de con

ol Investigam "l/! O graimada de grau de forma conica are inaltimea de 2,4 m, iar suprafata bazei — de

26 m?. Aflati cantitatea de grau din gramada, daca o tona de grau ocupa 1,3 m°.
2.1. Elementele conului

Bl Definitii Fie 9 undisc si ¥ un punct care nu apartine planului

discului.

¢ Corpul geometric format din toate segmentele cu
o extremitate ¥ si cealaltd apartindnd discului &
se numeste con circular (fig. 9).

¢ Discul 9 se numeste baza conului, iar punctul V' —
varful conului.

¢ Segmentele cu o extremitate V si cealalta apar-
tindnd cercului care margineste baza conului se
numesc generatoare.

De exemplu, in figura 9 este reprezentat un con cu varful ¥ si baza 9.
Segmentul VM este o generatoare a acestui con.

Fie O centrul bazei conului circular (fig. 10).

Daca dreapta VO este perpendiculara pe baza
conului, atunci conul se numeste drept (fig. 10 a)), in inaltime
caz contrar, se numeste oblic (fig. 10 b)).

Multimea tuturor generatoarelor conului se numeste
suprafata laterald a conului. Multimea punctelor
conului ce nu apartin nici suprafetei laterale, nici bazei
conului se numeste interiorul conului.

Perpendiculara coborata din varful conului pe planul

bazei lui se numeste indltimea conului (fig. 10). a) b)
Lungimea acestui segment de asemenea se numeste Fig. 10
inaltime.

Bl Observatii 1. Inaltimea conului circular drept coincide cu segmentul care are extremititile in varful

conului si centrul bazei lui.
2. Deseori, pentru a scurta exprimarea, vom numi con numai suprafata sa.
3. In clasa a [X-a vom cerceta numai conul circular drept, pe care il vom numi con.

:@Fie triunghiul dreptunghic ABC cu m(£LA4ABC)=90°.
Descrieti ce obtineti la rotatia completa a triunghiului
ABC in jurul dreptei 4B.

Rezolvare:
Larotatia triunghiului ABC 1n jurul dreptei 4B se obtine

un con circular drept cu generatoarea AC, inaltimea AB si
raza bazei BC (fig. 11).
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§2. Conul (circular drept). Trunchiul de con

2.2. Desfasurarea conului. Sectiuni

desfagurarea
suprafetei
laterale

2 2 Desfasurati un con si examinati ce obtineti.

Rezolvare:

Taind suprafata laterald a unui con dupa o
generatoare, obtinem o suprafatd de forma unui
sector de cerc (fig. 12) cu raza egald cu lun-
gimea generatoarei conului. Lungimea arcului
de cerc determinat de sector este egald cu lun- .- desfasurarca

i i a . bazei
gimea cercului de la baza. Fig. 12

% A"’L’ 141 Confectionati din carton un con cu generatoarea 7

de 10 cm si raza bazei de 5 cm.

* Intersectand conul cu un plan ce contine varful si centrul bazei
conului, obtinem o sectiune marginita de un triunghi isoscel. Aceasta
sectiune se numeste sectiune axiali a conului. In figura 13 supra-
fata marginita de triunghiul 4BV este sectiune axiald a conului.

Fig. 13

I Dreapta VO, unde V este varful, iar O — centrul bazei conului, se numeste axa de
simetrie a conului.

Bl Observatie

2.3. Aria laterala, aria totala si volumul conului

.
3

E 12 Fie g generatoarea, iar r raza bazei conului.

* Aria suprafetei laterale a conului se numeste aria laterald a conului §i se noteaza
Cu ./,.

o o/, =TIgr.

* Aria totald (.«/)) a conului este egald cu suma dintre aria laterald si aria bazei
conului.

o o =mgr+m’ =mw(g+r).

B Aplicam * Sa se afle aria suprafetei corpului obtinut la rotatia unui
patrat cu latura @ in jurul diagonalei sale.
Rezolvare:
Prin rotatia patratului in jurul diagonalei sale obtinem un
corp format din doud conuri congruente cu raza bazei (r)
egala cu o jumatate din lungimea diagonalei patratului si
generatoarea (g) congruenta cu latura patratului (fig. 14).

Luand in considerare raspunsul problemei ,fl/g, obtinem:

Lq/=2-7rgr:2~ﬂ~a-¥=«/57m2. Fig. 14

Raspuns: 2ma® w.p.
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§2. Conul (circular drept). Trunchiul de con

:?;’ Aflati volumul conului cu inaltimea 4 si raza bazei r.
Rezolvare:
Considerand o piramida regulatd cu baza un poligon regulat cu
un numar foarte mare de laturi, obtinem un corp asemanator cu un
con (fig. 15). Prin urmare, ca si in cazul piramidei, volumul conului

poate fi calculat dupa formula 7" = %.Q/b -h.

Dar .« =7r’. Deci, =Lz

3
Fig. 15
Il Teorema 1 Pentru orice con circular drept, .-/, = 7gr,
ol =l oty =g 4 7 =47,
1 1 _,
V== -h==mrh,
3°° 3

unde 7, g, h, ./, «,, <, 7 suntraza bazei, generatoarea, indltimea, aria laterala,
aria bazei, aria totala si, respectiv, volumul conului.

* Rezolvarea problemei E‘l/f (de la inceputul paragrafului):

Fie 7* volumul ocupat de grau.

14 Z%sz/b - h, unde ./, i/ sunt aria bazei si Indltimea gramezii.
Din conditia problemei, .«/, =26 m® si 4 =2,4 m. Prin urmare, 7 = L. 2,4=20,8 (m’).

3
Deci, graul cantareste 20,8:1,3=16 (t).

Raspuns: 16 tone de grau.

2.4. Elementele trunchiului de con

’?1@ Investigam Intersectia unui con cu un plan paralel cu baza conului
) este un disc. Partea conului marginita de acest disc si de
baza conului se numeste trunchi de con (fig. 16). Ambele
discuri ale trunchiului de con se numesc baze. Segmentele
trunchiului de con continute de generatoarele conului se
numesc generatoare ale trunchiului de con. Multimea
generatoarelor trunchiului de con formeazd suprafata
laterala a trunchiului de con. Segmentul trunchiului de
con continut de indltimea conului se numeste indltimea
a trunchiului de con.
] Fie O si O, centrele bazelor trunchiului de con. Segmentul OO, este inaltimea

trunchiului de con. Lungimea acestui segment de asemenea se numeste indltime.

)

Fig. 16

j'l/f Fie ABCD un trapez dreptunghic cu m(£A4)=90°.
Descrieti ce obtineti la rotatia trapezului ABCD 1n jurul dreptei 4B.

Rezolvare:

La rotatia trapezului ABCD (fig. 17) in jurul dreptei 4B se obtine un trunchi de
con circular drept. Baza mica (mare) a trapezului este congruentd cu raza bazei mici
(mari) a trunchiului de con, CD este generatoarea, iar AB este indltimea trunchiului
de con.
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§2. Conul (circular drept). Trunchiul de con

2.5. Desfasurarea trunchiului de con. Sectiuni

j /5 Destfasurati un trunchi de con si examinati ce obti-

neti (fig. 18).

Rezolvare:

Téind suprafata laterald a unui trunchi de con dupa
0 generatoare, obtinem o figura numita sector de co-
roana circulara.

Observam ca lungimile arcelor coroanei circulare
sunt egale cu lungimile bazelor trunchiului de con.

Atelier Confectionati din carton un trunchi de con cu razele
bazelor de 2 cm si 4 cm §i generatoarea de 10 cm.

Intersectand trunchiul de con cu un plan ce contine centrele
bazelor trunchiului de con, obtinem o sectiune care se numeste
sectiune axiald a trunchiului de con.

Sectiunea axiald a trunchiului de con este o suprafatd mar-

ginitd de un trapez isoscel (fig. 19). Fig, 19
Bl Observatie

I Dreapta OO,, unde O si O, sunt centrele bazelor trunchiului de con, se numeste axa de
simetrie a trunchiului de con.

» Descrieti ce obtineti intersectdnd trunchiul de con cu un plan ce nu contine centrele
bazelor lui, dar este paralel cu dreapta determinata de ele.

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Reprezentati un con:
a) circular drept; b) circular oblic.
2. In desen este reprezentat un con circular drept cu centrul bazei O.
Identificati: a) generatoarele; b) inaltimile;
c) razele bazei; d) coardele bazei.

3. Tlustrati desfasurarea unui con circular drept cu generatoarea g si raza bazei r, daca:

a)g=5cm, r=2cm; b)g=7cm, r=3cm.
o)

4. @% Lucrati in perechi! Fie un con circular drept de | 5. Un triunghi isoscel cu laturile de 5 cm, 5 cm si 6 cm se
baza € (O, r). ., <, ./, 7 suntaria bazei, aria laterala, roteste in jurul axei lui de simetrie. Aflati aria totala si
aria totald si volumul conului, g — generatoarea, iar 4 — volumul corpului geometric obtinut.
indltimea conului. Completati tabelul: 6. Un triunghi isoscel cu laturile de 13 ¢m, 13 cm i 10 cm se

r g h A o, o, Va roteste 1n jurul bazei lui. Determinati aria $i volumul
4 3 corpului geometric obtinut.
5 13
4 1087
8 807
7 30m
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7. Reprezentati un trunchi de con: a) circular drept;

§2. Conul (circular drept). Trunchiul de con

b) circular oblic. A, 7~ O\ B,
N

o)
0 . . .
8. @@ Lucrati in perechi! In desen este reprezentat un trunchi de con circular drept.

Identificati:

a) generatoarele; b) inaltimile; c) razele bazelor. 4 B

9. Un trapez isoscel cu bazele de 10 cm si 5 cm se roteste in jurul axei lui de simetrie.

A x

Descrieti corpul de rotatie obtinut, daca indltimea trapezului este de 8 cm. C

10. TIlustrati desfagurarea unui trunchi de con circular drept cu generatoarea g si razele bazelor R, r, daca:
a)g=6cm,R=3cm,r=1cm; b)g=8cm,R=4cm,r=2cm.

) 9 0] o
11. @ Lucrati in grup! a)

Utilizand datele din desen, deter-
minati razele bazelor, lungimea ge-
neratoarei si inaltimea trunchiului
de con circular drept, a carui des-

. . u
fasurare a suprafetei laterale coin- 6 om
cide cu sectorul de coroana circu-

lard reprezentat: 10cm

b)

H B Formam capacitatile si aplicam

12. Ariatotald a unui con circular drept este de 253 cm’, iar aria lui laterald — de

11 cm®. Aflati lungimea generatoarei conului.

13. Determinati aria sectiunii conului circular drept reprezentat in desen, daca ea
contine punctele S, 4 si B, iar SO=10 cm, O4=3 cm, AB=4 cm.

9%}
S e )

14. Un triunghi dreptunghic cu catetele de 3 cm si 4 cm se roteste in jurul

ipotenuzei. Aflati volumul corpului de rotatie obtinut.

15. Aria sectiunii axiale a unui con este S. Aflati aria laterala si volumul conului,

daca raza bazei conului este R.
o)

|

o .
16. @@ Lucrati in perechi! Examinati desenul. In primul pahar (de forma

conicd) sunt 200 ml de suc. Cat suc este in paharul al doilea, acesta fiind @) ©)

identic cu primul?

B B Dezvoltam capacitatile si cream

17. Aria sectiunii obtinute la intersectia conului cu un plan | 21. Un triunghi echilateral cu latura de 8 cm se roteste in

paralel cu baza conului este egala cu S. Sectiunea se afla jurul dreptei ce contine un varf al triunghiului si este

la distanta d de la varful conului, iar / este inaltimea

conului. Determinati aria laterala si volumul conului.

18. Un triunghi dreptunghic cu catetele a si b se roteste in

jurul ipotenuzei. Aflati volumul corpului obtinut.

19. Aria bazei unui con circular drept este de 97 cm?
Determinati aria suprafetei totale a conului, daca volu-

mul lui este de 127 cm?®.

paralela la latura ce nu contine acest varf. Determinati
volumul corpului de rotatie obtinut.

22. Unromb cu latura de 8 cm si unghiul ascutit de 60° se
roteste in jurul unei laturi. Aflati volumul corpului
obtinut.

23. Un trapez isoscel cu bazele de 10 cm si 12 cm si latura
laterala de 10 cm se roteste 1n jurul bazei mari. Determi-

20. Generatoarea unui con circular drept este de 10 cm, iar nati volumul corpului obtinut.

unghiul sectiunii axiale de pe langa varf — de 120°.

Aflati volumul conului.
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§ 3. Sfera

2 /5 Sase baieti au mancat egal un pepene-verde cu raza de 20 cm,
iar patru fete au mancat egal (acelasi volum) un pepene-verde
cu raza de 15 cm. Cui i-a revenit mai mult pepene-verde: unei
fete sau unui baiat?

’ﬁ@ Investigam :‘l/f Fie O un punct si R un numir real pozitiv.
a) Care este locul geometric al punctelor din plan situate la
distanta R de punctul O?
b) Ce se obtine prin rotatia in plan a unui segment de lungime R
in jurul unei extremitati (fixate)?
¢) Denumiti locul geometric al punctelor din spatiu situate la
distanta R de punctul O.

Fig. 24

Rezolvare:
a) Locul geometric al punctelor din plan situate la distanta R de
punctul O este cercul ‘€¢(O,R) (fig. 24).
b) Rotind complet un segment de lungime R in jurul unei
extremitati, obtinem un disc de raza R (fig. 25).
Fig. 25 ¢) Multimea punctelor din spatiu situate la distanta R de punc-
tul O se numeste sfera de centru O si razd R.

Notam: (O, R). Deci, ¥ (O,R)={M| OM = R}.

coarda

Orice segment care uneste centrul sferei cu un punct o el
al ei se numeste razd (fig. 26). Segmentul care uneste
doud puncte ale sferei se numeste coarda. Coarda 5
ce contine centrul sferei se numeste diametru. diametru coarda
i& Numiti locul geometric al punctelor din spatiu:
a) situate la o distantd mai mica decat R de punctul O;
6 b) situate la o distantd mai mare decat R de punctul O.
Rezolvare:
a) Multimea punctelor din spatiu situate la o distantd mai mica decat R se numeste
interiorul sferei (O, R).

Notim: Int ¥ (O, R). Deci, Int #(O,R)={M| OM <R}.

b) Multimea punctelor din spatiu situate la o distanta mai mare decat R de punctul O,

Fig. 27 adica multimea punctelor din spatiu care nu apartin sferei (O, R) si interiorului ei, se
numeste exteriorul sferei ¥ (O, R).
Notam: Ext #(O, R). Deci, Ext #(O,R)={M| OM > R}.
Sfera impreuna cu interiorul ei se numeste bild, sau corp sferic. Prin urmare,
suprafata bilei este o sfera.
Sectiunea obtinuta la intersectia unui plan cu o sferd este un cerc (fig. 27).
Daca centrul acestui cerc coincide cu centrul sferei, atunci el se numeste cerc
Fig. 28 mare al sferei (fig. 28).
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§3. Sfera

3.2. Aria sferei. Volumul corpului sferic

In clasa a XII-a se va demonstra ca:

a) aria suprafetei sferei se calculeaza cu ajutorul formulei ../ =4z R*, unde R este raza
sferei;

b) volumul corpului sferic se calculeaza cu ajutorul formulei 7 = iﬂ' R’ , unde R este raza

. 3
acestur corp.

e Ce volum va avea o sfera cu raza de 9 cm?

Exercitii si probleme

B Fixam cunostintele

1. Tlustrati si notati o sfera. 4. Fie ¥(O, R) si d distanta de la planul o la centrul O.
2. Punctele 4, B, C din dese- Decideti care este pozitia planului o fata de sfera, daca:
nul aldturat apartin (O, R). a) d=5cm, R=23 cm;
Identificati printre segmen- 7 5
tele 04, OC, OB, AB, BC, b) d= g om R=g¢ om;
CA, DA, DC, BD: 3 2
a)razele; b) coardele; Cg d=3,(6) cm, R= 55 e
diametrul. 0
¢) diame 5. @‘@ Lucrati in perechi! Fie d distanta de la centrul
3. ’@ Investigati! Fie $(O, R), d distanta de la dreap- P(0, R) la coarda AB. Determinati lungimea coardei,
ta /la centrul O. Decideti care este pozitia dreptei / fata daci: a)d=3cm, R=5cm;
de sfera, daca: a)d=8cm, R=9 cm; b)d=5cm, R=13cm;
b)d=11cm,R=7cm; ¢)d=10cm,R=10cm. ¢) d =25 em, R=26 cm.

H B Formam capacitatile si aplicam

o)
0]
8. @;@ Lucrati in perechi! Fie 9(O, R) si d distanta de
la planul e la centrul O. Determinati aria cercului de

6. Raza sferei terestre este (apro-
ximativ) de 6400 km. Care este
lungimea unei paralele de 60° intersectie a planului  cu sfera, daca:

a)R=15cm,d=12 cm;

b) R=8+3 cm, d =2+/3 cm;

¢)R=d=10cm.

latitudine (a se vedea desenul)?

7. Aria cercului mare al sferei este S.
Aflati aria §i volumul sferei, daca:

a) S=36rm’; b)S= 13_; rm’; c¢) S=27rm’. 9. Rezolvati problema propusa la inceputul paragrafului.

Hl H B Dezvoltam capacitatile si cream

b
10. Utilizand datele din desen, aflati ) 24em

aria sferei (O este centrul sferei):

72 cm

11.  Aria unei sfere este de 387 cm’. Aflati
aria sferei al carei volum este de 27 de

ori mai mic decat volumul sferei date.

12. Aria unei sfere este de 20 cm®. La ce distantd de la centru trebuie sectionati sfera, astfel incat aria discului marginit
de cercul din sectiune si fie egald cu 2,75 cm*?
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Exercitii si probleme recapitulative

Exercitii si probleme recapitulative

B Fixam cunostintele

1. Reprezentati:

H B Formam capacitatile si aplicam

8.

9.

10.

11.

12.

H BB Dezvoltam capacitatile si cream
18.

19.

168

a) un con circular drept;

b) un cilindru circular drept;

¢) un trunchi de con circular drept;
d) o sfera.

Construiti desfasurarea:

a) unui cilindru circular drept cu raza bazei de 2 cm si
generatoarea de 6 cm;

b) unui con circular drept cu raza bazei de 3 cm si
generatoarea de 8 cm;

¢) unui trunchi de con circular drept cu razele bazelor de
2 cm si 3 cm si generatoarea de 5 cm.

Desfasurarea suprafetei laterale a unui cilindru circular
drept este o suprafatd dreptunghiulara cu dimensiunile
de 24/5 em si 1043 cm. Aflati aria totald si volumul
cilindrului, daca se stie cd generatoarea este mai mica
decat diametrul bazei lui.

Desfasurarea suprafetei laterale a unui con circular drept
este un sector de cerc de 60° si raza de 9 cm. Aflati aria
totala si volumul conului.

Aflati raza unui disc a cdrui arie este egala cu aria totald
a unui cilindru circular drept cu raza bazei de 2 cm si
inaltimea de 7 cm.

Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia unui
dreptunghi cu diagonala de 5 cm si perimetrul de 14 cm
in jurul laturii mai mari.
0
Lucrati in perechi! Determinati volumul corpului
obtinut prin rotatia unui triunghi dreptunghic cu catetele

de 3% cm si 23 cm:

a) 1n jurul catetei mai mari;

b) in jurul ipotenuzei.

Desfasurarea suprafetei laterale a unui cilindru este de
forma unui patrat cu diagonala de +/72 cm. Aflati volumul
cilindrului.

Inaltimea conului este congruenti cu diametrul bazei
lui. Aflati raportul dintre aria bazei si aria laterala a conului.

Aflati aria laterald si volumul cilindrului obtinut la rotatia
completa a unui dreptunghi de dimensiunile 5 cm si
7 cm 1n jurul unei laturi. Cercetati ambele cazuri.

O bild cu raza de 6 cm si un cub cu latura de 9 cm sunt
confectionate din acelasi material. Comparati masa

acestor corpuri.
o

Lucrati in perechi! Un triunghi echilateral se
roteste 1n jurul axei lui de simetrie. Aflati volumul cor-
pului obtinut, daca aria triunghiului este de 1643 cm?.

13.

14.

16.

17.

Aflati raza bazei unui cilindru circular drept cu aria totala

de 137 cm? si generatoarea de 1% cm.

Aflati raza bazei unui con circular drept cu aria totala de
9871 cm? i generatoarea de 7 cm.

.7 hg Investigati! O bila curaza de 10 cm se afld intr-un

vas de formi cilindrica cu raza bazei de 12 cm. In vas se
toarnd 4 / de apa. Va fi acoperita oare bila de apa?

Diagonalele unui romb au lungimile de 6 cm si 6+/3 cm.
Determinati aria totala a corpului obtinut la rotatia
completd a rombului in jurul uneia dintre laturile sale.

’@ Investigati! Care corp are volumul mai mare: o
sferd cu raza de 10 cm sau un tetraedru regulat cu muchia
de 15 cm?

Distanta dintre centrul bazei conului si generatoarea lui
este egala cu 343 cm. Aflati aria totald si volumul
conului, daca generatoarea lui formeaza cu raza bazei
un unghi de 60°.

Distanta dintre centrul bazei conului si generatoarea lui
este egala cu 6% cm. Determinati aria totala si volumul
conului, daca generatoarea lui formeaza cu indltimea

conului un unghi de 60°.

Geometrie

20.

21.

Capitolul 4. Corpuri rotunde

Aria laterald a unui con este de 4 ori mai mare decat aria
bazei lui. Aflati masura unghiului la centru al sectorului
de cerc care reprezintd desfasurarea suprafetei laterale
a conului.

O sfera este inscrisd intr-un con. Valoarea raportului
dintre aria bazei conului si aria sferei este egald cu 0,75.
Aflati masura unghiului dintre generatoare si raza bazei
conului.



este a.

siraza bazei mici de 8 cm.

22. Un triunghi echilateral se roteste in jurul unei laturi. Determinati volumul corpului obtinut, daca latura triunghiului
23". Aflati raza bazei mari a unui trunchi de con circular drept cu aria totala de 5067 cm?, aria laterald de 2737 cm?

24", Trapezul ABCD cu baza mare AB are m(£A4) =90°, AD =8 cm, AB=8 cm, DC =2 cm.

Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia trapezului in jurul:

a) laturii 4B;  b) bazei mici.

0

Test sumativ

Varianta |

1. Fieun cilindru circular drept cu generatoarea de 5,5 cm

siraza bazei de 2 cm.

a) Desenati desfagurarea cilindrului dat.
b) Aflati aria laterala a cilindrului.

¢) Determinati aria totala a cilindrului.
d) Aflati volumul cilindrului.

. Un con circular drept de metal are generatoarea de
5 c¢m, iar diametrul bazei de 8 cm.

a) Aflati Tnaltimea conului.

b) Determinati aria laterala a conului.

¢) Aflati volumul conului.

d) Conul a fost topit si din metalul obtinut s-au con-
fectionat bile cu raza de 1 cm. Cate bile s-au obtinut?

. Aria suprafetei unei mingi sferice este egala cu
4007 cm®.

a) Este oare posibil sa punem aceasta minge intr-o cutie
de forma unui cub cu muchia de 15 cm? Justificati.

b) Mingea se afla la 2 m de un perete. Un copil a
lovit-o in directia peretelui. Mingea s-a rostogolit pe o
linie dreapta de 3 ori si s-a oprit. La ce distanta de la
perete se afla aceasta?

(In calcule considerati 7 =~ 3,14.)

. O piesa are forma figurii care se obtine la rotirea unui
triunghi dreptunghic cu catetele de 8 cm si 6 cm in
jurul ipotenuzei. Aflati volumul piesei.

Lucrati in grup! Proiect. Corpuri de rotatie din localitate.

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

Varianta Il

. Fie un cilindru circular drept cu inaltimea de 6 cm si

raza bazei de 3 cm.

a) Desenati desfasurarea cilindrului dat.
b) Aflati aria laterala a cilindrului.

¢) Determinati aria totald a cilindrului.
d) Aflati volumul cilindrului.

. Un con circular drept are indltimea de 12 cm, iar

diametrul bazei de 10 cm.

a) Aflati generatoarea conului.

b) Determinati aria laterald a conului.

¢) Aflati volumul conului.

d) O bila de metal curaza de 15 cm a fost topita, iar din
metalul obtinut s-au confectionat conuri cu dimen-
siunile date mai sus. Cate conuri s-au obtinut?

. Aria suprafetei unei mingi de ping-pong este egala

cu 36w cm’.

a) Este oare posibil sa punem aceastd minge intr-o
cutie de forma unui cub cu muchia de 4 cm? Justificati.
b) Mingea a fost impinsa si s-a miscat pe o dreapta in
directia opusa a marginii mesei de tenis. S-a rostogolit
de 5 ori si s-a oprit. La ce distantd de la marginea mesei
se afld mingea, daca lungimea mesei este de 2,74 m?
(in calcule considerati 7 ~3,14.)

. O piesa are forma figurii care se obtine la rotirea unui

triunghi dreptunghic cu ipotenuza de 10 cm si un unghi
ascutit de 60° in jurul ipotenuzei. Aflati volumul piesei.
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Raspunsuri si indicatii

Algebra

Capitolul 1. Multimea numerelor reale. Recapitulare si completari
§ 1. 3. a) 0,875, nu este periodic; ¢) 4,(851), perioada este 851. 4. a), c), €) Numere zecimale periodice simple;

b), d), f) Numere zecimale periodice mixte. 7. 10 nuci 120 de nuci. 8. d) x, =5, x, =-2 — numere rationale;
f) x =5 343, X, =5+3+/3 — numere irationale. b) 59507 d) 252)7 e) % 10. a) 1++/7 > 24/3;
d) —==-0,3). 11.b) /3++/2; ¢)1;d) 11-6+2. 12.¢) {xe|R|(—<x> 0)U(0; +0)}. 15.25kg. 16.1kg. 19.b) S=;

c)S {-1;4}. 20.a) S=1{0;0,5}; b) Indicatie. |2+ x|=|5x-3|< (2+x)* =(5x-3)".
§2. 1.a) 632+5J6-95; b) 11,6-21v2. 2.¢) 2,828<24/2<2,829; d) 6,708<3+/5<6,709. 3.¢) 3-42<1,7;
d) 1++/3<2++/2. 5. Lafierbere se pierd circa 33 % din vitamina C. 6. =170 g de unt, =130 g de zahar, 200 g de cioco-

lata, 4 oua, 2 linguri de faina. 10.b) De exemplu, 4+(4+f) 10-(2—- f) 4(2+025\/7) 8\/7+\/7. 11. De 100 de ori.

12.0,5 i —1. 14.373,45 lei. 15.a) 8—2415; d) 38+12410. 16.b) 1152 -9y3; d) 26+15f 17. b) =~—5,689;

d) ~2,466. 18.16+8v5. 19.Cu36%. 21.a) 213 +3+/3 +1204/2 —186. 24. 185 —15

§3. 2.2) ae[2; +oo); b)ae(—oo 0]; c)ae(—l +o0). 3.2) V12; b) —3a>; ) Jb(b-1)*. 4 a)4f 3;b) 7\5 ¢) a*\/5;

d) 2-a)7. 6.2)27;b) 5z 25 )7 d) 116. 7.a) 10a°; b) Zx; ¢) 4b°; d) 1000y™°. 8.a) 10; b) —. 9.a) £;
\/7, 0) V3-1; e) 4/5-9. 10. a)712'b)60'c)9+5\/7' d) 1. 11.a) x—+/5; b)\/,,c) f d) 2- J_

12.a) : b)5;0) 40— d)9: ¢) ~0,9999; f) ~ 5 13.2)210;b) 30; ¢) 1500;d) 0.4. 17, a)23 cm?; b)6acm2 18.a) 500; b) 0,07;

c)4000;d)0,009. 19.a)38; b) 4(5-1). 20.a)A; b)A; ¢)F; d)A. 21.a)§; ) )2 ) .22, )f ‘F

b) V10; ¢) —+/2.

Exercitii si probleme recapitulative. 1. b) 35— 7J§+5J§_4JE_ 3.a) J7<A10; b) V63 >4/54; c) V23 <103.

4.b) 3J7; ©)3J2-2; d)F 8. 7.b) ¢ d) S 8101519, 9.50.8 lei. 10.d) De exemply, 3V13 +4413;
813 =/13; 24/13-35; \/_. 11. b) 11+4y7; d) 200+80f 13.2) 3J3-1; ¢ 14—6[ 14. a)S—{—1;4};
b) S={0;0,5); ¢) S={-2;2}. 15.a) 5-243<24+2; b) 647 <4/7. 17.2) 6— b) 15 )3198 )%.

18.2) —4x; d) — 2x2y3\5. 20.80cm. 21.50deanisi 14 ani. 22.a)4;b)4;c)3;d) 16, e) 3. 26. a) 1;b)2. 29. Indicatie.
a), b), d) Efectuati substitutia | x | = #; c¢) Efectuati substitutia |3—x|=¢. 31.Indicatie. Cercetati cazurile a >0, a <0, a=0.

Capitolul 2. Rapoarte algebrice

§1. 1.2)0;b) 14;¢)—1; d) —g. 2.2) 14: b)—25; ¢)=30.25: d) 22 6. )1~b)1~c)§~ d)1,3. 7.2)5; b) §- ¢)-9: ) 0.8.
8.a) R\{4}; b) R\{-3}; ¢) R\{=3}; d) IR\{B%}; e) IR\{+3} f) R\{£0,6}. 9.a)2.8;b)-3.2; c) 715- d) %
10.2) F(0)< F(1); b) F(=2)< F(=1); ¢) F(0,5)> F(0.,5); d) F(10)< F(=10). 11.a) F(-1), F(-2), F(=3), F(3), F(2), F(I);
b) F(0,5), F(-4), F(4), F(-0,5). 12.a)-5;1;3;9;b)-2;2;4;8;¢)-11;-5;-3;-1; 1, 7; d)—-14;-12; -11;-9; —8; —6.
13.a)IR\{—\/§, V31 b) RV=1}; ¢) R\{V2}; d) R\ {x,ye R|x# y}. 14.a) —1; b) l; c)—3;d)—%=1—x/5.

+42
x? 3x+2y 9 03 _ 84 -168. 11 =32 —175
§2. 6a) )3y )2x+y d) 7y - 7.8 )* 12704 112 —22.4° )* 176 128 —512 -28°
2 2 2
8. a) —1=x z—xzxy 2y=0,5x —03,5x +x—1; b) x+y_ Ix=Ty 3y’ 3x2. 10. a) 3 :
woooxXy w 0,5x°y +xy X=y (x—y)y  Ty=Ix  —3(x-y) x+2
2a=b) | —x-y 4(b—2x)
b - d . 11.80. 12.9.
) a+b ’ ©) x ) b+2x
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Raspunsuri si indicatii

02 _l 11 & ll a+b.
§3. l-a)l,b)7,0) 47 d) 39~ .a) 15 b) c) ,d)l e) 1 . 3.a ) ) b,C
@ +b . 6+2y . dax 4—x N 10x 4(x*-1)
4.2) P ; b) o ; ©) xz_ 55 d) 2x(x+1)' S.a ) b) —<=; ©) d) . 6.a ) b) _1 5 ©) (r— 2)2,
8 ERERRITL 4 4y b+ay 3x2 4y 25— ab 8x
d) o 7.a) 2 ,b) 14, c) — d) . 8.a ) ; b) p— ©) 7x_5,d) 4y . 9.a ) b) o)-1; d)
36 256 . 3%5° x’y? X(x+y) . | xfa’ . Ax-1) a*+b* —x—2_
10.2) 353 b) - 125 9 G35 ) S 1) 220 ) S T 0 Sss ) i 12.9) az—bz’b) GiD
O T 3 220 g S _ 202 5. by 17 _17(1+8¢5)
a(x+y) x+y x+y 442 +1 31 1-85 319
3 by 2oy by A Cox+2 o (x=1Y b re
§4. 1.B. 2.0) ¥ +3x b) 250) —". Z;a)A,b)A,c)F. 4.0 -5 b)( - ) ¢) 5. 5.a)Nu;b) x=0.
x+2. 3(a— 2t -3 . a . 3a+b . 2 i1
6. Nu sunt. 7. a) —; b) b 9. a) TR b) TS c) b’ d) i 11. S={-10;1}.

T S 1 Al e
12.0) E()=x-1-——:b) a=Lb=-lc=-1.

Exercitii si probleme recapitulative. 2. a) 5; b) 4,5; ¢) 5; d) 2,6. 5. a) 3 b) Z;z; c) x_+aa; d) - x;rz.
o )yjyzzx’ ? iﬁ‘lli{;c) 70 —72x_—123_ 7-2) (fctlz)z;b) WY O ot )9x;3;b)_3x)i6;
O gt O e %0 S0 T0 1T @ 25 w0 e ;”((;11))48; ) e
d) 25(9";8;5‘)8 11.2) (“xajb)z;b) (x_yiy)z; 5 7)“2"5{2 d) 0 39 12. 45, 13.2) 2 bz,b) xer_y;; 5 3xx;y;
d) 4&11’17). 14.0)3,6:6) 2,5;¢) 3; ) 3. 15.2) ——; b)-2x. 16.x=1. 17.x=0.

Capitolul 3. Functii

§ 1. 2.b). 4.2). 6.a)Nu;b)Da;c)Da;d)Nu. 8. f(x)=3x+1. 9.Indicatie. Cercetati doud cazuri: p(x) = (8 +2+/3)x,
p(x)=(@8- 2\/§)x, x — indltimea trapezului. 10. a) D(f)=R; b) D(g)=R"; c¢) D(h)=[0; +e); d) D(f,)=R.
15. a) Da; b) Nu.

§ 2. 4. a) f— strict crescitoare; ¢) f— strict descrescatoare. 5. b), ¢), d) In cadranele I, IV. 13.2) f(x)=7x-3;
c) f(x)= xv2 =43, 18. a) 1) Pentru me (2; +o0) functia f'este strict crescatoare; 2) Pentru me (—oo; 2) functia f este
strict descrescatoare. Pentru m =2 functia f este constanta. 20. 4=2, B=10. 2l.a=-1. 22. f(n)=3+0-n sau
gn)=4+(-1",neN

§3. 4.a) 4:(0; +0) = (0; + ), A(a)=6a’. 6.a) min f(x)=0. 7.b),d)Functia f nu are zerouri. 8.2) Indicafie. Axa
de simetrie este dreapta x = —Zb—a. 10.b) E(f)=(—o;2]; e) E(f)=[-0,25; +o0). 13.2a) a>0,A<0; d) a<0,A=0.
16.1,11m; 1,78 m; 2 m; 1,78 m; 1,11m. 18. a) Indicatie. Pot fi determinate 4 functii. 19. Aria triunghiului mic 4, (x) =—=—
a(h’

Tx)‘ 20. Indicatie. a) Rezolvati ecuatia —2x” —x +4 =—x+ 2 pentru a determina absc1sele

punctelor de intersectie. 23.m=—1. 24.a) aeR"; b) aeR. 25.b=6, c=15.
§4.2.a)5;, -4 -316; 1,5;-1;0,1;-7. 5.a),b),d) Functia f nu are extreme; c) mi’Rn f(x)=1.

aria trapezului 4,(x) =

Exercitii §i probleme recapitulative. 5. 1=2nr. 6.a) y=15-0,5x. 14.a) x=0 — axa de simetrie; miRn f(x)=3;

23

d) x= % — axa de simetrie; m1n f(x)=2=. 16.a) Se determina 4 functii. 17. Indicatie. Rezolvati ecuatia f(x)=0 si

24"
calculati valoarea f(0). 20. c) 40 m. 22.a)Indicatie. Fie 2+x=t, atunci x=2—t. Deci, f(t)=5t-7. 24.b=8;c=12.
2
29. a) Indicafie. Scrieti functia f sub forma f(x)=>—+2XH1=X_y__ X ) jugicagie. Cercetati functia
X X +2x+1 (x+1)
fx)=1+ 5. 30.m=-2.
(x=1)
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Capitolul 4. Ecuatii. Sisteme de ecuatii
§1LA0R DRSS OR 40 5=05: 0 s=i85 0 5={-L 7.0 5-R ws={Tk o s={-3]
8. Indicatie. a) L =1, b) x+2 _ )7 2 d) a+3

=t. 10. Indicatie. Legitatea este z, -z, =30, unde z,, z, sunt
solutiile ecuagnlor dm stanga si, respectiv, din dreapta numarului 30. 11. Indicatie. Legitatea este x,” =81, unde x,, x,

sunt solutiile ecuatiilor din stanga si, respectiv, din dreapta numarului 81. 13.a) S ={-2}; ¢) S={6,5}; d) S= {—3%}.

14. a) S={—%}; b) S = {4 4}: ¢) S={—l;—%}; d) S={—1i'1;%}. 15.2) Pentru m=3, S=; pentru me R\ {3},

S:{ 10 }b)Pentrum 0, S=&; pentru me R\ {0}, S= {2(2"’")}.
m— 3m

§2. 2.a) S={—4; 4}; b) S=1{-5,5}; ¢) S:{—%;O}; d) S=2. 3.a) S:{—%}; b) S:{%;l}; ©) S=2; d) S=02.

4.2) S={1}; b) S={2;6}; ¢) S—®' d) S—{—Z}' e) S—{—l' 4; ) §=0. 8.a) (x=3)(x+1); ¢) —(x+1)(Bx+2).
9.2) S={1}; b) S=J. 10.1)a) —= b) _1§ c) 3 d) —2§ 11. 5, 20. Indicatie. Aplicati relatiile lui Viete. Problema
conduce la o ecuatie de gradul II. 12. 1;3. 13.a) S = @; b) S=; ¢c) S= {—%; 0}. 14.2) S={-2;-1;1;2}; b) S=0.

15.2) S={0}; b) S=G; ¢) S={0}; d) S={-1}. 18.a) =D+ +2); b) (t=v2)(t +2)(¢* +1). 19. Indicatie.

Grupati factorii si faceti substitutia: a) x> —3x=¢; b) X’ +7x=t. 20. a) Indicatie. Deoarece x’ =|x|’, faceti substitutia | x| =z.
a0 oo J 1L _ 9 |21 A1 39 +4m  3+9+4m (.

22.a) Pentru m =0, S‘{_§}’ pentru m= 1 S—{ 3}, pentru me( 24 s+ )\{O}, S—{ m ; o },

pentru me (—oo ;—241‘), S =; b) Indicatie. Cercetati cazurile: 1) m—2=0; 2) m—2#0.

§3.2.a)1;¢)-1. 3.a) S=%}; b) § ={-6}: c) S={‘SE}; d) S={3v2}). 4.a) S={3%}; b) S={—2%}; o) S={%};

d)S={—g}. 5.2) S=1{0}: b) S=; ¢) S=1{0}; d) §=1{0; 6. a)s_{s }; ¢) §=1{0;12}. 7.a)S={0;3%};

c) S=. 9.2a) S=Q\{-3}; ¢) S=Q\{4}. 10.c) S=O; d) S={-5}. 12. a) Indicatie. Legitatea este
(x=x)(x—x,)=0, unde x, x, sunt solutiile ecuatiei date; b) Indicatie. Legitatea este %: 0, unde x,, x, sunt
solutiile ecuatiei date. 14. S ={1}. 15. {— %} 16.c) S = {—5\5; 0; 5\/5}. Indicatie. DVA: IR\{—ZS; —6;6;8}. Numitorul
comun va fi (£ =36)(t* —64). 17.d) DVA: R\{0}. 1) Pentru m—3<0, S=; 2) Pentru m—3=0 rezolvati ecuatia

x+%—3=0; 3) Pentru m —3 >0 rezolvati ecuatiile x+%—3=m—3, x+%—3=—(m—3).

§4.2.b) S={(02;~0,6)}; d) S={( 1% —11271)}. 3.b) S={(—}§ 312} d) = {( ;)} 6.2) S=1{(0;~1):

b) S={(7161;5131)}; ) S={(-L2)}. 7.b) S={(-212)};d) S={1;2)}. 8. a) S={(ZD}; b) S=;
¢) S ={(2;4): (—v2; 4)}. 9.18km/h;24km/h. 11.2km/h. 12. a=>5.
§5.1.1,11. 2.2510;-10,-25. 4.43 cm, 40 cm. 6. 160 km, 120 km. 7. Indicatie. ab=10a+b, ba=10b+a.

12-233 1242433

10.20 de ore, 30 de ore. 12. 3 R 3 . 15.25,51ei,39 delei. 16. 7 itemi de 4 puncte si 5 itemi de 5 puncte.

17. Indicatie. Alcituiti ecuatia y* —x* =225 < (y —x)(y+x) =225, unde x este lungimea catetei, iar y — lungimea
ipotenuzei. Descompuneti numarul 225 in produs de numere naturale. Raspuns: 4 triunghiuri. 18. Indicatie. Fie x, ye N".
Rezolvatiin N* ecuatia (x — y)(x+ y)=45. 19.20 de camioane. 21.120 m.

4}; d) S={—13%}. 2.b) S={0}; ¢) S=@; d) S=3.

Exercitii si probleme recapitulative. 1.b) S ={1ﬁ

4.b) Sz{—%}; d) §=2. 5.d) S={(2:8)}. 6.b) S= {— I %} 7. 48 de apartamente cu 2 camere si 16 apartamente cu
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4 camere. 9.311lei. 10.a) S={-2};b) S :{—g}; c) S={-1;1}; e) S={2}. 12.Indicatie. Aplicati teorema lui Victe.
13.2) (x—1)’(x+1)*(x* +x+1)*(x’ —x+1)’; b) Indicatie. Efectuati substitutia (2x —1)> =¢; c) Indicatie. Efectuati substitutia
(x=2)% d) (=2 (1 ++2)°. 15.2) S={(~=2: ~1)}; ¢) S = {(—16 5.-49,5). 18.28%. 19, SF1V103 —15+3V103,

26 26
3_136”03,‘15_22”03. 20. b)—11 L o) =5, 45. 23. -+ 24, { 2: 0; 1%}. 25. 6 trandafiri albi, 15 trandafiri rosii.
26. 105145, 27. 1. 28. Dana — 60 de bomboane, Paula — 30 de bomboane. 30. a) S:{ ; L 15} b) S={-3;-1;1};
c) S:{I%}. 31. Fiul are 12 ani, tatal — 39 de ani, mama — 33 de ani.

Capitolul 5. Inecuatii. Sisteme de inecuatii
§ 1. 3.2) S =(-o0; 2); b) S=(—o0; 2); ¢) S=(—o0; —1]; d) S = [—% —oo). 4.2) S={0;1;2;3; 4}; b) S={0; 1; 2; 3; 4; 5}.

5.2) s:(—;; 3); b) S=@; ¢) S =[2.5; +e0); d) S:(—m; i] 8. 10 numere naturale. 11. Cantarul va arita intre 111
5i125kg. 12.2) S:(4;+oo); ¢) S=; d) S =[2,5; +o0). 13.2) x&[2; +o0); b) xe(—w;;‘} ¢) xe (3 10]. 1d.a) S=(L; 4);
¢) S=[-2;2]; d) S=(-3;4). 15.25de cirti. 16. xe (3;13). 17.24 de locuri. 18. xe (—oo; —Z]. 19. xe[l; +oo).
20.b) S=(—oo; —ﬂu[g; +oo]; o) S=(—4; —g) 21.2) ae (= 2); b) ae (—o=; 3). 22.d) ae (—oo; —2).

§2.3.2) S=(—°°; ;)U(g +°°); b) S =(—e0; —8) U (6; +o0); ©) S=[—%; ﬂ; d) SﬂR\%}; e) S={%}; f) S=R;
5= QU w0 ) S = 1 | 40 5= o U+ 0) S22 05 0 (6.9 &) S ===

U[=1; +0); €) S = (; ;] 5.2) § = (—o0; —2) U (I; +o0); b) S =[=5; —3]; d) S = (—o0; —1]U[4,5; +0). 7.a)S=[—1;1% :
b) S=R; ¢) S=(=5;4); d) S=2. 8.a) [—1;%]; b) (o0 —4) U (0; +90). 9.2) S =(—cc; —2)U(0; 3); b) S =(—os; —5]U[—%,3

0) S =(=o0; 1U[2; 3]; d) S =[2; 1)U[3; +e). 10. Da, poate fi decupat. 11.a) S = —g : _Z]‘ 12.2) xe[-5; HU(L; 6];

b) xe[-10; —6]U[7;10]. 13.a) S=[1;2]U[3;4]; b) S=(-3;-DU(-1;1). 14.b) me (—; =5). 15.b) ae]0; 1‘1‘)

Exercitii §i probleme recapitulative. 5. -3. 6. a) [—%; 2]; b) [—\/5 ; \/2§:|, c) (—;; 2:|; d) (—oo; —I]U(l;; +o0 )
8.2) x=[l;+o). 9. xe(I; +o0). 10.2) S=(-4;-1); b) S=18}. 11. S:(g;S} 12. S =(=o0; —6) U (=1} U (2; +o0).

13. Nu exista asa valori. 14. a e (—oo; —=3]U[1; +0).

Capitolul 6. Elemente de teoria probabilitatilor si de statistica matematica.
Elemente de calcul financiar

§1. 3. a) Aleator; b) Aleator; ¢) Imposibil; d) Imposibil; e) Sigur; f) Imposibil. 4. a) 4 e mai posibil decat B;

b) 4 e mai putin posibil decat B; ¢) A e mai putin posibil decat B. 5. Unghiuri, triunghi. 9. a) 15 bile; b) 18 bile; c) 19 bile;

d) 11 bile; e) 19 bile.
1 1 1, 1

§2. 1 a)Osansadmsase ¢) Nicio sansa. 2.0,5;0,5. 3. a) = b) =;¢) 1; d) =;¢)0. 4. 5 5.a) > b) 3 c) 3

7.a ) b) c) % 9. Indicatie. Se vor numara numerele prlme (pare, impare) dintre cele 90 de numere naturale.
i3 —ppy=L _2

11. s 12. P(b) P(f) 14. P(A)=P(B)= ¢ 15. P= 75

§4. 1.20%. 2.7 500 de lei. 3. 500 deelevi. 4. 11840 delei. 5.5,5%. 6.7326120delei. 7.20%. 8.5952 delei. 9.9900
delei. 16.34 500 u.m. 17.a) 45 %;b) 2255 de culegeri; ¢) 41,25 %. 22.a) 25 %;b) 6592 de lei. 23.4 000 lei. 25. Indicatie:
3luni=3:12=0,25ani; 9 zile=9 : 360 = 0,025 ani. 27. Indicatie: 3 luni=3:12=0,25 ani; S=14127,75 lei, D=4 127,75 lei.

Exercitii i probleme recapitulative. 3. P(v)= %; P(r)= % 4. O fata galbena si cinci fete rosii. 6.2) a) 15 milioane de

lei; b) 30%. 7.12%. 8.12000 de lei. 9.Db) % 10. 0,98. 11. l 12.0,1. 13. 13 mere. 16. 8%. 17. 5000 de lei.

5 I S
18. 5 luni= 1o ani; 15 zile = 360 Ani- 20. Urna b.

9
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Geometrie
Capitolul 1. Cercul

§1. 4. a)8cm;b) 7 cm;c) 2410 cm;d)2cm. 5. a)12cm; b)Scm; ¢) 15em. 6. a) Secanta cercului; b) Secanta cercului;
c)Tangenta la cerc; d) Secanta cercului; e) Exterioara cercului. 7. »=10 cm, AC = 1043 cm, BM =5 cm. 8. a) 13,7 cm;
b) 3,(4) cm; c¢) 8 cm. 9. a) Secanta cercului; b) Secanta cercului; ¢) Exterioara cercului; d) Tangenta la cerc. 10. a) 3 cm;

4b* — Jis
2

b)5cm; ¢) . 11.a) 10cm; b) —5 om. 12.60°. 15. 30°. 16. 12cm. 17. a) M € Int AABC; b) M € Int A ABC;

c) Daca r>2, atunci M€ Int AABC; dacd r=2, atunci M e €(0,2); daca 0<r<2, atunci M e Ext A4ABC.
18. 20cm. 19. 10cm. 20. 7cm. 21. 7,5 cm. 22. J15 cm. 24. a) 1; b)30; ¢) x> +1°. 26. (12+\/ﬁ) cm.
30. 3\/§ cm. 32. 20cmsau40cm. 33. 8cm, 15cm. 34. 5cm. 38. 60 cm. 39. 82.

§2. 2. a)45° b)90° ¢) 125°. 3. a) MN=KL; b) MN<KL; ¢) MN=KL. 4. a)44°;, b)152°; c) 35°% d) 80°.
5. a) 120°; b) 72°; ¢) 36°; d)30°; €)30°; ) 15°. 11. Patrat. 12. Dreptunghi. 13. a) 50°; b)40°; ¢) 65°. 14.1n 50 de minute.
15. 40°. 16. 90°, 120°,60°,90°. 17. 180°,90°, 60°,30°. 18.18,5cm. 19. a) 3 coarde si 6 arce. 20. Masurile arcelor vor
fiegale cu 10°,30°,60°,70°,80° 110°. 21. a)90°; b) 35°; ¢) 55°, d)20°. 22. a) 120°; b) 150°; ¢)24°; d)210°. 23. 6 cm.

24, # cm. 25. 80°sau 100°. 26. 204/3 cm. 27. 17cm. 28. a) 64°; b) 117°; ¢)48°; d)57°. 33. 18,75cm. 34. @ cm.

Exercitii si probleme recapitulative. 3.5cm. 4.6cm. 5. 2413 cm. 7.a) 60° b) 17°% ¢) 67°. 9.a)6cm;b) 447 em.

10.2) 12 cm; b) 0,5 cm. 11.a) 52° sau 128°; b) 74°; c) 46° d) 61°. 12.a) 30° b) 150°; c) 270°. 13. 6+/3 cm. 15. 44/2 cm.

17. AM = (332 +2417) cm; BD=2y34-3+/34 cm. 18.8,125cm. 19. 3v/13 cm. 20.2) m(£A4) =115°, m(£B) =40°,

m(£C) =25°% b) m(£A4) =120°, m(£B) =37°, m(£LC) = 23°.

Capitolul 2. Arii

7. a) 7,3 cm, 2,5 cm; b) 1132 cm, 5v2 cm; c) —cm gcm' d) 16 cm,2cm. 8 17m. 11.a) .«/= ZMCmZ'

¢) ./=10411cm’ 12, a) = ABD_49 5 el =l =36 c’; b)) il =l =87,5 cm?

e 2 oy SAS O, )l =ty =212 e’

o e = 42[ 49 cm’. 15.81cm’. 16.42cm. 17. 52 cm®. 18. 47 m>. 19.a) 2443 cm’; b) 3242 em?;

¢) 80sin36° cm’. 20. a) P=48cm, ./=144cm’; b) P=36y2 cm, ./ =162 cm’; ¢) P=4acm, ./ =a’ cm’;

d) P=2xy2 cm, d:% cm®.  21. a) De 9 ori; b) De 49 de ori; ¢) De n® ori. 22. a) De 2 ori; b) De /10 ori;

633

¢)De 4—+/11 ori. 23.a)De 4 ori; b) De 25 de ori; ¢) De % ori. 24. 63cm’. 25. ——om’. 26. 216 cm®. 27. 68 %.

28. (14442 —96) cm®.  29. a) 400g; b) 2100 g. 30. 48 cm®. 31. 15cm’. 32. 900 cm®. 33. 13 cm. 34. 70 cm’.

35. M 36. P=128 cm, ./ =480 cm’. 37. 135 cm’. 38. Iniltimea corespunzitoare bazei triunghiului ABC.

2(m+n) 3\/,
39. 7 m. 40. 6cm’. 41. 294 cm’. 42.170 cm®. 44. P

Capitolul 3. Poliedre

§1. 3.b). 4. ./=54cm’, ¥ =27cm’. 5. ¥ =64cm’, ./=96cm’. 6. ../ =24cm’, ¥ =8cm’. 7.27L 9. 150 cm’.
10. 8cm’. 11. 72kg. 12. 64/3 cm. 13. 3(2++/3) cm. 14. a) 44/3 cm; b) 442 cm. 15. ./=1536 cm®, 7' =4 096 cm’.
§2. 4. ./=2l4cm’, 7=210cm’. 5. ./ =156cm’, /4 =236cm’, d=5J5 cm. 6. 188cm’. 7. 840cm’.
8. ., =96cm?, ./, =126 cm’. 9. . =126cm’, ¥ =633 cm’. 10. ./, =36+/3 cm®, ./ =443 cm’. 11. 18 cm’.

12. .« =(96+3243) em?, 7 = 6443 em’. 13. 45;6 em’. 14, o = 105+252‘B Jcmz, 7’:# em’. 15. 47 em.

oA e = by =50 cmM’; €)=l =5325em’;

RV

DCB —

Indicatie. Daci x, y, z sunt dimensiunile paralelipipedului, atunci 4/x* + y* + z* este lungimea diagonalei. 16. .4, =112 cm’,
o, =144 cm®, ¥ =112 em’’. 17. 200cm’. 18. ., =288 cm?, ./ =360 cm’. 19. 193 kg=32,87 kg. 20. ./ =290 cm’,
7 =300cm’. 21. . =128 cm?, . =160 cm?. 22. .4 =90 cm’, .4, =(90+273) cm’, y 213503 s 23, 18043 em?,
24. 120\/§ cm’. 25.b). 26. 160cm’. 27. 400 cm®. 28. 364,5cm’. 29.10cn’. 30. ly/1=1200m2, lo4=(120+12\/§) cnt’.
31.12m°. 32. 1,2cm. 33.a) 24/38 cm; b) 248 cm®. 34.2) ./, = 288+/3 cm?, ./, =32(9\/3 +2) cm?, ¥ =3844/3 cm’;
b)24 cm. 35. ./ =(324/3 +144) cm®, ¥ =96+/3 cm®. 36. 1 dmd. 37. 12 saci. 38.13 cm. 39.6 cm.
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§3. 1. 45¢em>. 2. /=453 cm’, ./ =723 en?, 7' =36J3 cm’. 3. 18cm’. 4. ./ =(367/3+72) em®, 7 =244/3 cm’.

5. 6343 cm’. 6. b). 7. %cm3 8. .«/,=60cm’, 7=48 cm’. 9. ./ =360 cm’, 7 =400 cm’.
10. ./ =108cm’, 7 =363 cm’. 11. ./ =80 cm’, ./ =144cn’, ¥ =64 cm’. 12. ./ = (2443 +48) cm?®, 7 =164/3 cm’.
18. a) P=24m, =144m’, /=180m’*; b) #=52m, ./ =520m’, /=20m; ¢) a=9m, #=36m, ./=369m’;

d) a=11m, [=18m, ./=517m* e) a=8m, #=32m, [=22m. 19. ./ =602 cm?>.  21. 3243 cm’.
22. (48/3+96) em’. 23. %cmﬂ 24. /5. 25. ./, =1504/7 cm®, ¥ =5004/3 cm’. 26. ./ =384 cm’, 7 =384 cm’.

27.2) 4 =16y3 em?, 7 =% cm’; b) %. 28. 64+/3 cm’®. 29. Mihai. 30. 6 cm.
Exercitii §i probleme recapitulative. 1. a) 720°, b) 1080°; c¢) 1440°. 2. %cm. 3. % cm’
4. o =232cm?, 1'=224 cm’. 5. ./ =216 cm’. 6. ., =96cm’, 7 =323 ecm’. 7. ./ =24 cm?, ¥ =124/3 cm’.

3f

8. a) ./ =648 cm’, 7 =810 cm’; b) 56,25cm’. 10. a) 443 cm; b) 192cm’. 11. lem. 12, h=3,75cm,

7 =281,25 cm®. 13. V3 cm’. 14. 1224cm’. 15. 252cm’. 16. 442 cm, z'=128ﬁ cm’.  17. 148 cm’.
18. d=3y11cm, ./ =190 cm®>. 19. Patru diagonale de 2+/43 cm si doud de 4413 cm, ./ =(108y/3 +288) cm?,
=4324/3 ecm’. 20. . =940 cm®, 7 =4200 cm’. 21. ./ =164/3 cm’, ¥ =% cm®. 22. a) 6+/6 cm; b) 44/3 cm;

c) 288 cm’. 23. 4@ cm 24. /3 cm’.

Capitolul 4. Corpuri rotunde
§1.3.a),c)Da;b)Nu. 5.a) ./ =150 cm’, 7 =250 cm’; b) ./ =67 cm’, 7 =271 cm’; ¢) ./ =0,96m cm’, 7 =0,1287 cm’.

6. ./ =130 cm’, 7 =200 cm’. 7. 967 cm’ sau 727 cm’. 8. a) ./ = (192\/7+288) m’, '/':1152\/7 cm’ sau

7
142(192\/§+96)cm2,1/:117:—2 cm’; b) o/ = (100+50) m’, 7 = @cm 9) z/,=(128+256)cm2, y =192 o

3
sau o/ = {128+256Jcmz,7”=10240m3. 9. 407 cm®.  10. a) 60 cm’; b) 8cm?; ¢) 24/3x>. 11. a) 1927 cm’;
3t 3 3r

b) 36+/27 cm®.  12.a) 3757 kg; b) 608w kg. 13. 66 cm’. 14. A doua. 15. ./ =1257 cm®, 7 =187,57 cm’.

16. ./, =130m cm?, 7 =2007 cm’. 17.4cm. 19.1350 cm®. 20. 124/2 cm, ~47%. 21.22 de piulite, 16 % din volumul
bazei se pierde. 22.De 8 ori. 23.De 24/2 ori.

§ 2. 5.4, =24 cm’, 7 =12w cm’. 6. ./ =312m cm’, 7 = 4807 cm’. 12. \/;— cm. 13. 24105 cm’. 14. %n cm’.
T
3 212
15. o =AR 457, 1 =B%  t6.0sml 17, =P Jamstst, v =S 18 1 =D 19, 247 cm.
3 d’ 3d 3Wa’+b’
20. 1257 cm’. 21. 256 cm®. 22. 3847w cm’. 23.10567w cm’.
§ 3. 5.2)8cm; b)24 cm; c) 4 cm. 6. 6400 km. 7.a) .o/ =144 cm®, ¥ =2887 cm’; b) ./ = 6%n cm?, 7 =2%7‘C cm’;
¢) ./ =1087 cm?, 7 =108+/37 cm®. 8.a) 817 cm’; b) 1807 cm?; ¢)0. 9. Unui baiat. 10.a) 33647 cm?; b) 54767 cm’.
3
11. 43 cm®. 12. cm.
2Wn
Exercitii si probleme recapitulative
(20«/75 150) LT —ISOI 4. ./ =1575% cm’, 7”:9\/8§7t em’. 5. 6 cm. 6. 36cm’.
7. ) 200( o) 20 2 em 8 M em’ 9. L. 10. Camul I ./ =707 cm®, 7 =1757 em’. Cazul 1.
27 \/B T J5
6473

em’. 13. 2 cm. 14. 7 cm. 15. Nu.

3
(1 . 338( S 21973

</, =70 cm®, ¥ =245z cm’. 11. Masa bilei este mai mare. 12.

16. 72+/37 cm®. 17. Sfera. 18. ./, =108 cm”’, 7 =72\3m em®’. 19. RS 9

20.90°. 21.60°. 22. ’% 23.13 cm. 24.a) 2567 cm’; b) 3847 cm’.
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Cuprins

Algebra

Capitolul 1. Multimea numerelor reale.
Recapitulare si completari

§ 1. Multimea numerelorreale ..........c.ccooceverveninnenen. 4
§ 2. Operatii cunumere reale ...........ccoceveeiereeneneennenne 9
§ 3. Puterisiradicali ......cccoevivenieniieiieeieeee e 13
Exercitii si probleme recapitulative ............................ 17
TSt SUMALTV ..ottt 19

Capitolul 2. Rapoarte algebrice

§ 1. Notiunea de raport algebric .........ccccceveeevereeneennen. 20
§ 2. Amplificarea si simplificarea rapoartelor
AlEEDIICE ..o 23

§ 3. Operatii aritmetice cu rapoarte algebrice.
Puterea cu exponent natural a unui raport

AlZEDIIC .o 25
§ 4. Transformari identice ale expresiilor algebrice....... 28
Exercitii si probleme recapitulative ............................ 30
TSt SUMALTV ..ot 31

Capitolul 3. Functii
§ 1. Notiunea de functie. Recapitulare si

COMPLELALT ..o 32
§ 2. Functii numerice. Recapitulare si

COMPIELATT ... 36
§ 3. Functiade gradul IT .........cccooveiiniiiieeee 42
§4. Functia f: R—>R, f(x)=x" oo 58
Exercitii §si probleme recapitulative............................. 59
TSt SUMALTV ..ot 62

Capitolul 4. Ecuatii. Sisteme de ecuatii
§ 1. Ecuatii de forma ax+b =0, a,be R.

Recapitulare i completari ..........ccceeeeiereecennenne. 63
§ 2. Ecuatii de gradul IT cu o necunoscuta ...................... 67
§ 3. Ecuatiirationale ..........ccccoeoeeiieiiniiieneeeceeee 72
§ 4. Sisteme de ecuatil ....ocoverveeeieieeeiee e 74
§ 5. Rezolvarea problemelor cu ajutorul

ecuatiilor si/sau al sistemelor de ecuatii .................. 78
Exercitii si probleme recapitulative ............................ 81
TESt SUMQALIV ...t 83

Capitolul 5. Inecuatii. Sisteme de inecuatii

§ 1. Inecuatii si sisteme de inecuatii
de gradul I cu o necunoscuta.

Recapitulare i completari ..........occeevveeverereeennnnne. 84
§ 2. Inecuatii de gradul I cu o necunoscuta.

Metoda intervalelor ........c..coeoveiviiinininincnenne 90
Exercitii §i probleme recapitulative ........................... 95
TESt SUMALIV ...t 96

176

Capitolul 6. Elemente de teoria probabilitatilor
si de statistica matematica.
Elemente de calcul financiar

§ 1. Notiunea eveniment ...........cocceerververereeeeeeennenne.
§ 2. Notiunea de probabilitate ............cccecererenenennne
§ 3. Elemente de statistica matematica .......................
§ 4. Elemente de calcul financiar ............cccceeevveennenns
Exercitii si probleme recapitulative...........................

TSt SUMQALTV c...eeeeeeeeee et

Geometrie

Capitolul 1. Cercul

§ 1. Recapitulare $i completari ........ccccevvveeenereeennnne.
§ 2. Unghiuri InSCrise M Cerc......covvvveverrreverrreeenenne.
Exercitii si probleme recapitulative............................
TSt SUMQALIV ..ot

Capitolul 2. Arii

§ 1. Notiunea de arie ........ccoceeeeeeerirenenineneeesenene
§ 2. Ariaparalelogramelor ...........ccccceevveiieiienieieee
§ 3. Aria triunghiului .......coooeveiiiiiiiieee
§4. Ariatrapezulul ........ccocoevieiiiie
§ 5. Aria poligonului regulat. Lungimea

cercului si aria discului ........cccoeevevevievieiniinienn.
Exercitii §i probleme ...............cccccoovoveeevieveniaenne.
TESt SUMALTV ..ottt

Capitolul 3. Poliedre

Capitolul 4. Corpuri rotunde

§ 1. Cilindrul (circular drept) .......cccevevveeeveiiiienieeieens
§ 2. Conul (circular drept). Trunchiul de con .............
§ 3. STEIA v
Exercitii si probleme recapitulative............................
TSt SUMALIV ..ot
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