il

il

lon Achiri Valentin Garit Nicolae Prodan
Vasile Ciobanu Vasile Neagu Dumitru Taragan
Petru Efros Andrei Pogtaru Anatol Topala

Matematica

Manual pentru clasa a Xll-a

EDITURA

\e[Rju/r/



MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII AL REPUBLICII MOLDOVA

lon Achiri Valentin Garit Nicolae Prodan
Vasile Ciobanu Vasile Neagu Dumitru Taragan
Petru Efros Andrei Pogtaru Anatol Topala

Matematica

Manual pentru clasa a Xll-a

EDITURA



Acest manual este proprietate publica, editat din sursele financiare ale Fondului special pentru manuale.

Manualul scolar a fost elaborat in conformitate cu prevederile Curriculumului la disciplind, aprobat prin Ordinul ministrului educatiei si
cercetarii nr. 906 din 17 iulie 2019. Manualul a fost aprobat prin Ordinul ministrului educatiei si cercetdrii nr. 718 din 21 iunie 2023 ca
urmare a evaludrii calitatii metodico-stiintifice.

(Denumirea institutiei de invatamant)

EVIDENTA UTILIZARII MANUALULUI:

Anul Numele si prenumele Anul Aspectul manualului
de folosire elevului de studii la primire la returnare

« Dirigintele verifica daca numele si prenumele elevului sunt scrise corect.

* Elevii nu vor face niciun fel de insemnari in manual.

 Aspectul manualului (la primire si la returnare) se va aprecia cu unul dintre urmatoarele calificative:
nou, bun, satisfacator, nesatisfacator.

Autori: Ton Achiri, doctor, conferentiar universitar, UPS ,,Jon Creanga” (modulele 4, 9)
Vasile Ciobanu, doctor, conferentiar universitar, USM (modulele 1, 9)
Petru Efros, doctor, conferentiar universitar, USM (modulele 7, 8, 9)
Valentin Garit, doctor, conferentiar universitar, USM (modulele 7, 8, 9)
Vasile Neagu, doctor habilitat, profesor universitar, USM (modulele 3, 9)
Andrei Postaru, doctor, conferentiar universitar, USM (modulele 5, 6)
Nicolae Prodan, doctor, conferentiar universitar, USM (modulele 6, 9)
Dumitru Taragan, doctor, conferentiar universitar, USM (modulele 2, 9)
Anatol Topala, doctor, conferentiar universitar, USM (modulele 6, 9)

Toate drepturile asupra acestei editii apartin Editurii Prut International. Reproducerea integrala sau partiala a textului sau a
ilustratiilor din acest manual este posibild numai cu acordul scris al editurii.

Redactor: Vitalie Putuntica

Corector: Fulga Poiata

Coperta: Irina Cuzin, Sergiu Stanciu
Machetare computerizata: Valentina Stratu

© I. Achiri, V. Ciobanu, P. Efros, V. Garit, V. Neagu, A. Postaru, N. Prodan, D. Taragan, A. Topala, 2023
© Editura Prut International, 2023

Editura Prut International, str. Alba Iulia, nr. 23, bl. 1 A, Chisinau, MD-2051
Tel.: (+373 22) 75 18 74; (+373 22) 74 93 18
www.edituraprut.md; e-mail: office@prut.ro

Descrierea CIP a Camerei Nationale a Cartii
Achiri, Ion

Matematica: Manual pentru clasa a XII-a / lon Achiri, Vasile Ciobanu, Petru Efros [et al.]; Ministerul Educatiei si Cercetarii
al Republicii Moldova. — [Chisinau]: Prut International, 2023 (UNISOFT, Ucraina). — 263, [1] p.

ISBN 978-9975-54-738-3

51(075.3)
A 47

Imprimat la Tipografia UNISOFT



Prefata

N

Prezentul manual este elaborat conform Curriculumului la matematica
pentru liceu, editia 2019, axat pe formarea de competente si realizarea
prevederilor curriculare pentru clasa a XII-a. Manualul contine compartimente
ce tin de elemente de analizd matematicd, geometrie, binomul lui Newton,
combinatorica, teoria probabilitatilor, statistica matematica si calcul
financiar si este structurat pe module.

Pentru orientare, la inceputul fiecarui modul 1-8 sunt formulate obiectivele
educationale care pot fi atinse studiind modulul respectiv.

In secventa Exercitii si probleme recapitulative se propun si sarcini
didactice cu un nivel sporit de complexitate si generalizare in contextul
integrarii cunostintelor dobandite si formarii competentelor specifice la

matematica.

Pentru fiecare modul se propune un tabel de sinteza — Harta conceptuald,
care poate fi utilizata la etapa de sistematizare, clasificare, generalizare a
materiei studiate in cadrul modulului.

In scopul unei recapitulari finale si pregatirii pentru examenul de

bacalaureat, este conceput un modul special, Recapitulare finala (modulul
9), care contine o sinteza a materiei teoretice studiate in clasele anterioare,
precum si exercitii si probleme recapitulative (§ 11). Tinand cont de faptul ca
la examenul de BAC nu se dau raspunsurile la itemii testului, autorii, in mod
intentionat, nu prezinta raspunsurile la exercitiile si problemele recapitulative
din acest paragraf. Din aceasta perspectiva oferim posibilitate elevilor si
elevelor sd se antreneze in contextul rezolvarii corecte a exercitiilor si

problemelor propuse. Cadrul didactic le va acorda, la necesitate, ajutor.
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Manualul este conceput astfel, incat sa poata fi utilizat la predarea—invatarea—
evaluarea matematicii atat in clasele cu profil real, cat si in cele cu profil umanist,
arte, sport. De retinut ca materialul (textul) marcat in partea stinga cu o
bara verticala este prevazut numai pentru profilul real. Pentru profilurile
umanist, arte, sport aceste informatii pot fi propuse in scop de extindere
a cunostintelor.

In plus, in conformitate cu obiectivele preconizate, exercitiile si problemele
de la sfarsitul fiecarui paragraf, exercitiile si problemele recapitulative, probele
de evaluare pentru fiecare modul sunt clasificate dupa profiluri”. Exercitiile
marcate cu * au un grad sporit de complexitate si nu sunt obligatorii pentru
rezolvare la profilul respectiv. Obiectivele marcate cu * vizeaza numai elevii si
elevele de la profilul real. Exercitiile notate cu @ au fost propuse in cadrul
examenelor de bacalaureat din Republica Moldova.

Mentiondm ca testele sumative sunt orientative. Tindnd cont de specificul
clasei, cadrul didactic le poate modifica pe cele propuse sau poate elabora alte
teste sumative.

Pentru notatii au fost utilizate simbolurile si notatiile intalnite frecvent in
publicatiile de specialitate i recomandate de Curriculumul gimnazial la
matematica.

Stimati profesori si stimate profesoare, dragi elevi si eleve, speram ca acest

manual sa devind un instrument didactic util pentru studierea matematicii si

formarea competentelor. Totodata, vom fi recunoscatori pentru obiectiile si
sugestiile dumneavoastrd, ce vor contribui la imbunatatirea continutului

manualului.

Autorii

" La fiecare profil, exercitiile si problemele sunt clasificate pe niveluri:
a) profilurile umanist, arte, sport: A — cunoastere si intelegere, B — aplicare,
C — integrare;
b) profilul real: A, — cunoastere si intelegere, B, — aplicare, C, — integrare.
Exercitiile si problemele destinate profilurilor umanist, arte, sport vor fi pro-
puse spre rezolvare si elevilor de la profilul real.
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Modulul
Primitive si
integrale nedefinite

Nu poti invata matematica doar privindu-ti vecinul facand asta!

A. Niven

Obiectivele « calcularea primitivelor si a integralelor nedefinite aplicAnd proprietatile
modulului respective si tabelul integralelor nedefinite;
. calcularea integralelor nedefinite aplicand:

a) schimbarea de variabila;

b) integrarea prin parti;

. aplicarea in diverse contexte a notiunilor de primitiva si de integrala
nedefinita.

1. Notiunea de primitiva a unei
functii. Notiunea de integrala
nedefinita

Schimbarea de variabila
in calculul primitivelor

Integrarea prin parti

JuGey Code =u o) = | Eu



NOTIUNEA DE PRIMITIVA A UNEI FUNCTILI.
NOTIUNEA DE INTEGRALA NEDEFINITA

1.1. Notiunea de primitiva

Una dintre problemele de baza ale calculului diferential consta in determinarea derivatei
unei functii date. Diverse probleme de analiza matematica si multiplele aplicatii ale derivatei
in geometrie, mecanica si tehnica conduc la o problema inversa: fiind data functia f, sa se
afle o functie F, astfel incat derivata ei sa fie egala cu f. Acest procedeu poartd denumirea
de calcul integral.

Restabilirea functiei, fiind data derivata acesteia, reprezintd una dintre problemele fun-
damentale ale calculului integral.

m Fie 7 un interval deschis din R si f: / — R o functie. Functia F, definita pe interva-

lul 7, se numeste primitiva a functiei f pe / daca:
1) F este derivabila pe I;  2) F'(x)= f(x), Vxe I.
Daca intervalul / este inchis la stanga (la dreapta) si a este extremitatea sa de stanga (de

dreapta), atunci prin derivata functiei F in punctul a se intelege derivata la dreapta (la
stanga) a lui /' in a.

PEEIEN | Functia F: R—R, F(x)=x’, este o primitiva a functiei f: R—>R, f(x)=3x%
deoarece F'(x)=(x")"=3x"= f(x), VxeR.
2 Functia F: R - R, F(x)=sinux,este o primitivd a functiei /: R—>R, f(x)=cosx,

deoarece (sinx) =cosx, Vxe R.

X

3 Dacd a >0, a #1, atunci functia F: R—>R, F(x)= lill_a’ este o primitiva a functiei
ffR->R, f(x)=a", VxeR

4 Functia F(x) :% nu este o primitiva a functiei f(x)= —% pe intervalul (—oo, +o0),
deoarece egalitatea F’(x)= f(x) nu este adevarati in punctul zero. Insa pe fiecare din
intervalele (—o=, 0) si (0, +°) functia F este o primitiva a functiei f.
Problema determinarii primitivei unei functii date f se rezolva neunivoc. Intr-adevar,
daca F este o primitiva a functiei f pe intervalul deschis 7, adica F'(x) = f(x), Vxe I,

atunci functia F(x)+ C, unde C este o constanta arbitrara, este de asemenea primitiva
a functiei f pe I, deoarece (F(x)+C) = f(x), Vxe I.

m Primitiva a functiei /: R—>R, f(x)=cosx, este nu numai functia F,(x)=sinx, dar si
functia F(x)=sinx+C, deoarece (sinx+C) =cosx, Vxe R si VCeR.

Daca F: I —R este o primitiva a functiei f: / -R pe intervalul deschis /, atunci
; orice altd primitiva a functiei f* pe / poate fi scrisa sub forma F'+C, unde C este o
constanta arbitrara.

Demonstratie:

Fie ®: 1 — R o primitiva a functiei f pe intervalul 7, adicd ®'(x) = f(x), Vxe I.
Atunci (®(x)— F(x)) =®'(x)- F'(x)= f(x)— f(x)=0, Vxe I. Obtinem
O(x)- F(x)=C, unde C este o constantd oarecare. Asadar, ®(x)=F(x)+C. b




f bservatie Graficele oricaror doua primitive ale functiei f se obtin unul g
g din altul printr-o translatie de-a lungul axei Oy (fig. 1.1). /\\_/
o
Gy / \_/ X
Se poate demonstra urmatoarea teorema. /\\_/
Orice functie f: [a, b]—> R continua pe [a, b] admite e ~—_"
; primitive pe [a, b]. Fig. 1.1

1.2. Notiunea de integrala nedefinita

ﬂm Fie f: I >R (/- interval deschis din R ) o functie care admite primitive. Multimea

tuturor primitivelor functiei f* se numeste integrald nedefinita a functiei f.
Se noteaza J f(x)dx si se citeste ,integrala din f(x)dx”.
Simbolul j se numeste semn de integrare.

Deci, | f(x)dx=F(x)+C, unde F este o primitiva a functiei e intervalul deschis 7,
p ¢ p

adicd F’(x)= f(x), Vxe I, iar C — o constantd arbitrara.

Operatia de calcul al primitivelor unei functii (care admite primitive) se numeste infegrare.
Mentiondm ca scrierea J f(x)dx trebuie consideratd ca o notatie indivizibila, deci partilor
J sau f(x)dx, luate separat, nu li se atribuie aici nicio semnificatie. Functia f se numeste
functie de sub semnul de integrare sau integrand, variabila x — variabild de integrare,

iar C — constantd de integrare.

x3 x3 !
BT 1 Jrdr=S+C. deoarece (?+C) -y

2 Jcosx dx =sinx+ C, deoarece (sinx+C) =cosx.

’

3 Je_z"dx == e +C, deoarece (—%e_zx + C) =",

4 J% =In|x|+C, deoarece daca x>0, atunci In|x|=Inx si derivata partii drepte este

(In| x|+ C)'=(1nx+C)'=%.

Deci coincide cu functia de sub semnul integralei.

Daca x <0, atunci In|x|=In(-x) si derivata partii drepte este

1

=
Deci formula este corecta pentru valorile pozitive si negative ale lui x.

(In|x|+ C) = (In(=x)+ C) = —%(—x)' -




1.3. Tabelul integralelor nedefinite uzuale (primitivelor imediate)

Prezentam tabelul integralelor uzuale. Majoritatea formulelor din acest tabel rezulta
nemijlocit din definitia operatiei de integrare ca operatie inversd derivarii. Valabilitatea
celorlalte formule poate fi verificatd usor prin derivare.

1 Jodx=cC, vxeR
2 [1dx=[dx=x+C, VxeR
n+l
3 Jx”dxz d +C, neN', xeR
n+1
o+l
oq. X - -
4 [x de="—7+C, Vxe (0, +), aeR\{-1}
1
5 ——dr=2/x +C, Vxe (0, +o)
1%
fde= 4 ‘
6 jadx_lnaw, VxeR, ae R:\{1}
7 Jerdr=e"+C, VxeR
8 J%dx:ln|x|+C, Vxe (—e, 0)U(0, +oo)
9 jcosxdx=sinx+C, VxeR
10 Jsinxdx=—cosx+C, Vxe R
1 T
11 [——dr=tgx+C, Vxe R\{ 2k +1) 7 |ke Z
cos’ x 2
12 [—L—dr=—ctgx+C, Vre R\ {kz|ke Z}
sin” x
13 j L - dx =arcsinx + C =—arccosx+C,, Vxe (-1, 1)
1—x
14 _[H_lxzdx:arctgx+C:—arcctgx+C1,‘v’erR
1 L orcte®
15 ja2+x2dx—aarctga+C,‘v’xe|R,a¢0
16 J;dx= arcsin >~ + C,Vxe(-a,a),a>0
va’ -x’ a
dx 1. latx _
17 jaz_xz—zalna_x+C,VxelR\{ a,a}, a#0
18 [~ —infx+va 42 [+Caz0, xeR’
va® +x?
19 j%:ln|x+\/x2—a2 [+ C, a>0, xe (-, —a)U(a, +)
x’—a




1.4. Proprietati ale integralei nedefinite

10

Derivata integralei nedefinite este egala cu functia de sub semnul de integrare:

(1 reoae) = re:

diferentiala integralei nedefinite este egald cu expresia de sub semnul de integrare:

20

30

4°

50

d([ 7 dr)= f ().
Demonstratie:
([ r0dx) =(F)+C) = Fn) = () si
d([ £(x)dx)= d(F () +C) = dF (x)+dC = F(x)dx = f(x)dx. B>

Integrala nedefinita a diferentialei unei functii este egala cu aceasta functie plus o constanta
arbitrara, adica IdF (x)=F(x)+C, unde functia F este primitiva functiei f.
Demonstratie:

Deoarece dF(x)=F’(x)dx, rezultd ca _[dF (x)= jF "(x)dx = I f(x)dx=F(x)+C. »

Daca functia f: I — R (/- interval deschis din R ) admite primitive si k€ R", atunci si
functia k fadmite primitive pe / si are loc relatia: j k- f(x)ydx=k- j f(x)dx, adica factorul
constant poate fi extras de sub semnul de integrare.

Demonstratie:

Fie F o primitiva a functiei f, adicd F’(x)= f(x). Atunci, kF este o primitiva a func-
tiei kf. Deci, (k- F(x))' =kF’(x)=kf (x). De aici rezulta egalitatea:

k[ f(o)dx = k(F(x)+ C)=kF (x)+ C, = [ kf (x)dx, unde C, =kC. >

Daca f, g: I - R sunt functii care admit primitive pe intervalul deschis /, atunci si
functiile f+g, f —g admit primitive pe / si au loc relatiile:

8) [/ (x)+g()ldr=[ f(x)dx+ [g(x)dv; b) [[f(x)—g(x)]dx = [ f(x)dx - [ g(x)dx.
Demonstratie:

a) Fie F'si G primitivele functiilor f si respectiv g.

Atunci, functia F' + G este primitiva a functiei [+ g.

Deci, Jf(X)dx + Jg(x)dx =[F(x)+C ]+[G(x0) + C,]=[F(x) + G(x)]+[C, + C,]=
=[F()+Gx)]+C= f[f (x) + g(x)]dx.

Relatia b) se demonstreaza similar. b
Integrala nedefinita este invarianta la inlocuirea variabilei de integrare x cu orice functie
derivabila, adica daca [ (x)dx = F(x)+C, atunci [ f(u)du=F(u)+C, unde u = ¢(x) -
orice functie derivabila de x.
Demonstratie:
Deoarece f f(x)dx=F(x)+C, rezulti cd F'(x)= f(x).
Consideram functia F'(u) = F(¢(x)). Din invarianta diferentialei avem:
dF (u) = F'(u)du = f(u)du.
De aici, [ f(u)du = [dF(u)=F(@u)+C. »




Probleme

% rezolvate

6° Fie functia f/: I >R (I <R) si F: I - R o primitiva pe intervalul deschis 7 a func-
tiei f,iar k i b constante, k #0. Atunci, Jf(kx+ b)dx = %F(kx+ b)+C.
Demonstratie:

Deoarece F’(x)= f(x), Vxe I, in conformitate cu regula de calcul al derivatei functiei
compuse, avem: ,

(%F(kx+ b)) =%F’(kx+ b)-k = f(kc+b), Vxe .

Deci, [ f(kx+b)dx = %j F (e +b)d(x +b) =%j F(w)du :%F(u) el
unde u=kx+b. P

7° Daca numaratorul functiei de sub semnul integralei nedefinite este egal cu derivata
expresiei de la numitor, atunci integrala nedefinita este egald cu logaritmul natural al
valorii absolute a expresiei de la numitor.
Demonstratie:
Fie functiile f, /" I >R, f#0, Vxe I

L)) d(f(x)) _(d
Atunm,jf(;)dx:j f(x’; =j7”=1n|u|+c=1n|f(x)|+c. >

1 S se calculeze:
a) [(6x* ~3x+5)dx; b) [sinSxdx; ¢) [(2x-1)"dx.

Rezolvare:
a) Folosind proprietatile 3° i 4°, obtinem:

[(6x* =3x+5)dx=6[x*dr —3[xdx+5[dr =22 —%xz +5x4+C.
Calculam integralele b), ¢) si d) folosind proprietatile 6° si 7°.

b) Aici k=5, b=0. Obtinem: J.sinSxdx:—%COSSx+C.

¢) Aici k=2, b=—1.

11

L L
2101

ot _
(2x =1 +C =55

Jx—1""dx= Q2x-1)""+C.

2 Un mobil se misca in sensul pozitiv pe o axa. Fie v(¢) viteza instantanee a mobilului
in orice moment ¢. Sa se determine legea s =s(¢) a miscarii mobilului, stiind viteza
instantanee v(¢#) n momentul ¢,.

Rezolvare:

Se stie (a se vedea manualul de matematica pentru clasa a XI-a, modulul 4, § 1, secventa
1.2.2) ca viteza instantanee v(¢) a unui mobil 1n orice moment ¢ este derivata functiei s(¢)
care reprezintd legea miscarii mobilului.

Deci, determinarea legii s =s(¢) a miscarii mobilului, stiind viteza instantanee v(z) in
momentul 7,, se reduce la determinarea primitivei functiei v(¢), deoarece s'(¢) =v(?).

Orice primitiva a functiei v(¢) are forma s(¢) = jv(t)dt +C.

Constanta C poate fi determinata din conditii suplimentare.

Fie, de exemplu, v(¢) =a(t—t,)+v,, unde v, =v(¢,), a — acceleratia.
a(t-t,)’

Atunci, s(t) = J[a(t —t,)+v,]dt = 5

+v,t+C.



3 Un mobil se misca in sensul pozitiv pe axa Ox cu acceleratia constanti . in momentul
initial 7, =0 mobilul se afla In punctul de abscisd x, si are viteza initiala v,. Sa se
determine legea x = x(¢) a miscarii mobilului.

Rezolvare:

Deoarece x'(t) =v(t) si v'(t) =a(t), din conditia a(t)=a obtinem Vv'(r) =a.

De aici rezultd cd v(¢t) =at+C,. Pentru ¢, =0, aflam C, =v,. .

Deci, /(1) = v(1) = at +v,. De unde obtinem x(r) = [ (ar +v,)dr = % +v,t+C,.
Pentru a afla constanta C,, punem ¢, =0. Obtinem C, = x,.

2
Asadar, x(¢)= t —+v,t+x, este legea migcarii mobilului in orice moment de timp.

4* Sa se determine legea de descompunere a unei substante radioactive.

Rezolvare:

Notdm cu x(¢) cantitatea de substantd radioactivd in momentul de timp 7, cu x,
cantitatea de substanti radioactiva in momentul initial #,=0. In intervalul de timp
[¢, t + At], cantitatea de substantd descompusda x(¢)—x(t+At)= - x(t)- At
sau Ax(t)=—f-x(¢)-At (1), unde B este coeficient de proportionalitate (un
numar pozitiv), care depinde de natura substantei.

Impartind (1) la Az si trecand la limiti cu Ar — 0, avem

x(r)— Bx() > = p. (r)@dx(” ~B-dr.

Atunci, _[ J-( B)dt. Deci, In|x(¢)|=—Bt+InC < x(t)=C, e

Din conditia x(0) = x, aﬂam C =x,.

Astfel, legea de descompunere a unei substante radioactive este x(¢)=x,-e "

5* Intr-un vas se afld « litri de solutie omogena care contine » kg de sare. In fiecare

minut din vas se iau c litri de solutie omogena si se adauga c litri de dizolvant. Sa se

determine legea de variatie a cantitatii de sare x(#) din solutia omogena in fiecare mo-

ment de timp.

Rezolvare:

in intervalul de timp [z, 7+ Ar] din vas se iau c¢-Ar litri de solutie omogena. Aceasti
cantitate de solutie omogena se inlocuieste in intervalul indicat de timp cu c-A¢ litri de
dizolvant. Sa determinam cantitatea de sare care se ia din vas.

T o . t - n
Concentratia sarii din solutie iTn momentul de timp 7 este L10] kg/l. Deci, in volumul de
. . - . . t
¢+ At litri de solutie omogena se contine o cantitate de sare Ax(¢)= —%) -c-At (kg) (2).

Semnul ,,minus” indicd micsorarea cantitatii de sare in solutia omogena. Impartind (2) la Atz

si trecand la limitd cu Az — 0, obtinem ecuatia dx(0) —£ x(t) & Mz——dt.
dt x(t) a
Atunci de( ) = J[ =< Jar. Deci, n|x(0)|=- S+ InC @ x())=C - ¢
“Jx(@)

Din conditia x(0)=5b aflam b=C, -’ =C,. Deci, x(t)=b- e @ este legea de variatie a
cantitatii de sare din solutia omogena in momentul de timp ¢.




Exercitii

% rezolvate

—2-[ dx+J.

1 Sa se calculeze integrala:

—_— . . X ) .
a) J3x—1’ )-[x +4x+8 C)_'.1+x4dx’ d) jSIH de.
Rezolvare:
dx _1¢dBx-1) 1
a) I3x_1—§f S = x|+ C.

d(x+2) 1 x+2
= — - t
59 Ix +4x+38 J(x+2)2+4 J22+(x+2)2 28T

X d(x*) 1 2
: =—arctgx” +C.
) Je e 2-[1+(x) g e
1—cos2x , 1 1 ! 1.
d) jsm xdx= j— —Ej.dx—zj.cos2xdx—§x—zsm2x+C.

2 Pentru functia f: R —> R, f(x)=cosx+sinx, sa se afle primitiva F' care verifica
conditia F(0)=1.

Rezolvare:

Una dintre primitivele functiei f/: R —R, f(x)=cosx+sinux,este functia F;: R >R,

F,(x)=sinx —cosx. Oricare altd primitivd pentru f are forma F(x)=sinx—cosx+C,
unde C este o constantd oarecare. Pentru determinarea constantei C folosim conditia
F(0)=1, de unde obtinem C =2.

Astfel, functia F: R —> R, F(x)=sinx—cosx+2, este primitiva cautata.

3 Pentru functia f: R, >R, f(x) :%+sin(2x+1), sa se afle primitiva al carei
X

grafic trece prin punctul M (1, 1).

Rezolvare:
il e . ~ 1
F(x)= j[ﬁ+ sin(2x + 1)]dx =[x 2dx+ [sin(2x +)dr = 2&—§cos(2x +1)+C.

Deoarece graficul primitivei F trebuie sd treaca prin punctul M (1, 1), obtinem

1=2—%cos3+C, de unde C=%cos3—1.

Deci, functia F: R, >R, F(x)= 2x - %cos(Zx +1)+ %cos3 —1, este primitiva ceruta.

4 Sa se calculeze integrala utilizand tabelul integralelor nedefinite uzuale si proprietatile

2 1 1
lor: || =+ ——— |dx
or J{x Coszx 3\/;)

Rezolvare:
2 1 2 1
s fiee e

_L
dx:21n|x|+tgx—%jx 2dx =

cos’ x __JJ_

1
X2

:21nx+tgx—%~T+C:21n|x|+tgx—%«/;+C.

2



-~ Xxercitii propuse

Profilul real

A,

Sa se calculeze primitivele functiei f: D — R folosind
tabelul integralelor nedefinite si proprietatile ei:

a) f(x)=x*+x7; b) f(x)= (x +1)%;

X +3x 1 3x+4

¢) — d) f(x )——,
J(x)= 7
e) f(x)= —+x x+2.
Ux
%ﬁ] Lucrati in perechi! Sa se calculeze primitivele

functiei f: D —R folosind tabelul integralelor nede-
a) f(x)=3x—5cosx+e’;

@ﬂﬂmW§

finite si proprietatile ei:

1 —_——

N
d) f(x)= (cos— —sin= > Jz

Sa se calculeze primitivele functiei f: D — R folosind
tabelul integralelor nedefinite si proprietatile ei:

2) f(x)=+x+x; Mfm=%;

©) f(x)=u; d) f(x)= ?’2Y2—23x’
xVx
B,

D%T%ﬂ Lucrati in perechi! Sa se determine functia
f:R—>R, daca f'(x)=5¢" si f(0)=4.

S se determine functia /: RT —>R’, dacd f'(x)=+/x
si f(1)=2.

Pentru functia f: R \( +k7r)—> R, f(x)=

e) f(x)=2¢" —x’.

1 «
, sd

cos’ x
se afle primitiva al carei grafic trece prin punctul

M(g, o).

G

o f()=tg'x,
Q.f@)=—ﬁnx+za€%?f;h)f(ﬂ=2“+Jg.

D f(x)=2sin* ;

020
. %—?ﬁ Lucratiin grup! Sa se calculeze primitivele functiei

f:D—R folosind tabelul integralelor nedefinite si
proprietatile ei:

\/; xe +x

a) f(x)= ——7——,MHﬂﬁﬁ?,

¢) f(x)=a"-e’; d) f(x)=

2
N

. _14cos’x .
+4° f)f(x)_1+cos2x’

@fm=;

S G
© S)=—— i ) f(=Y8-3;
ot N s

X X —JX

_ cos2x

9 /()=

cos’ x-sin’ x

9} o}
. %—?@ Lucratiin grup! Sa se calculeze primitivele functiei

f:D—R folosind tabelul integralelor nedefinite si

proprietatile ei:
2

b) f(¥)=—5—
x =1
d) f(x)=cos’ x.

x+2

a) f(x)—lO‘x+ o
o) ()=

2+2 2

9. P:%ﬁﬂ Lucrati in perechi! Sa se determine primitivele functiei f/: R—>R, f(x)=|x—-1]- (2x-1).

10.

11.

12.

13.

Sé se determine primitiva functiei /: R - R, f(x)=2"-¢", al carei grafic trece prin punctul (0, ﬁ )

@ Investigati! Fie graficele a doua primitive ale functiei f: D —>R, f(x)=

Un grafic trece prin punctul

\/x—

M (1, 2), iar celalalt — prin punctul M, (8, 4). Care dintre aceste doua grafice este situat mai sus in sistemul cartezian

de coordonate? Care este diferenta dintre aceste primitive?

Un mobil se misca rectiliniu cu viteza v(¢) =3/1+¢ (timpul ¢ se misoara in secunde, viteza v — in metri pe secunda).
Sa se afle legea miscarii mobilului s = s(#) si distanta parcursa de acesta in primele 7 secunde, daca s(0)=0.

Pentru functia f: D — R s se afle primitiva al carei grafic trece prin punctul indicat:

a) f(x)=x", M(2,1); b) f(x)=~x, 4(9,1);

) f(x)=

, B(-1,5).

3



SCHIMBAREA DE VARIABILA iN
CALCULUL PRIMITIVELOR

In unele cazuri, introducerea unei variabile noi de integrare reduce calculul acestor integrale
la calculul unor integrale mai simple.

Aceastd metodd se numeste metoda substitutiei sau metoda schimbdrii de variabild.
Ea se bazeaza pe

Fie 7, J intervale deschise din R si ¢: I — J, f: J — R functii cu proprietatile:
; 1) @ este derivabila pe /;
2) f admite primitive pe J (fie F: J — R o primitiva a sa).
Atunci functia (f o @)-¢@" admite primitive pe [, iar F o¢ este o primitiva a functi-
ei (fo@) ¢, adica
[£(@@)-¢'t)dt = (F o))+ C. (1)
Demonstratie:
Deoarece functiile F, ¢ sunt derivabile, rezulta ca functia F o @ este derivabila si, in plus,
(Fep)=(Fo0)¢'=(f0)¢"
Deci, conform definitiei, F o este o primitiva a functiei (fo@)-¢". B

Formula (1) se numeste formula schimbarii de variabila in integrala nedefinita.

% Exercitiu Sa se calculeze:

rezolvat X’ . 2017 g...
a) jmdx, b) [(7x—9)""dx;
0 [ d) [ sinxdv.
COSX
Rezolvare:

a) Notam x—1=¢, atunci x =¢+1. De aici, dx =d¢. Conform formulei (1),

x> @+ (P32 +3t+1), 3.1\,
-[(x—l)zdx_-[ > de=] . de = (43454 K=

:lt2+3t+3ln|t|—l+c.
2 t

Revenind la variabila x, obtinem:

.x3 _ 1 2 1
j(x_l)z dr=2(x=1) +3(x=D+3In|x—1[+——+C.

b) Notam 7x—9=¢, atunci x:%(t+9). De aici, dx:%dt.

2018
Conform formulei (1), I(7x -9y dx = J.tz"” Tyt ¢
7 7 2018
Revenind la variabila x, obtinem:
J.(7x_9)2017dx :l.#(7x_9)2018 + C =L(7x_9)2018 +C
7 2018 14126



Primitive si integrale nedefinite

c) Pentru a determina substitutia, vom scrie integrala in modul urmator:

o

Notam ¢ =sinx, deci df =cosxdx.

J-cosxdx J-cosxdx
cosx cos” x l1—sin” x

1+sinx
1—sinx

dx _,[ dt __1 1+¢|

cosx 41-¢ |1 t|+C 1

Atunci, I +C=In +C.

oi+9)

d) Notam ¢ =cosx, deci dz =—sinxdx.
Atunci, Ie”” sinxdx = —Je’dt =—' +C=—"" +C.

xercitii propuse

Profilul real

A,

1. Sase calculeze primitivele functiei f: D —R:

a) f(x)=Q2x+3)";

b) f(x)=(-4x+5"";

¢) f(x) =(3X+l)”;

e COSX | X' -2x+7
d) f(x)_ 2x 9a e)f( )_sm .X' t)f() ma
& f(x )—12 = h) f(x)=¢" i) /(x)=sin(12x+7);

_ . 1 1
) r= 0 /)= D f()= e
m) f(0) = n f()=1 0) f(x)=—ro

2. Sase calculeze integrala:

22 T,
sin”(3x + 4)

dr | dx . .
a) jm, b) J.m’ 9) J‘x/4x+3dx,
d) J3 (2-3x)" dx; e) J.j%; f) jcos(23—x)dx;
cosxdx
l+e" )J.1+x )-[ sinx
B,

3. Siase calculeze, utilizaind metoda schimbarii de Variabilé primitivele functiei f: D - R:

4x+2 sm x X
- _fxt2 b - ;
2) /(x) 2+ - ) f(x)= 30X, ) S0 ===
d) f(x)= x(Tlnx)’ e) f(x)=vx" =3x+2; ) f(x)=v9—4x*;
5 f(x)=T; h) f(x)=#; D S@=
X
j) f(x) = Snrteosx, ) £ =T D f()=——
(x* +1)2




4. Sase calculeze, utilizind metoda schimbarii de variabila, integrala:

2 . L
a) J(2x +1)e" 7 dx; b) J.cosxe’s'"x dx; c) _[x 26" dx;

d) j(x+l)cos(x2 +x)dy; ¢) jlzsinldx; f) J1+2x

h i —;
o [ Y o
i) e dx; k) [+ sinx dv; 1) [Sxe'™ dx.
5. Fiefunctia /: R —R, f(x)=-3x"+cos2x.

a) Sa se incercuiasca litera A, daca propozitia este adevarata, sau litera F, daca propozitia este falsa: -
’ ’ A

»Functia f este o functie ce poseda primitive.”
b) Sa se calculeze _[ f(x)dx.
c) Sa se afle F, unde F este o primitiva a functiei /.

6. Sase calculeze integrala:

a) [x(1-3x)"dx; b) [sin(3x—1)dx; o) [xv4-x*dx;
d) [x* - In(1+x) dx; e) [5e" dx; f) [oos(3x+1)dx.

7. Fiefunctia f: D — R, f(x)=2cos2x-sinx, De R. Unadintre primitivele functiei f ia valoarea —1 pentru x =7x. Sase

determine pentru care valori ale luix, xe [ 7 32 ) aceasta primitiva primeste valoarea 0.

8. Fiefunctia f: (0, 2) =R, f(x)=2sin’ x —sin2x. Si se sfle primitiva al carei grafic trece prin punctul A(— =

IR
N——

G

9. Sase calculeze, aplicind metoda schimbarii de variabila, primitivele functiei /: D — R:

__ 1 _Nx | N
a) f(x)_x.\/ms b) f(x) x+1> C) f(x) ma

_ COSX . _ — / .
9 f(x)_sinzx—5sinx+6’ ©) ()= +2x 15 B fR)=x2x+l;

X . X ~ _ |
g) f(x)_ 1_3x9 h) f(x) ma l)f(x) 1+m’

D= K) () =x5x =13 D ) =ve ~1.

Wi | Lucrati in perechi! Utilizind metoda schimbdrii de variabild, sd se calculeze integrala:

a) [xy1+5xdx, b) [SN2X_gy, o) [x*VI+3:" dv,
sin" x—4
J-arcsm\/_dx j(smx cosx)dx_ DJw/xz—ldx
[x(1=x) l+sin2x ° X



INTEGRAREA PRIN PARTI

Daca functiile u, v: I - R (intervalul deschis / — R) sunt derivabile si au derivate
§ continue pe /, atunci functiile uv, u’v si v’ admit primitive si:

[y (o) dx =u(eyv(x) = oo’ (x)dx (1)
sau, in notatia diferentiala, _[u dv=uv— Jv du.
Demonstratie:
Din egalitatea [u(x)-v(x)] =u'(x)v(x)+u(x)V'(x), Vxe I, rezulta:
u () (x) =[u()vx)] —u'()v(x). )
Deci, o primitiva a functiei [u(x)v(x)] pe intervalul 7 este u(x)v(x).
Conform conditiei teoremei, functia u’(x)v(x) poseda primitiva pe intervalul deschis 7.

Deci, functia u(x)v'(x), de asemenea, poseda primitiva pe intervalul /. Integrand egalita-
tea (2), obtinem relatia (1). b

Relatia (1) se numeste formula integrarii prin pdrti a integralei nedefinite.
Deoarece u'(x)dx =du(x), V(x)dx=dv(x), aceastd formuld poate fi scrisd sub forma
Iu(x)dv(x) =u(x)v(x)— Iv(x)du(x) sau, prescurtat, Ju dv=uv— Ivdu.
Exercitii 1 Sa se calculeze: a) Iarctgxdx; b) jxe"dx; c) jlnx ~xdx;  d) Icosx -e'dx.
% rezolvate )
Rezolvare:
a) jarctgxdx =(u =arctg x, du =%, dv=dx,v= jdx, v=x)=
)

_ dx d(x
—x-arctgx—'[x~1+ =Xx-arctg x — 2_[ =x- arctgx——ln(1+x )+C.

b) jxexdx:(u:x, du =dx, dv=e"dx, v=jexdx=ex):xex—jexd.x=xex—ex+C.

. Cdxe XX 1, X |
c) jxlnxdx—(u—lnx,du— L ,dv=xdx, v= 2)— > Inx j2 xdx— 5 Inx 4x +C.

d) J.e" cosxdx=(u=cosx, du =—sinxdx, dv=e'dx,v=¢")=

=cosx-ex+jex sinxdx=(u=sinx, du=cosxdx, dv=e'dx, v=e")=
:cosx-ex+sinx-ex—jex cosxdx.

Prin urmare, 2J—e" cosxdx =(cosx+sinx)e’ & Ie" cosxdx:%e"(sinx+cosx)+C.

dx

S oo ne N*, a#0.
(a”+x7)

2 Sa se calculeze 7, =j

Rezolvare:
Pentru n=1, avem /, = %arctg§+ C.

Fie n > 1. Inmultind si impértind cu a”, apoi adunand si scizand x’ la numiritor, obtinem:

_ Ll & SR Y O SO B SR SN MRS B R J: S
I"_azj(x2+a2) B -[(x +a) 2J.(x2+az)”dx_az |:I"_1 -[(x2+a2)” dx:|.
7]




Aplicam formula integrarii prin parti:

dx xdx 1
=x, du=dx, dv=—=>>__ yv= =
wen T rady I(xz )Y n-2)ta)”
x’dx 1 1 dx
i obtinem: : X+ :
’ j( ‘+a ) 21 (X +a?)" '[(Zn—2)(x2 +a’)"!
. 1 1 X 2n— 3
| =— :
DeCl’ n aZ [2(" _1) (xZ + aZ)nfl 2(” 1) n— l} pentru n >1 (3)
Asadar, integrala /, a fost exprimata prin 7,
Formula (3) se numeste formula de recurentd.
De exemplu, pentru n =2, obtinem:
X 1 X

1 X
D) + Y arctg;+ C.

I,=

——+ =1 =
28°(x*+a*) 2!
Majoritatea integralelor care pot fi calculate cu ajutorul metodei integrarii prin parti pot fi
divizate in trei grupuri:

1) Integrale care contin sub semnul lor in calitate de factor una dintre functiile: Inx,
arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx.

Aceste integrale se calculeaza aplicand metoda integrarii prin parti si considerand
u(x) una dintre functiile mentionate.

2) Integrale de forma jﬂ(x)coscxdx, J.Pn(x)sincxdx, JPn (x)e“dx, unde ceR’,

P (x) este functie polinomiala asociata polinomului P(X) de grad n.

Aceste integrale se calculeaza cu ajutorul metodei integrarii prin parti, aplicatd de
n ori, unde 1n calitate de u(x) se ia P,(x). Dupa fiecare aplicare a metodei integrarii
prin parti, gradul lui P, (x) se va micsora cu o unitate.

3) Integrale de forma j e® cosbx dx, j e sinbx dx, jsin(ln x)dx, jcos(ln x)dx,
a, b, ce R". Notand cu / una dintre aceste integrale si aplicind de doui ori metoda

integrarii prin parti, se obtine o ecuatie de gradul I in raport cu /.

3 Sa se calculeze J.\/ x> +a dx, unde functia x —+/x* +a se considerd definitd pe
intervalul /, pe care x> +o >0, a #0.

Rezolvare:

Avem Jsz +adx:J

x2+oc
VXl +o

Pentru a calcula integrala
J.\/x2+oc
de=|x-(Wx’+a) dx= x\/x +a - x/x + o dx.
perrii A -l
Am obtinut relatia [vVx* +a dv=xvx® +a — [Vx’ +a dx+ [—Z—dx
I / e
si, deci, _[\/xz +adx:%x\/xz +a +%I

Deoarece _[

x’ o
'I.\/x2 +a dXJrJ‘\/x2 +o o

dx vom aplica metoda integrarii prin parti.

Avem J

1 a
SR S R -
VX' +o J.\/x2+oz

1
——dr=In(x++vx* +a)+C, deducem:

VX' +o

Vx? +Otdx:lx\/x2 +a+Zn(x+Vx’ +a)+C.
2 2



-~ Xercitii propuse

Profilul real
A,

. Sa se calculeze urmatoarele integrale nedefinite folosind metoda integrarii prin parti:

a) [Inxdx; b) [xcos2xdx; o) [rarctgxdy;
d) [axsinxdx; e) [(2x—1)e”dx; f) [x2"dv;
g) j(x+1)1nxdx; h) sze* dx; i) sz cosxdx;
i [ Inxdy, K [VxInxdr; D) jli‘j“dx
m) [xIn’ xdv; n) [xe ds 0) [xsin’ xdv.

. ﬁfﬁju{cmﬁ in perechi! Sa se calculeze primitivele functiei f: D —R:

8) f(x)= arcxsil 1x b) f(x)= xalritizx ¢) f(x)=arccosx;
d) f(x)=¢€"(sin2x—cos2x); e) f(x)=(x"—2x—-1)e"; ) f(x)=(x’+3x+3)cosx.

. Sé se calculeze urmatoarele integrale nedefinite folosind metoda integrarii prin parti:

a) J(l—3x—2x2)e% dx; b) J.(xz —4x+5)sin2Txdx; 9) jxarctgxdx;
d) [HESIT 4y re (0, 1); o) [Anxde ) [inCx+ T+ x")dr.
X 2\7
(I+x%)?

. Sadserezolve in R ecuatia F’(x) =0, unde F este una dintre primitivele functiei f: R —>R, f(x)=xe™".

. @ Investigati! Sa se afle legea de dezagregare a radiului, daca se stie ca viteza de dezagregare este proportionald cu
cantitatea lui initiala.

G

. Utilizdnd metoda integrarii prin parti, sa se calculeze integrala:

a) [In(2x +5)d; b) fa- 2x)cos§dx; 0) [x+1)In(x+1)dx;
d) [¥ In’ xdx; o) [sin(inx)dv; b x“‘g:x“ 1)* N
. Sase calculeze urmatoarele integrale nedefinite aplicand mai intai schimbarea de variabila, apoi integrarea prin parti:
a) jxsin\/;dx; b) J xdx 9) Jx3e dx
cos’x’
d) j(arcsinx)z dx; e) Jx-e‘ﬁ dx; f) _[xge
g) jx7arctg (x*)dx; h) _[(arctg Vx)tdx; i) J.e‘/; cos2+/x dx.




it

ii si probleme recapitulative

Profilul real
A,

1. @ Investigati! Sa se demonstreze ca functia F este o primitiva a functiei f pe intervalul indicat:
a) F(x)=4—cosx, f(x)=sinx, x€ (—oo,+o0); b) F(x)= tgx—\/a , f(x)= 12 , X€E (—%, %),
cos” x

c) F(x)= 9—— f(x)— =, X€ (0, +o0); d) F(x)=|x|, f(x)=-1, x€ (=0, 0).

2. Sase calculeze prlmmvele functiei f: D — R, folosind tabelul integralelor nedefinite si proprietatile de integrare:

a) f(x)—(3+2 )4, b) f(x)= m
c) f(x)=25in§+3cos6x; d) f(x)=

7
(x+ 3) sm2 3x’

09 0

3. [}D—‘ﬁﬂ Lucratiin grup! Sa se calculeze primitivele functiei f: D — R, folosind tabelul integralelor nedefinite si proprietatile
de integrare:

&) ()= (+1) -1 b) /(x)= 0 /()=

d) fi(x )—cos 3x e) f(x)= T+x3 x+7, f) f(x)=5"—2cosx;
__x _ | . T

9 /=55 +1) h) /(=€ +— D f(=e

4 o C2Jx—xP et 43X
3\/—2 X, k) f(x)_ x3 .

4. ﬁ‘%’] Lucrati in perechi! Pentru functia /: R™ >R, f(x)=

punctul A(— %, 3 )

5. Pentru functia f: (0, +) >R, f(x)= \/_ , sa se afle primitiva F: (0, +) - R al cérei grafic trece prin
X

punctul M (1, %)

peg sa se afle primitiva al carei grafic trece prin

B,

6. ﬁfﬁﬂ Lucrati in perechi! Sa se calculeze primitivele functiei f: D — IR aplicand metoda schimbarii de variabila:
3

a) f(x)= b) f(x)=

4sin’x +5cos’x X lnx

7. Sase calculeze primitivele functiei /: D >R, aplicénd metoda integrarii prin parti:
a) f(x)=e"-sinx; b) f(x)= ¢) f(x)=x""sinx;
sin” x’

d) f(x)=x-arccosx; e) f(x)=e"-cos3x; f f)=% cosx.
sin’ x

8. Panta tangentei duse la o curba in orice punct de abscisa x este egald cu x. Sa se afle ecuatia acestor curbe si sa se
determine curba care trece prin originea sistemului de coordonate.

9. %ﬁﬂ Lucrati in perechi! Conform legii ,,cresterii naturale”, viteza de crestere a cantitatii de substanta este direct

proportionald cu cantitatea sa. Sa se afle formula pentru determinarea variatiei cantitatii de substanta y in functie de timp,
daca in momentul de timp 7 =0 cantitatea de substanta a fost de y,.



Primitive si integrale nedefinite

G
]

10. Sa se demonstreze ca functia F: R >R, F(x)=x- R este o primitivd a functiei /: R—>R, f(x)=|x].

11. Aflati functia £, astfel incat /”(x)=3x", f(0)=1, f(0)=-1.

12. Sa se afle curba cu proprietatea cd segmentul continut de tangenta dusa la ea, determinat de punctul de
tangentd si de punctul de intersectie a acesteia cu axa absciselor, este divizat de axa ordonatelor in doud
segmente congruente.

—1, daca x<0

< nu admite primitive.
1, daca x>0 p

13. Sase demonstreze ca functia f: R — R definita prin f(x) = {

o)

Q q
14. —?ﬁ, Lucrati in grup! Proiect Aplicatii ale integralelor nedefinite in stiinta §i tehnica.

=————93

g

st sumativ

Timp efectiy de lucry:
45 de minute
Profilul real -

1. Completati casetele, astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:

J (> =sin2x+63/x) dx =| |+] |+ |+] |

2. Calculati primitivele functiei f: D — R, aplicind metoda schimbarii de variabila: f(x)=x-/1+x.

3. Calculati integrala, aplicand metoda integrarii prin parti:
a) je"‘ cosxdx;
b) [xIn(x+1)dx.

4. Determinati constantele reale a si b, astfel incat functia F: R >R,
F(x)=e""-(acos4x+bsin4x), s fie o primitivd a functiei /: R >R, f(x)=e™* cosx.

5. Viteza unui mobil variazi conform legii v(t) = Rt + av/t, a, Re R.. Aflati distanta (in metri) parcursa de mobil in
intervalul de timp [0, 4] (masurat in secunde), precum si acceleratia lui in momentul de timp #=4.
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Modulul

Integrale definite

Adevarul matematic, fie la Paris sau la Toulouse, este acelasi.
B. Pascal

Obiectivele . identificarea integralei definite in diverse contexte;

modulului . aplicarea formulei Leibniz—Newton la calculul integralei definite;
. utilizarea interpretarii geometrice a integralei definite in rezolvari de probleme;
. utilizarea proprietatilor integralelor definite in diverse contexte;

. calcularea integralelor definite folosind tabelul integralelor;

« calcularea integralelor definite aplicand:
a) integrarea prin parti;

b) schimbarea de variabila;

integralei definite in diverse domenii.

Notiunea de integrala definita.

#E;%;'{F Functii integrabile

/ AR A
%ﬁ‘ Proprietatile principale
7 el i J, f—p e - = -

| ﬂlfﬁigﬂ’ ale integralelor definite

/;, [ X 4 4 1 L]

S IIIIY i "\ ) .
PITIIIIL | 3. Metode de calcul al integralei

A definite
Q (I
(27T
"Il'ﬂllﬂ

~1im S £ )Ax,

[E[F=>0

T
IISIIIILIIII I i




NOTIUNEA DE INTEGRALA DEFINITA.
FUNCTII INTEGRABILE

1.1. Probleme care conduc la notiunea de integrala definita

In geometria elementara este cu- y
noscutd metoda de calcul al ariei unei
figuri geometrice plane marginite de
segmente si arce de cerc. In caz ge-
neral, cand figura plana este marginita
de curbe arbitrare, problema calcularii
ariei acesteia poate fi rezolvata numai
aplicand metodele analizei matematice,
si anume metodele calculului integral.

Sa consideram domeniul plan O4AB
marginit de parabola f:[0,1] >R,
f(x)=x", de axa Ox si de dreapta

B(1, 1)

A(1, 0)

Q

verticald ce trece prin punctul 4(1, 0)
(fig. 2.1). Vom pune problema calcu-
lului ariei acestui domeniu prin metoda
trecerii la limita, care este o metoda

=

0 X Xp Xpn X, X

Fig.2.1

fundamentala a analizei matematice. Pentru a calcula aceastd arie, vom diviza interva-

lul [0,1] in n (n>2) segmente congruente de lungime % prin n+1 puncte de divi-

ziune x, < x, <...<x,, unde x, = E, k =0, n. Pe ficcare interval obtinut [x,, x,,,] construim
n
2
un dreptunghi P, cu indltimea #,, unde A, :f(xk):(%) , s1 lungimea bazei
1 k’

Ax, =x,,, —x, = P k=0, n—1. Atunci aria dreptunghiului P, este f(x,)Ax, = el

Insumand ariile celor n dreptunghiuri, vom obtine un numar real

! Sk + + L+ (=)
6,=S rean =S K - aSs
k=0 k=0 N n

care aproximeaza prin lipsa aria .«/(OAB) a domeniului OA4B. Intuitiv, cu cat punctele de
diviziune x, ,,sunt mai numeroase”, cu atat numarul ¢, va aproxima mai exact aria domeniu-
lui OAB. Este firesc sa consideram ca limita sirului (0,),,, cdnd n—eo este .«/(OAB).
n(n+1)(2n+1) _(n=1n(2n-1)

3 , obtinem ¢, =—————=. Deci,

Folosind formula Y’ k* = 3
~ 6n

n=1 — —
limo, =lim S £(x)Ax, =1im = D21=D _ 1 (1)
n—oo n—yeo =0 n—o0 6n 3
Asadar, prin definitie, aria domeniului plan OA4B este limita sirului (o,),.,, unde

n—1
o, =3 f(x)Ax,, adica .«/(OAB) =%.
k=0



Integrale definite _

n=1
Aceeasi metoda de calcul al limitei unor sume de forma ¢, = 2 f(x,)Ax,, in cazul
k=0
in care lungimile Ax, ale segmentelor respective tind simultan la zero, apare si in

multe alte probleme de matematica si fizica, cum ar fi, de exemplu, ’7

problema calculului ariei unei suprafete, volumului unui corp,
. = lungimii graficului unei functii etc.
' Arhimede din Sira-

cuza (2872121 Hr), Se presupune ca formula (1) a fost cunoscuta incé de Arhimede.

filozof grec Procedeul de calcul al ariei a fost reluat de A.L. Cauchy, care in

1823, cu acelasi tip de sume, 1-a extins la clasa functiilor continue.

Esenta problemei a fost inteleasd abia de B. Riemann, care a  August Luis éauchy
considerat sume mai generale decat cele mentionate aici si a definit ~ (1789-1857), mate-
o clasa noud de functii, pentru care limita intr-un anumit sens a ~ matician francez
acestor sume este finita.

Astfel, aplicand notiunea intuitiva de arie, in mod firesc, s-a ajuns la studierea limitei
unor sume de o forma speciala:

n—=1
Sx)Ax, |
Bernhard Riemann el =
(1826-1866), mate- Limita sumelor de forma 2 f(&)Ax, joacd un rol important in analiza matematica
matician german k=0

si in aplicatiile ei i va fi studiata in continuare.

1.2. Integrala definita a unei functii continue

Fie f:[a, b]—> R o functie continua.

In baza teoremei 2 (modulul 1), functia / admite primitive pe [a, b]. Fie F, ®: [a, b] - R
primitive ale functiei f pe intervalul [a, b]. Din teorema 1 (modulul 1), functiile ' si @ se
deosebesc una de cealalta printr-o constanta arbitrara. Deci, pentru orice x€ [a, b] si orice
constantd Ce R avem F(x)=®(x)+C.

De aici rezultd ca F(b)— F(a) =[D(b) + C]—[DP(a)+ C]=D(b) - D(a).

Egalitatea obtinuta F(b)— F(a)=®(b) — P(a) stabileste ca aceasta diferentd nu depinde
de primitiva F' sau @, dar depinde numai de functia f si de numerele a si b. Acest fapt ne
permite sd introducem urmatoarea notiune.

Fie F: [a, b]—> R o primitiva a functiei continue f: [a, b] — R.
Numarul real F(b)— F(a) se numeste integrala definita a
b

functiei f de la a la b si se noteaza _[ f(x)dx. Asadar,
b

j e ) — @) (R St i)

£
AN

(Formula va fi demonstrata la secventa 1.3.)

Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz (1646—1716), matematician german, unul
dintre cei mai importanti filozofi de la sfarsitul secolului al XVII-lea si inceputul
secolului al XVIII-lea, unul dintre intemeietorii iluminismului german.

~ Isaac Newton (1642— In matematica Leibniz elaboreazi, in 1675, bazele calculului diferential si integral

- 1727), fizician, ma- independent de Newton, care enuntase deja principiile calculului infinitezimal

~ tematician §i astro- (infinitilor mici) intr-o lucrare din 1666. Simbolurile matematice introduse de
nom englez Leibniz in calculul diferential si integral se folosesc si astazi.



() bservatii

>

Exercitii

% rezolvate

b
1. Simbolul '[ f(x)dx se citeste: ,,Integrala de la @ la b din f(x)dx”.

2. Simbolul J. se numeste semn de integrare. Numerele a si b se numesc limite de
integrare: a — limitd inferioard, b — limitd superioard; intervalul [a, b] se numeste
interval de integrare; x se numeste variabila de integrare, iar functia f — functie de
sub semnul de integrare sau integrand; simbolul f(x)dx se numeste expresie de sub
semnul de integrare. Variabila x poate fi Inlocuita cu oricare alta variabila: u, v, s, ¢ etc.

Astfel: , , )
[ FGdx =] fadu =] f(s)ds =...

3. Daca a=b, atunci prin definitie se considera ca J f(x)dx=F(a)-F(a)=0.

4. Pentru diferenta F(b)— F(a) se foloseste notatia F(b)— F(a)= F(x)
citeste: ,,/(x) in limitele de la a la b”, i formula Leibniz—Newton se mai scrie:

b
, care se
a

-

[fyde=F)|,

unde F este o primitiva a functiei f.

b
5. Pentru a calcula I f(x)dx, mai intai se afld o primitiva F a functiei f, apoi se calculeaza

a

diferenta F'(b)— F(a).
b
6. Integrala definita J f(x)dx reprezinta un numar real, spre deosebire de integrala

nedefinita j f(x)dx, care reprezintd multimea tuturor primitivelor functiei f pe inter-
valul [a, b].

7. In secventa 1.3 va fi datd o alta definitie a integralei definite, bazati pe asa-numi-
tele ,,sume integrale” de o forma speciald, obtinute in secventa 1.1. in consecint, inte-

b
grala I f(x)dx va capata un anumit suport geometric sau mecanic, care va permite
a

utilizarea ei in secventa 1.4 si in modulul 3 la rezolvarea unor probleme de geometrie,

fizica, economie etc.

2
1 Sa se calculeze integrala szdx.
-1
Rezolvare:

Functia f:[-1,2]—>R, f(x)=x’, este continui pe [-1, 2], deci admite primitiva

F(x) :%x3, xe[-1,2].

Aplicand formula Leibniz—Newton, avem:

’ 2 (-1’

= F(Q)-F(-)=%F—5~=3.

[ 1
J.xzdxz—x3
-1 3

-1



3

2 Si se calculeze integrala J—),:
2
Rezolvare:
Functia f:[2,3]—>R, f(y)zlz, este continua pe [2, 3], deci admite primitiva
y

1
F(J’):—;, Ye [2’ 3]
In baza formulei Leibniz—Newton,

ty s (1) (1)1 1 1
e rore (A

4
3 Sé se calculeze integrala j(L—l)dt.

2y ¢

Rezolvare:
1

2t

Primitiva functiei continue f: [1, 4] >R, f(¢)= —%, este F(t)= Vi - Inz, €1, 4].

Prin urmare,

1(7_;]& (\/_—lnt)‘j:F(4)—F(1)=(2—1n4)—(1—1n1):l—21n2.

0
4 Sa se calculeze integrala j(6x2 —2x+1)dx.
-2

Rezolvare:
Calculim integrala nedefiniti a functiei continue f: [-2, 0] >R, f(x)=6x>-2x+1, si
obtinem primitivele acestei functii:
2
[(6x* —2x+1)dr =6 x*dx - 2jxdx+jdx_—— 2; x4+ C=2x = +x+C.
Consideram primitiva F: [-2, 0] >R, F(x)=2x"—x" +x.

Cum F(-2)=-16—4-2=-22 si F(0)=0, conform formulei Leibniz—-Newton obtinem:
0
[(6x* —2x+1)dx = (2x" = x" + x)‘: = F(0)— F(-2)=22.
-2

3
< . 2
5 Sa se calculeze integrala (\/ 3x — )dx.
-([ 2x+3

Rezolvare:
Determinam multimea primitivelor functiei de sub simbolul integralei:

j(@_ )dx:fsj&dx_zj%=

2

2

_3.x —2—1n|2x+3|—i “In|2x+3|+C.
L

1

2 N
Consideram o primitiva (x)—T x? —In|2x+3].
3
CumF(3)—— 32.32—In 9=%3 —In3*=6-2In3, F(0)=-In3, obtinem:
3
2 _ _ _f — 6
!(@—m)dx—FG) F(0)=6-2In3+In3=6-1In3.

2



1
6 Sa se calculeze integrala I(Z cos x —sin 3x)dx.

n
2
Rezolvare:

L
6

q
J (2005x—sin3x)dx=(2sinx+%cos3x)

x

2
w1 T T), 1 3 ))_
(2s1ng+§cos§)—[251n(—5)+ 3 cos(—TD—

.o 1 V3 T, 1 kY4 1 1 1
(251n€+§cosi)—( 2s1n3+3cos7) 2'§+§-0+2-1—§‘0—3.

1
'/ Sa se calculeze integrala J(23x —4"")dx.
0

Rezolvare:
Multimea primitivelor functiei de sub simbolul integralei este:

gy — [y 4 fardge L. 25 4 40 _ 2% 2.4
Jor-ade= [20de—d- [4dv =g o —de = o =S C

2% 2.4

Consideram o primitiva F'(x) = I o

Atunci,
j(zsx_4x+1)dx:F(l)_F(0):(L_i)_(L_i)z_ 6, 5 _ 1l

3In2 In2 3In2 In2 3In2  3In2 3In2°
Teoremele ce urmeaza stabilesc cdteva din proprietdtile integralei definite a unei
functii continue.
Vom face la inceput urmatoarea remarca: dacd b>a, atunci prin definitie se consi-
dera ca I f(x)dx=F(a)—F(b), unde F:[a,b] >R este o primitivd a functiei conti-
b
nue f:[a, b]—>R.

Fie f:[a,b]—> R, a<b, o functie continua pe intervalul [a, b]. Dacd in integrala
&

definita schimbam ordinea de integrare, atunci integrala isi schimba semnul in opus,

adici j F(x)dx = —j £ (x)dx.

Demonstratie:

Daca f: [a, b]— R, a<b, este o functie continud pe [a, b], atunci (teorema 2, modu-
lul 1) ea posedé primitive. Fie F: [a, b]—> R o primitiva a functiei f pe [a, b].

Deci, j f(x)dx = F(b)— F(a)=—F(a)— F(b)]= j f(x)dx. »

(proprietatea de liniaritate a integralei definite)

Fie functule f,g:[a,b]—>R contmue pe [a b] si A, u numere reale arbitrare.

Atunci, j(z S+ pg()dr=2 J S()dr+p j g(x)d.




Demonstratie:

Daca functiile f si g sunt continue pe [a, b], atunci si functia 2 =Af + 1 g este continua
si admite primitive pe [a, b]. Fie H=AF + uG o primitiva pe [a, b] a functiei 4, unde F'si
G sunt primitive pe [a, b] ale functiilor f si, respectiv, g. Aplicand formula Leibniz—New-

ton, obtinem:

b b

I(/lf (x)+ pg(x))dx = Jh(X)dx =H(b)— H(a) = (AF (b)+ uG(b)) - (AF (a) + uG(a)) =

a a b b

= MF(b)=F(@)+ (G(b) = G(@) = A[ f(x)dx+ u [ g(x)dx. >

Din teorema 2, in particular, ludind Ae R §i ©=0 sau A =1 si u==1, obtinem:
Corolarul 1 Daca functla f este contlnua pe [a, b], atunci si functia Af, A€ R, este continui pe

[a, b] si Iﬂf (x)dx = lj f(x)dx (integrala este omogenad).

Corolarul 2 Daca f si g sunt functii continue pe [a, b], atunci si functiile f+g si f—g sunt
continue pe [a, b] si

[(F)+ g = [ Fds g, [(/0)- g = | e g

(integrala este aditiva in raport cu functia de sub semnul de integrare).

bservatie Prin inductie dupd ne N se obtine ca pentru orice functii f,, f,, ..., f,: [a,b] >R
continue pe [a, b] si orice numere reale A, A,, ..., A, (n>1) are loc egalitatea
j XA, (X)) = ZA jfk(x)dx
a k=1 a

Sa se calculeze integrala:

Exercitiu

% rezolvat

£3—2x—4x> 3 X 2 §
a) I:J'—dx; b) I:I sin=+———— |dx; c¥) I=I8sin4xdx.
X 2 P T
! 0 cos (2x—3) 0

Rezolvare:
a) Transformand functia de sub semnul de integrare si aplicand proprietatea de liniaritate
a integralei definite, obtinem:

2 3 de 2 2 s , x2
I:-[(;—2—4x)dx:3_]:7—2j:dx—4-[xdx:3(lnx)|l —2(0)| _(4.7)

=3(In2-In1)-2(2-1)-2(2> -1)=3In2-2-6=-8+3In2.

2

1

paES

b) Din proprietatea de liniaritate a integralei avem:
= Jsm dx + ZI dx

%
— & - 2fcost +2-l tg p =
A ( 72:) 2, 2 3
cos 2x—3 0

:—2(cos£—cos0)+(tg%+tg%)z—2(%—l)+ (x/§+«/§) =2+4/3.

6




¢*) Cum 8sin* x =2(2sin’ x)* =2(1 —cos2x)’ =2 —4c0s2x+2cos’ 2x =3 —4c0s2x +cos4x,
din proprietatea de liniaritate a integralei definite obtinem:

T T T

4 4 4 L4 n n _
1=3[dr—4[cos2xdv+ [cosdxdr=3x|* ~2sin2x|* +sindx|* =% 240=8
0 0 0 ‘ o 4 0 4 4

1.3. Integrala definita ca limita a sumelor integrale

In secventa 1.1 am observat ca aria unei figuri geometrice plane poate fi obtinuti
aproximand figura cu reuniuni finite de dreptunghiuri. Pentru aceasta, impartim intervalul
[a, b], care reprezinta domeniul de definitie al functiei f: [a, b] — R, in intervale partiale si
construim dreptunghiuri care au ca baza intervalele partiale si ca Tnaltime — valoarea functiei
intr-un punct arbitrar al bazei (fig. 2.1).

Consideram intervalul [a, b] cu a, be R, a<b.
m * Senumeste diviziune a intervalului [a, b] orice multime finita si ordonata de puncte

T =(x,, X;,..., x,), unde n=1 si a=x,<x, <..<x, =b.

* Punctele x,, kzm, se numesc puncte de diviziune.

* Intervalele [x,, x,,,], k=0, n—1, se numesc intervale elementare sau intervale
partiale ale diviziunii 7.

* Numarul pozitiv Ax, =x,,, —x,, k=0, n—1, se numeste lungimea intervalului
elementar [x,, x,,,], k=0, n—1, iar numarul pozitiv ||T'|| = Onlzaxlek — cea mai

mare dintre lungimile tuturor intervalelor elementare — se numeste norma diviziunii 7.

m 1 Multimea 7'=(1, 2, 3, ..., 10) este o diviziune a intervalului [1,10] cu || T'|| =1.

2 Multimea T =(0, %, %, %, %, %, 1) este o diviziune a intervalului [0, 1], astfel
oA 3
t| 7] ==.
incat || T|| )
m Fie T =(x,, x,, ..., x,) o diviziune arbitrara a intervalului [a, b]. Se numeste sistem
de puncte intermediare asociat diviziunii 7 orice sistem finit & =(&,,¢,, ..., &, )

de puncte cu proprietatea &, € [x,, x,,,], k=0,n—1

[ efinitia 4 Fie f:[a,b]—>R o functie, T =(x,, x,, ..., x,) 0 diviziune arbitrard a intervalului

[a,b] si E=(&,, &, ..., &, ) un sistem de puncte intermediare asociat diviziunii 7.
Suma Riemann sau suma integrala asociata functiei f, diviziunii 7 si sistemului de
puncte intermediare & se numeste numarul real

n=1

O-(T, é):Zf(gk)Axk :f(éo)()‘ﬁ _x0)+f(§1)(x2 _x1)+"‘+f(§n—l)(xn _'xn—l)‘

Exercitiu Sa se calculeze suma integrala a functiei f:[1, 3] > R, f(x)=2+3x, unde [l, 3] este
% rezolvat divizat in n parti egale, iar punctele intermediare sunt luate in capetele de dreapta ale
intervalelor elementare.




Rezolvare:
Consideram diviziunea T =(x,, X, ..., X,), unde 1=a=x,<x <x,<..<x,=b=3.
T . b-a_3- SR
Lungimile intervalelor elementare sunt egale, dem Ax, =x,,, —x, = —== sl
n non

b—a

punctele de diviziune vor fi x, =a + k=1+= k k=0,1,.
Punctele intermediare &, coincid cu capetele de dreapta ale intervalelor [x,, x,,,], deci
& =x.=1 +%(k +1), k=0,1, ..., n—1 si suma Riemann va fi:

n—=1

o1, 5= 3./ =5 @+36) 2| =28 2430+ 2] -

k=0 k=0

=%i(5+%(k+1)):%iﬂ%i(kﬂ):

=2 5+ 2042434 +n)—10+£ n 104804 m=10+8+6=16+2.
n n 2 n n n
bservatie Interpretarea geometrica a sumei Riemann. Daca f: [a, b] > [0, +o) este o functie

continud pe [a, b], atunci produsul f( &,)Ax, reprezintd geometric aria dreptunghlulul
D, cubaza Ax, siinaltimea f(&,). Prinurmare, suma Riemann o(7,§) = Z f(E)Ax,
reprezinta aria figurii D = U D,, alcatuitd din dreptunghiurile D, D,, ..., D, , (fig. 2.2).

Este evident ca aceastd arie o(7, &) apro-

ximeaza aria domeniului plan marginit de
D dreptele x=a, x=>b, de axa Ox si de gra-
ficul functiei f: [a, b] = [0, 4+o0). Aproxi-

AN
]\Q

U T
i

S

Il

=

=

ﬁ D E . E\J marea va fi cu atat mai exactd, cu cat ba-

I | D, zele dreptunghiurilor D,, k=0, n—1, vor

O| a=x, &, x & - X & X ] fi mai mici, adicd daca norma || T'|| va fi
Fig.2.2 din ce 1n ce mai mica.

n—1
Consideram suma integralda o(7, &)= z f(&,)Ax,. Vom adduga pe [a, b] alte puncte

de diviziune, astfel incat || 7' || — 0. Atunci, suma integrald o (7,&) variaza si, in caz gene-
ral, poate sa se apropie de un oarecare numar /€ R.

m (limita sumei integrale in sens Cauchy sau in limbajul € — &)

Numiérul 7€ R se numeste limita sumei integrale o(7,&) cand ||T|| — 0, daca
pentru orice € >0 existd numarul 6 =J6(¢) >0, astfel incat pentru orice diviziune 7' cu
|7 || <& sipentruorice sistem de puncte intermediare & rezultica |o(T,&)—1|<e.

Se noteaza: ‘lﬁm o(T,&)=1.

'“[ efinitia 6 Se spune ca functia f: [a, )] >R este integrabila (in sens Riemann) pe [a, b]

daca suma integrala asociata functiei f poseda limita finita: / = thm o(T, &), IeR.
Numarul / se numeste integrala definitd (integrala Riemann) a functiei f

pe intervalul [a, b].

Asadar, b n-l
[ fGo)de=1=1im 2. /€A%,

71 =0




(formula Leibniz—Newton)

Fie f: [a, )] > R o functie integrabila, care admite primitive pe [a, b],si F: [a, b] > R
0 primitiva oarecare a functiei f. Atunci:

j- f(x)dx=F(b)—F(a) (formula Leibniz—Newton).

Demonstratie:

Fie T'=(x,, x,, ..., x,) o diviziune arbitrara a intervalului [a, b]. Conform teoremei lui
Lagrange a cresterilor finite (a se vedea manualul de matematicd pentru clasa a Xl-a,
modulul IV, secventa 6.3) aplicata functiei /" pe intervalul elementar [x,, x,,,], existd punctul
c, € (x,, x,,,), astfel incat F(x,,,)—F(x,)=F'(c,)(x,, —x,). Cum F este o primitiva a functi-
ei f pe [a, b], rezultd ca F'(x)= f(x) pentru orice x€|[a, b].

Prin urmare, F(x,,,)—F(x,)= f(c,)Ax,, k= 0,n—1.

Insa functia f este integrabild pe [a, b]. In baza definitiei 6, existd limita finita

b
1= H%mOO'(T ,&), unde /= 'f f(x)dx, siaceasta limita, conform definitiei 5, nu depinde nici

a
de forma diviziunii T, nici de modul de alegere a sistemului de puncte intermediare &, adica
putem considera &, =¢,, k=0, n—1. Pentru aceasta alegere a sistemului de puncte in-
termediare &, limita / rimane neschimbata. Calculand suma integrala asociata diviziunii 7'si
sistemului de puncte intermediare & =(c,, ¢,, ..., ¢, ,), obtinem marimea constanta

o(1,8)=3 f(e)Ax =3 (Fx,.)~ F(x.) = Fb) - Fa).

Deci, i f(x)dx=1= lim o(T, &)= F(b)- F(a). »

Tl =0
bservatii 1. Cum orice functie continud poseda primitive, teorema 3 stabileste ca in cazul unei
functii continue ,,integrala Riemann” coincide cu ,,integrala definita” din secventa 1.2.

2. Integrala in sens Riemann se defineste pentru o clasa de functii nu neaparat continue
pe un interval.

1 Functia constanta f: [a, b] >R, f(x)=c (ce R), este integrabila pe orice interval
b
[a.b]cR si [edr=c(b—a).
Intr-adevar, oricare ar fi diviziunea 7'si punctele intermediare &,, obtinem f(&,)=c.

n=1 n-l1
Deci, (T, &) = ZCAxk =c- z‘(xk+1 -x)=c(x,—x,)=c(b—a) si
» k=0 k=0

| edv= lim o(T, §)=c(b~a).

Asadar, functia f* este integrabila pe [a, b] si chx =c(b—a).

1, daca xe Q

0, daci xe R\Q, ™ 5t integrabila pe

2 Functia lui Dirichlet D: R >R, D(x) ={
niciun interval [a, b/]CR, unde a <b.

Demonstratie:

Fie T =(x,, x,, ...,x,) o diviziune arbitrara a intervalului [a, b] si £'=(&;, &/, ..., &),
E"=(& & ..., E ) doud sisteme de puncte intermediare cu &/, &€ [x,, x,,,],

n-1
k=0,n-1.




Daca fiecare £, este numdr rational, atunci D(&;)=1 si, deci,

n—l n—1
o(T, é,) =ZD(52)Axk =2Axk =X, —X, =b—a,
k=0 k=0

de unde rezulta ca 11rn G(T EY=b-a.

Dacd insa fiecare &, este numdr irational, atunci D( E])=0 si, deci, suma integrald

n=1
corespunzitoare o(7,&")=> D()Ax, =0. Prin urmare, Hgmocr(T , N =0.
k=0 -

Deoarece pentru sisteme diferite £” si £” de puncte intermediare sumele integrale au

limite diferite, rezultd ca nu exista H%mOO'(T , &) si, deci, functia D nu este integrabila
—

pe [a, b].

eorema 4
L

/) bservatii

>

eorema 5

Exercitii

% rezolvate

Prezentam, fara demonstratie, doud rezultate importante din teoria calculului integral.

(conditia necesara de integrabilitate)
Daca functia f: [a, b] >R este integrabila pe [a, b], atunci ea este marginita pe
acest interval.

1. Teorema 4 poate fi formulata si astfel: Daca functia f: [a, b] > R nu este marginita
pe la, bl, atunci functia f nu este integrabila pe acest interval.

, daca xe (0,1]
0, daca x=0,
[0, 1], deoarece lirr% f(x)=+ec. Deci, functia f nu este integrabilad pe [0, 1].

De exemplu, functia f:[0,1]>R, f(x)= { este nemarginita pe

2. Conditia ca functia f sa fie marginita pe [a, b] este doar necesard, dar nu si sufi-
cienta pentru integrabilitatea functiei f. De exemplu, exista functii f marginite pe [a, b]
(functia lui Dirichlet), dar neintegrabile pe acest interval.

(clase de functii integrabile)
a) Orice functie f: [a, b)] > R continua pe [a, b] este integrabild pe [a, b].
b) Orice functie f: [a, b] >R monotona pe [a, b] este integrabila pe [a, b].

1 Sa se calculeze integrala:
0

sinsds lnx - x

)J2+coss b)". © :[33 2x-1 9 J‘x+ldx'
Rezolvare:
a*) Determinam o primitiva F(s), s€ [0, ], a functiei f: [0, z] >R, f(s)= 5 j-IESS_S :
sinsds _ _d(Z2+coss) _ ~

Cum I > +ooss J. >+ ooss —In(2+coss)+ C, rezultd ca F(s)=—In(2+coss).
. sinsds _ ' B _ ~

Deci, e In(2+coss)|] = F(x) - F(0)=—In(2 +cosm) + In(2 +cos 0) = In3.



b*) jlnx =J1nxd(lnx)=%ln2x
1

et =La—oy=L
l—z(lne In 1)—2(1 O)—z.
0

0 L
dx dx -1 1 (1-2x)°3
c) =— =—|(1-2x) dx=—-—— —T"— =
_jlf 2x—1 _[33«/1—2x _L -2 _14

3 -13

3

d) Calculam primitivele functiei f: [0,1] =R, f(x)= xx+ z

3 2 _
J‘x +1_ldx=j(x+1)(x x+1)-1
x+1 x+1

Pentru aceasta, calculam

3
integrala nedefinita: j xx+ ] dx= dx =

RV S S PR SNCEI S R
J(x x+1 +1)dx—3x 7 +x—In|x+1|+C.

Consideram primitiva F(x)= %x3 —%xz +x—In(x+1), xe[0,1]. Conform formulei

1 3
o 1 1 5
Leibniz—Newton, x—dx=F(l)—F(O)=(———+1—ln2)—(0—lnl)=——1n2.
!x+1 3 2 6

2 Sa se demonstreze (utilizand definitiile 5 si 6) ca functia f: [a, b] >[-1,1],

f(x)=cosx, este integrabila pe orice interval [a, b)]cR.

Demonstratie:

Fie T =(x,, x,, ..., x,) o diviziune arbitrard a intervalului [a, b] si &, €[x,, x,,,],
k :m, puncte intermediare arbitrare. Conform teoremei lui Lagrange a cresterilor
finite, aplicatd pe fiecare interval elementar [x,, x,,,] primitivei F: [a, b)] >R, F(x)=sinx,
a functiei f, existd punctele c, € (x,, x,,,), astfel incat

sinx,,, —sinx, =cosc,(x,,, —x,), k=0,n—1.

De aici rezulta:

n—1

ZCOSCAX z‘(smxk,rl sinx, ) =sinx, —sinx, =sinb —sina.
k=0 k=0

n-l1
Cum o(T, &)= ZcosékAxk, putem scrie:
k=0

o(T,&)—(sinb—sina) = f(cosék —cosc,)Ax,.

Conform teoremei lui Lagrange, aplicata functiei f pe [&,, ¢,] (sau pe [¢,, £, ]), exista
punctul ©, € (£, ¢,), astfel incat cosé, —cosc, =—sin®, (&, — ¢,), k=0, n—1. Intrucat
derivata f’(x)=—sinx este marginitd pe [a, b], obtinem:
|cos€k —cos¢, |=|sin®, ||§k —¢ |<1-Ax, S(g}g?flmk =T
Prin urmare,

n-1 n—1
|0(T, &)~ (sinb—sina) | < Y |cos&, —cosc, |Ax, <[|T]| Y Ax, =||T[|(b-a). (2)
k=0 k=0




Pentru orice € >0 consideram d(g) = bL > 0. Atunci, din relatia (2) rezulté ca pentru
—a
orice diviziune T cu || T || <& si pentru orice alegere a sistemului de puncte intermediare &

are loc inegalitatea |o(T, &) —(sinb—sina)| <|| T || (b—a) <5(b—a) =€.
In baza definitiilor 5 si 6, functia f: [a, b]—[-1,1], f(x)=cosx, este integrabild pe
b
[a, b] si j cosxdv= lim o(7, £) =sinb—sina. B

1.4. Interpretarea geometrica a integralei definite

m Fie numerele reale a, b, a < b, si functia continuad f: [a, b] >R, f(x)=>0, Vxe[a, b].

Domeniul plan marginit de graficul functiei f, de axa absciselor Ox si de dreptele
verticale x=a si x=»b se numeste subgrafic al functiei /' (fig. 2.2).

n=l
Sumele integrale o (T, §) = z f(&,)Ax, ale functiei continue i pozitive f: [a, b] >R

k=0
reprezintd geometric aria domeniului D = U D, , alcatuit din dreptunghiurile D, D,, ..., D

n—1
(fig. 2.2).
Aceste sume aproximeazad cu o anumitd eroare aria .« a subgraficului functiei f

n—1
(fig. 2.2). Cum egalitatea aproximativa ../ = 2 f(E)Ax, este cu atdt mai exactd, cu cat

k=0
norma ||7| este mai micd, intuitiv, trecand la limitd cu ||T||— 0 1n aceasta egalitate

aproximativa, ea va deveni o egalitate exacta:

= lim Zf(ék)Ax = [ f(x)dx|.

I7]l—0

Integrala definitd a unei functii f continue si pozitive pe un interval [a, b] reprezinta
geometric aria ./ a subgraficului functiei f pe intervalul [a, b] (fig. 2.2).

Probleme 1 Sa se afle aria subgraficului functiei f:[0,1] =R, f(x)=x" (secventa 1.1, fig. 2.1).
% rezolvate
Rezolvare:

1

1

1 3
:Ixzdx:x— 3

A 3

0

2 Sa se determine aria subgraficului functiei f: [0, 3] >R, f(x)=+x+1 (fig. 2.3).

Rezolvare: 5
3
W N PRSI
0 —+1
2 0
:—,/(x+1 @/47 V)=
X




3 Sa se afle aria subgraficului functiei f: [-1, 3] > R,
f(x)=(x+1)(3-x), reprezentat in figura 2.4.

Rezolvare:

Qgizf(x+1)(3—x)dx=

3 3
=J.(3+2x—x2)dx=(3x+x2 —%)
-1

-1

x
1 1 2
=(94+9-9)—-3+1+= |=11->=10=. i
9+9-9) ( 3 3) ;=103 Fig. 2.4
-~ Xercitii propuse
Profilul real
A,
Aplicand formula Leibniz—Newton, sé se calculeze integrala:
V2 V3 1 In2 1 Iny2 0
1. a) [xdx; b) [xdx o) [x'dr; 4. a) Je"dx b) _[e’dx o) Jerdx; d) [2°dy;
0 -2 -1 —In
-1 S 4\/_ 9 dx logz 4 " 1
d dx; dx; - 2
)Jix e)lj x ﬂ!Zﬁ ¢) j3 dx; 1) jcosxdx 2) jsm3xdx h) jcos =
oo wit | :
2) |{xvxdx; h) | = O de
0 VX i) ;[sin2x’ 1) Icos dx; k) J.sm dx; 1) jcos 3x
4 n

9
. dx .
) |—F
)jx 7 )
2. mLmran in perechi!

a) j(3x2 —2x+1)dx;

b) _3[(2 —x)*dx;
9) j[x(x —1)°dx;

) [ - 4% -

d) .2[(3x —2)(2-x)dx;

f)j‘l\_/%xdx

2 4 o f: -
¢ dx . dx |
3. a) !7, b)-(,:2x+1’ 6.
2 2 0
3x"+x+4 , . 3
o) [ d) _jl(1+ - )dx,

N
Le—nw
VY

=
|
\S]
+
=
+ |~
o
=

i1 1 )
©) [(E‘z(zxﬂ))dx’

0
2 1 .
g) Z[I(x +x+l+dex,

=
=

e —
—
==

|

=

+ it

—_—
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H
|
=
i~
N——
=

=
—
—
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+
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—
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D=

m) _[(sin x+cosx)’dx; n) J.(sinz x—cos’ x)dx;

dx dx
e )_[COS X

tgx I+sinx

o
~
o SlNtY——rly o
—
UQ

%@ﬁ Lucrati in grup! Sa se calculeze aria subgraficului
functiei: a) f:[1, 2] >R, f(x)=x";

b) £: 10,41 =R, f(x)=x;
L2]-R, f(x)=2"

@ Investigati! In desen este reprezentat unul dintre cei
doi pereti laterali ai unei sere. Curba AB este data de
functia f:[0,3] =R, f(x)= % (6+4x—x7),

a) Sa se afle aria celor doi pereti laterali ai serei.

b) Sa se estimeze cantitatea de vopsea necesara pentru
a vopsi exteriorul peretilor laterali, consumul fiind de
150 g pentru 1 m?.

c) Sa se estimeze
costul vopselei da-
ca pretul unui kilo-

v G,

Scaral:4m

gram este de 25 lei.



B,

- . 9. Sa se calculeze aria subgraficului functiei:
7. Sase calculeze integrala: ’

0 -1 6 1 1
) [V43xdy;  b) [Boxdg o [ &, a) f1]5.2|=R f(0)=—
2x+4 2 *
-3 -6 0
. 1 . b) /1 [L 8] >R, f(x)=x;
d ; e) | (2-3x)"dx; ;
) J.4ﬂ/1_5x ) ;‘;( ) D-(’;(3x+1)5 ¢) f1[-In3,In4] >R, f(x)=e".
1nx tln‘x L dx 039 ..
_[ h) J. i) Jxlnz . 10. (§¢) Lucrati in grup!
! ‘ Pentru constru- y Scara 1:5m
2 % gl irea unui bloc de
) .[ X(zlx ; .[ (2x+1)dx D .[ . Zx dx; locuit trebuie sa-
| X +x+1’ 7 COS™ X N : B
4 pata temelia pe
1 n 1
3 2 : 2 anta unui deal. \
arctgxdx arcsin x dx ctgx p '
m) .[ 1+ n) .([ - ;0 ! Sin’ x dx; Sectiunea trans- 0] 5 X
4 versala a sapaturii pentru temelia blocului este reprezen-
¢ odx W dy . S tatd In desen. Panta dealului este data de curba 4B,
P) :[1+ 2’ D ;!.16+ x*’ ) :[ [4a_x2 definita prin functia
T i 3 vdx .‘[ dx 1:10,5]—>R, f(x)— (2x —32x+275).
S) | ——=; t ) u >
) -!. xJl=In?x ) 5[ 1+x° ) S4-x a) Sd se determine aria (1n metri patrati) sectiunii trans-
T z versale a sapaturii.
* cosxdx % sinxdx o dx - . L e 5
%) w) | —/— x| —=—; b) Sa se afle volumul (in metri cubi) cantitatii de pa-
.[ 1+ 4sin> .[ 24sin®x’ / 2’ . .
o LT asm-x zoTsin X SV16+9x mant care trebuie transportat de la santier, daci blocul
z de locuit va avea lungimea de aproximativ 110 metri.

cos xdx

c¢) Sa se estimeze cheltuielile firmei de constructie, daca
pentru intregul lant tehnologic (sapare, transportare
etc.) proiectul prevede cheltuieli de pana la 5 lei pentru
1 m3 de pamant.

2—cos’ x o v/3+sin® x

1
1 3 X
—t——t+——— |dx
f)-([(4 41+4x7)  1+4x°

1 1
2043 ). 1 1
2 { 1_x2+3x+4)dx’ % -([(3x+6+ 6x+3)dx

@ Investigati! Sa se arate ca functia f nu este inte-
grabila:

a) f:[1,2] >R, f(x)=

11. @ Investigati! Utilizand definitiile 5 §i 6 si metoda | 12.
aplicata in exercitiul rezolvat 2 (pagina 32), si se
demonstreze ca functia f este integrabila si sd se
calculeze integrala definita a acesteia, daca:

a) [ [a, b] >R, f(x)=%, b>a>0;

0, dacé x=1
daca 1<x< 2;

—1
0, daca x=0
Inx, dacd O<x<e.

b) 1:[0,e] >R, f(x)={

b) f:[a,b] >R, f(x)=sinx;
© fila,b] >R, f(x)=e".

n-1

||T||—>0 Zf EDAx, = J' f (x)dx
.



PROPRIETATILE PRINCIPALE ALE
INTEGRALELOR DEFINITE

Vom formula §i vom demonstra unele dintre proprietatile de baza ale integralelor definite.
Aceste proprietati pot fi stabilite in cazul general al functiilor integrabile pe un interval, insa
demonstratiile respective necesita eforturi considerabile, fiindca sunt bazate pe notiuni si
rezultate mult mai profunde. In demonstratiile proprietitilor care urmeaza, uneori se va
presupune suplimentar ca functiile din enuntul proprietdtilor sunt continue, deci si
integrabile. Aceasta presupunere simplificad esential demonstratiile proprietatilor, fiindca
functiile continue admit primitive.

Proprietatile integralei definite a unei functii continue, stabilite n teoremele 1 si 2 si in
corolarele 1 si 2 (secventa 1.2), riman adevarate si pentru cazul functiilor integrabile pe un
interval. Vom continua lista acestor proprietati.

(proprietatea de aditivitate a integralei definite)

Fie f: I >R (I cR, I —interval) si a,b,ce [, a<c<h. Daca functia [ este
integrabila pe intervalul [a, b], atunci f este integrabila pe intervalele [a, ¢] si [c, b]

si are loc egalitatea: j f(x)dx = j f(x)dx + j- f(x)dx.

Demonstratie:

Fie functia f continua pe intervalul / si a <c¢ <b. Atunci, functia f* este integrabila pe
fiecare dintre intervalele [a, b], [a, c], [c, b] (teorema 5) si admite primitive pe / (teorema 2,
modulul 1). Fie F: I — R o primitiva a functiei f pe /. Conform formulei Leibniz —Newton,

[ f(o)dx = F(b) = F(a) = F(c)= F(a)+ F(b) = F(c) = [ f (x)dx + [ f(x)dx

si, astfel, egalitatea din enunt este stabilitd. b

b
Exercitiu Pentru functia f: [a, b)] >R sa se calculeze integrala definita I f(x)dx.
% rezolvat

?, dacd -1<x<1 ‘
0 £ 2R, =3 B

b) f:[-2,3]1>R, f(x)=|x-1|+|x+1];
¢) /:]0,n]—>R, f(x)=max{sinx, cosx}.

Rezolvare: )
) daca -1<x<1
Functia /: [-], 2] >R =17
a) Functia /2 [-1, 2] =R, f(x) {2 —x, dacal<x<2,

si integrabild. Conform teoremei 6 si formulei Leibniz—Newton,

2 1 2 3|t 2

[ £Godx = [x*dr+ [(2—x)dx = % + (2x —%J
-1 -1 1 -1

b) Functia f: [-2, 3] >R, f(x)=|x—1|+]|x+1|, este continud, deci si integrabila si

—2x, daca —2<x<-1
poate fi explicitata astfel: f: [-2,3]—> R, f(x)=12, daca —-l<x<I
2x, daca 1<x<3.

Aplicand de doua ori proprietatea de aditivitate a integralei definite, obtinem:

jf(x)dx = ]1(—2x)dx+ jde +j2xdx=—x2[12 +2x] +27 =3+4+8=15.
5 -2 -1 1

este continud pe [—1, 2], deci

2

2.1
3

1_7
+o=—.
2 6

1




¢) Functia f: [0, 7] —> R, f(x)=max{sinx, cosx}, este continud pe [0, ] si poate fi

cosx, daca 0<x< us
scrisa astfel: f: [0, r]—> R, f(x)= 4
sin x, daca % <x<m.

Din proprietatea de aditivitate a integralei definite, rezulta:

n 4 n T -
If(x)dx:jcosxdx+fsinxdx:sinx|;‘ +(—cosx)|ﬂ :g+(l+gJ:1+«/§.
0 0 T n

4

(proprietatea de invarianta a semnului integralei definite)
# Daca functia f: [a, b)] > R, a <b, este integrabild pe [a, b] si f(x) =0 pentru orice

x€ [a, b], atunci '[f(x)dx >0.

Demonstratie:
Pentru orice diviziune T = (x,, x,, ..., X,) a intervalului [a, b] si orice alegere a puncte-
lor intermediare &, €[x,, x,,,], k=0,n-1, deoarece f(§,)=20, Ax, =x,, —x, >0,
n-l1
obtinemcd o(T, &) = 2 f(E)Ax, >0. Trecand in ultima inegalitate la limitd cu || T'|| — 0,
k=0

b -1
obtinem [ f(x)dx = lim > £(§)Ax, >0. »
u =0

Il —0%
(proprietatea de monotonie a integralei definite)
- Daca functiile f, g:[a, b)] >R, a<b, sunt integrabile pe [a, b] si f(x)< g(x)
b b
pentru orice x€ [a, b], atunci j f(x)dx < J g(x)dx.
Demonstratie:

Conform ipotezei teoremei, g(x)— f(x)=0 pentruorice x€ [a, b]. Aplicand proprieta-
tile de liniaritate si de invarianta a semnului integralei, obtinem:

jg(x)dx - jf (x)dx = j(g(x) — f(x))dx>0.

b b
Prin urmare, j f(x)dx < J g(x)dx. »

(integrabilitatea modulului functiei)

$ Daca functia f: [a, b] >R, a<b, este integrabilda pe [a, b], atunci si functia
| fl:[a, ] =R, | f|(x)=] f(x)], este integrabila pe [a, b] si are loc inegalitatea:

b b
[ £Godx| <[] £ ()] dx.
(evaluarea sumelor Riemann)

Daca functia f: [a, b] > R, a <b, este marginita pe [a, b] si m< f(x) <M pentru
orice x€ [a, b], atunci pentru orice diviziune T a intervalului [a, b] si orice sistem &
de puncte intermediare are loc inegalitatea dubla: m(b—a)<o (T, E)<M(b—a). In
particular, daca functia f* este integrabila pe [a, b], atunci

m(b—a)Sj.f(x)deM(b—a).




(teorema de medie pentru functii integrabile)

Daca functia f: [a, b] >R este integrabila pe [a, b] s1 m < f(x) <M pentru orice

b
x€ [a, b], atunci existda numarul ue[m, M], astfel incat J. f(x)dx=u(b-a).

(teorema de medie pentru functii continue)

Daca functia [ [a, b] >R este continua pe [a, b], atunci exista cel putin un punct

ce (a, b), astfel incat j f(x)dx = f(c)(b-a).

Demonstratie:

Daci F: [a, b] — R este o primitiva a functiei continue f, atunci F'(x) = f(x), x€[a, b].
Aplicand teorema lui Lagrange a cresterilor finite functiei derivabile F (a se vedea manualul
de matematica pentru clasa a XI-a, modulul 1V, secventa 6.3), rezulta ca exista cel putin un
punct ce (a, b), astfel incat F(b)—F(a)=F'(c)(b—a)= f(c)(b-a).

Prin urmare, [ f(x)dv=F(b)=F(a)= f(c)(b—a). »-

b
m 1. Numarul M[f] :ﬁ j f(x)dx se numeste valoare medie a functiei f pe [a, b].

Teorema 12 stabileste ca pentru functii continue valoarea medie este atinsd de functia f

intr-un punct oarecare ce (a, b).

y

2. Teoremele de medie au urmdtoarea in-
terpretare geometrica: aria subgraficului
functiei continue si pozitive f: [a, b)] > R este
egala cu aria unui dreptunghi cu baza b—a si

indltimea i = f(c), adica j f()dx=u(b-a).

Altfel spus, ariile figurilor colorate (fig. 2.5)

sunt egale.
Exercitii 1 Sa se calculeze integrala definita:
% rezolvate 1, | L 4o —0 2 4
a 4 — |dx; b —~dx; c* ,/9x2+—+12dx.
) J;(x xé) )£2ex+3 )Jl. x?
Rezolvare:

a) Aplicand proprietatea de liniaritate a integralei definite (teorema 2) si formula lui
Leibniz—Newton, obtinem:

2 x—6+1

—6+11

V2 5
X

5 1

n 7 7 5 "
1 dx  x
P o= [ xide+ | ==
e A

(2 L) (L 13
5 5/ (10 5) 10




Integrale definite _

b) Cum 4e™ —9=(2¢")* =3 =(2¢" —3)(2¢* +3), obtinem:

1 2x 1 x N . 1 1
J‘udxzj(ze 33(26 +3)dx=J(2€x—3)dx=2jexdx_3jdx=2€x1 _3x|1 _
Y 2e" +3 4 2¢" +3 ) ) J ] )
2— —
:2(6_6_1)—3(1+1):26_%_6:M.

2

2
Prin urmare, ,/9x2+i2+12:1f 3x+2 =
X x
2
[fox’ +i+12dx j(3x+ )dx 3j dx+2de 3i
1

=§(22 —1)+2(1n2—1n1)=§+21n2.

2
¢*) Observam ci 9x° +12+i:(3x+%) si daca xe[l, 2], atunci 3x+z> 0.
X X

—3y+2. Deci,
X

3x+2
X

+21nx|12 =
1

2 Sa se determine semnul integralei:

V3 1
a) jsinxzdx; b) jxm Inxdx.
0 1
Rezolvare: ’
a) Daca xe (0, NG ), atunci x” € (0,3) < (0, ) si, deci, sinx” >0. Aplicand teorema

de medie functiei continue f: [0, 3 1> R, f(x)=sinx’, rezultd ca exista cel putin un

NE)
punct ce (0, \/3), astfel incat Isin x2dx =~/3sinc? > 0.
0
b) Pentru orice xe (%, 1) avem x'"’Inx<0. Cum functia f: [%, l] —R, f(x)=x"1Inx,

este continua, conform teoremei 12, rezulta ca existd cel putin un punct ce (%, 1), astfel
1

incat '[xw Inxdx=(c" lnc)(l —%)< 0.
1
2

sin'™ xdx si 7, = |sin' xdx.

ot—.u\ﬁ
S m— |

3 Sa se compare integralele /, =
Rezolvare:

Consideram functia f: [0, %] —R, f(x)=sin"" x—sin'" x.

E), si egalitatea sin'’ x=sin'" x pe [0, Ejl este

Deoarece sin'’ x>sin'” x, xe (0, 5 5

posibild doar pentru x=0 si x :%, rezultd ca f(x)>0, xe (0, %) Din teorema 12,

aplicatd functiei continue f- [0, %] — R, rezulta ca exista cel putin un punct ce (0, %),

E L

2 2
astfel incat /, -1, = [(sin" x—sin'™ x)dx = [ / (x)dv = % f(c)>0. Deci, I,>1,.
0 0



4 Séa se determine valoarea medie a functiei f: R—R, f(x)=5-2sinx+3cosx,

pe [x, 2r].
Rezolvare:

_ l 2r ) ~
M[f]= If( )dx _ﬂ£(5—281nx+3cosx)dx_

2r 4

1 . 1 1
=—(5x+2 +3 =—(10r+2)—=05r-2)=5+—.
n'( X+ 2cosx+3sinx) 71'( T+2) ”( n-2) p

n

5 Sa se determine punctul ¢ din teorema de medie aplicata functiei f: R >R,
f(x):xza pe [_25 4]
Rezolvare:

Deoarece functia f este continud, conform teoremei 12, exista cel putin un punct

ce (-2, 4), astfel incat Jx dx=6¢". Cum_[ de—§ | 6; §
-2

6c’ =24 & ¢* =4, adica ce {2, 2}. Solutia care apartine intervalului (-2, 4) este ¢ =2.

=24, obtinem

2

6 Fie functia continua f: [0, 2] >R si J f(x)dx =2. Sa se demonstreze ca exista cel
0

putin un punct x, € (0, 2), astfel incat f(x,)=x,.

Rezolvare:

jf(x)dx—2=0<:>jf(x)dx—%2

2

2
=0 I( f(x)—x)dx=0. Din teorema de medie rezulta
0

0

cd existd cel putin un punct x, € (0, 2), astfel incat (f(x,)—x,)(2—0)=0. Deci, f(x,)=x,.

-/~ xercitii propuse

Profilul real
A,
Sa se calculeze:
1. a) f(xz —24x)dx; b) j(3\/;+x)dx; 2. a) j(l—Tx)zdx; b) J'(l X) dx:
1 0 1 g X+
c) j(2x—3\/;)dx; d) f[%*’%)dx, 5 j-(l -;4);)3 d 6
9 J(v -8y nJ [é—l—ﬁ}i’f; & [(00+200-0ds D [ —x—D0e +x- 1)
g f( % ~ % )dx; b us(iz+i)dx. g) j(\/x+20—\/x+4)dx; h) j.(\/25+x+«/9+x)dx;
) X X 1 X 4 X % LA



) 13 dx )
l),'[\/x+12—\/x+3, J)IJIO 3x +4/1- n

k) j(3e3X—4e“)dx; ) j(e“— 292 dy;

2

'_.w\— i

(eSX +e—x) 4 er
—dx
m) M e o) ;!. e +e”
3
3
J. dx; 1)) J\/x4+x’4+2dx;
o€ +1 0
1 1
Q) [2°3" +1)dx; n [G-1)’dx
0 0

3. E%% Lucrati in perechi!

a)l

N

cos’3x sin’8x T

3 +.% dx;
cos’3x  sin’2x

1
b

1
I
) j(

5. @ Investigati! Sa se arate ca functia f este continud si
sd se calculeze integrala definita a acesteia:

a) [f(n)dv, f:[-1, 4] >R,
B —x, dacd xe[-1, 0)

f(x)z{\/i daci xe [0, 4];

b) [f(x)dx, f:[-8, 4] >R,

_|¥/x, dacd xe[-8, 0)
J@)= {3\/5 , daca xe [0, 4];

o) [/)dx, f:[-1,3] >R,

x*, dacid xe[-1,1]
f(x)=1{x%, dacd xe (1, 2)
4, daca xe[2, 3].
1
d) [f(ody, unde f:[-1,1] >R,
-1

e ={x2 +x, dacd xe[-1,0]

x’ —x, dacd xe (0,1];

e) f[f(x)dx, unde f:[0,2]—>R,

_[40-x)*, daca xe[0,1)
f(x)_{%/x—l, daca xe[l, 2];

Integrale definite _

09 0 I o ,
. %T?;] ucrati in grup!

in desen este reprezentata len- ’
tila unui telescop lascara 1: 1 m. / ;
Curbele ce marginesc suprafetele
lentilei sunt date de functiile:

1 0] 1 X
a) Sa se afle diametrul lentilei.
b) Sa se determine grosimea marginii lentilei.
¢) Sa se afle grosimea lentilei in centrul acesteia.
d) Sa se determine aria sectiunii transversale a lentilei.

236
) [f(odr, unde f:[-1,23/6] >R,
-1
x*1+x°, dacd xe[-1, 2]

— 2
S L, daca xe (2, 23\/3];
1+x°

g) jf(x)dx, unde f:[1,4]—>R

2, dacé x=1
fx)= daca xe (1,4
x_\/; (1, 41;

h) Tf(x)dx, unde f:[0,7]—R,

2
l(f)sinx , daca xe ][0, n]\{%}
flr)=4" 750

2, daca ng;

i) j F(x)dx, unde f:[-1, 1]>R,

) 1-2x+3x%, dacd xe[-1,0
S(x)= 2 y [ ,]
1+2x—-3x", daca xe (0,1];

1) j[f(x)dx, unde f:[-1,1]>R,

Ton daca xe[-1,0)
f0= ”ex

X

e +e

, daca xe[0,1];



k) jf(x)dx, unde 1:[0,2]—>R,

f(x)=min{x, 2-x}, Vxe[O0, 2];

1) _Z[f(x)dx, unde f:[0,2]—>R,

f(x)=max{x, 2—-x}, Vxe[O0, 2].

6. Sase calculeze:

2
a) [|1-x|dx;
0
1
0) [11-3x]| dx;
0
2
o) [Ix* ~1]dv;
-2
2
g) [ =] x|)dx;
-1
4
i) [(1+x]=[2=xdx;
0
2
B [l
-1
m)J.|cosx|dx;
0
1
0) [V9 23" +1dx;
-1
2
qQ) _[max{x, x* .
-1

7. T

determine semnul ei:
0

a) Jx/ 4+x*dx;
-1
3

) [log, (x~Ddx;

G

1
b) [|2x+1|dx;
-1
1
d) x| dx;
-1
3
f) 1x* —x—2|dx;
-2
2
h) (x| +1-x[)dx;
-1
2
D in-xdx
0
3
2—x
D -(ﬂ I+x

1
n) [V +e™ = 2dx;
-1

dx;

p) J(12-2"|=[2 ~1]dx;

Lucrati in perechi! Fara a calcula integrala, sa se

2r
b) J.arcsin(sin x)dx;

d) :f(n"‘ —e")dr.

12. Fie f: R—R o functie continua, astfel incat

jf(x)dx=6 si jf(x)dx=8.

5
Sa se calculeze ".(3 f(x)+2x)dx.
4

8.

10.

11.

13.

Sa se compare integralele definite:

: :
a) I, :_[tgsxdx si 1, =J.ctg1°xdx;
i

4
1 1

b) 1, =[e"dx §i I, = [ dx;
0 0
1 1

) I, =fcosx2dx sil, =jcosx5dx.
0 0

Sa se calculeze valoarea medie a functiei:

a) f: R—=>R, f(x)=3cos3x—4cos’2x, pe [—%,%:l;

b) /: R>R, f(x)=2"(4" =2 +1), pe [-1, 1].
Se considera functia f: [1,12] >R,
2
[0 = [(125° =6t +* = 2)ds,
1

unde pentru te {1, 2, ..., 12} valoarea y = f(¢) repre-
zintd pretul unui produs (in lei) pe piatd in luna ¢ a
anului, in functie de cerere si oferta.

a) Sa se determine functia f.

b) Sa se afle pretul produsului in lunile ianuarie si
decembrie.

¢) Sa se determine in ce luna a anului pretul este minim.
d) Sa se afle valoarea minima a pretului produsului.

0L 0
%%i Lucrati in grup! Sa se calculeze punctul ¢ din
teorema de medie pentru integrala definita:

a) j.x3 dx;
1

2r
b) [(2+3sinx)dx;
0

d) j(3x2 —2x—T)dr.

@ Investigati! Fie f:[2,5]— R o functie continua
5

si j f(x)dx =39. Sa se demonstreze ca existd punctul
2

ce (2,5), astfel incat f(c)=c.



METODE DE CALCUL AL INTEGRALEI
DEFINITE

In acest paragraf, pentru calculul integralelor definite vom utiliza unele metode studiate
in modulul 1 (Integrale nedefinite).

3.1. Integrarea prin parti
In aceastd secventd, primitiva functiei f va fi determinatd cu ajutorul metodei integra-
rii prin parti, studiatd in modulul 1. Amintim cd formula de integrare prin parti este:

judv =uv— Jvdu, unde u si v sunt functii derivabile cu derivate #” si v’ continue pe un
interval, iar clasele de functii care pot fi integrate prin aceasta metoda sunt date in observatia

respectiva din § 3 al modulului 1.

1
Exercitii 1 Sa se calculeze integrala I(x +1)e* dx.
% rezolvate 0

Rezolvare:

Pentru a obtine o primitivd a functiei continue f: [0,1] =R, f(x)=(x+1)e*, calcu-
lam integrala nedefinita a functiei f utilizand metoda integrarii prin parti. Fie u =x+1,
dv=e*dx. Atunci, du=(x+1)dx=dx si v= jez"dx = %ez" . In baza formulei de integrare
prin parti pentru integrale nedefinite, avem:

2x _ _ 1 2x 1 2x _

j(x+1)e dx—guv—jvdu §—§(x+l)e —E'fe dx =
1
4
Asadar, una dintre primitivele functiei f:[0,1]—>R, f(x)=(x+1)e’*, este functia
F:[0,1]1>R, F(x)= %(2)6 +1)e’*. Deoarece F(1)= %ez , F(0)= %, din formula Leibniz—

Newton rezulta: . q
j (x+1D)e*dx=F(1)— F(0)= 26 =D,
0

=%(x +)e — e = %(2x +1)e +C.

2 Sa se calculeze integrala / = J‘(x2 +x+1)cosxdx.

0
Rezolvare:

Integrand de doua ori prin parti, vom obtine:
u=x>+x+1 dv =cosxdx
I(xz +x+1)cosxdx=9 du=(x"+x+1)dx v= Jcosxdx =
du=2x+1)dx v =sinx

u=2x+1, dv=sinxdx
:éuv—'[vdugz(xz+x+1)sinx—J(2x+1)sinxdx: du=(2x+1)dx V:Jsinxdx =
du =2dx V=—CoSX

= (x* +x+1)sinx—[~(2x+1)cos x + 2[ cos xdx] =
=(x*+x+1)sinx+(2x+1)cosx —2sinx = (x* + x—1)sinx + (2x +1)cosx + C.

Deci, una dintre primitivele functiei continue f: [0, 7] =R, f(x)=(x>+x+1)cosx,
este functia F: [0, 7] =R, F(x)=(x>+x-1)sinx+(2x+1)cosx.

Cum F(rm)=(r’ +m —1)sinz + (27 +1)cosw =—(27 +1), F(0)=-sin0+cos0=1, din
formula Leibniz—Newton rezultd ca [ = F () — F(0) =-2(x +1).




Integrala definitd poate fi calculatd prin metoda integrarii prin parti, utilizdnd formula
stabilitd in urméatoarea teorema:

Fie u: [a, b)]— R si v: [a, b] = R functii derivabile pe [a, b] cu derivatele u”: [a, b] — R
sivi[a,b]—>R contmue pe [a, b]. Atunci, este adevarata formula

J u(x)d(v(x)) = u(x)- V()| - Jv(x)d(u(x»,

numitd formula de integrare prin parti pentru integrala definita.

3 Si se calculeze integrala 'f(3x2 +1)Inxdx.
1

Rezolvare:
Prezentim schema calculelor pentru rezolvarea exercitiului 3 prin aplicarea formulei de

integrare prin parti:
. u=Inx dv=03x" +1)dx
j(3x2+1)1nxdx= du=(Inx)dx v=[@x"+1)dx § = (x’ +x)Inx| —j(x +x)—=
1
duzg v=x"+x
X

e e 3 €

=e +e—J.(x3 +x)£: e’ +e—J.(x2 +1)dx=¢€’ +e—(%+x) :g(e3 +2).
1

4 Sa se calculeze integrala [ =2 jx arctg xdx.

Rezolvare:

Vom exemplifica o metoda de aplicare a schemei care nu utilizeaza notatiile respective
pentru u si dv. Metoda se aplica in cazul in care una dintre functiile de sub semnul integralei
poate fi scrisd cu ajutorul diferentialei. Vom scrie expresia 2xdx astfel: 2xdx =d(x?).

Aplicand formula integrarii prin parti pentru integrale definite, obtinem:

' 7 2 2 3 2 3x +1 1
1 —2Ixarctgxdx— jarctgxd(x )=x arctg,x‘0 I d(arctgx) = Sarctg\/g 0— _[

3__1(

f bservatie Majoritatea integralelor care pot fi calculate cu ajutorul metodei integrarii prin parti pot fi
< divizate in trei grupuri, evidentiate in modulul 1 lap. 17.

dr=

)dx T—(x— arctgx)| =r— (\/5 arctg\/_) 7z:+——\/_——77:

3.2. Schimbarea de variabila sau metoda substitutiei

In aceastd secventa, integrala definitd a functiei f va fi calculati cu ajutorul metodei
substitutiei pentru integrale definite, conform formulelor stabilite in urmatoarele teoreme.

Fie ¢:[a, b]—>1 si f: I >R doua functii cu proprietatile:
; a) functia f este continud pe intervalul I;
b) functia @ este derivabild cu derivata ¢’ continud pe [a, b].
()
Atunci, este adevarata formula: J f(@(x)@(x)dx = J f(t)dt,
9(a)
numitd prima formula a schtmbaru de variabila.




Exercitii

% rezolvate

Pentru calculul integralei definite prin prima formula a schimbarii de variabila se parcurge
urmadtoarea schema de calcul:

Limite noi:

Jf (@) (x)dx = % ! z_"’(;’f();) & 1@ t= o) % = j £ (0.

1 Sa se calculeze integrala JV sin’x cos x dx.
Rezolvare:
Aplicam schema de calcul si obtinem:
t=sinx =¢@(x), Limite noi:
_[3\/ sinxcosxdr={¢ df=(sinx)’dx, @(0)=sin0=0, %=

dt =cos xdx. ¢(%)=sin%:1.

(SIE}

1
(=t | 23 _oy=2
= [ de= =5t 0)=7%.

2 Sa se calculeze integrala J.x(3x —1)° dx.

Rezolvare:

Conform schemei de calcul, avem:
1 t=3x"—1=0(x), Limite noi:
[x3x* =1’ dr= ¢ dr=¢'(x)dx=6xdx,  @(0)=-1, ¢ =
i xdxzédt. o(1)=2.
:ljﬁd[:l.iz (26_( )) 63 _7

67 6 6 T4

3 Si se calculeze integrala J-arct_gzx

1+x

Rezolvare:

Avem:
| 2 t =arctgx=¢(x), Limite noi: T " 3 s
[EUEX g = ¢ dr = (arctgxydr,  @(0)=arctg0=0, § = [dr=L =1 1 -
o 1+x 3 4 192

dr = dx . (p(l):arctg1:£. ’
1+x° 4
L2
4 Sa se calculeze integrala jx—3
o l+x
Rezolvare:
t=1+x"=¢(x), Limite noi:
1 2 s 2 2
[ZE—Sa=aroyan  o0=1 $=1[Y-Linjr| =Lan2-mn=Lm2,
1+x 2 3 t 3 1 3 3

0 dr =3x"dx. o()=2. !

5 Sa se calculeze integrala !ﬁ

Rezolvare:
Aplicdm prima formula a schimbarii de variabila si obtinem:
t=Inx=¢(x), Limite noi: |

e A 1 T
!x [+ x = dt:g;IX) dx, ¢(1)=Inl1=0, ) e =arctgr| :arctgl—arcth:Z.
dt=7. ¢(e)=Ine=1.

]



Exercitii
% rezolvate

Exista situatii in care calculul integralei definite devine mai simplu daca in integrala se
face substitutia x =y/(¢), dar nu inversa =y ' (x)=¢@(x) ca in teorema 14.

Fie ¢: [o, B]1—[a, b] si f: [a, b] > R doua functii cu proprietatile:

a) functia f este continud pe [a, b];

b) functia @ este derivabila si inversabild cu derivata ¢” continud pe [, B] si
¢ (@)=a, ¢ '(b)=p. ,

Atunci, este adevarata formula: I f(x)dx= I F(o()e’'(r)dz,

numita a doua formuli a schimbarii de varmbtla.
Prezentam schema de calcul a integralei definite prin utilizarea formulei a doua a schimbarii
de variabila:

( _$x=@@t)=t=¢ '(x), Limite noi: f ,
=100 ooy, B by, § =) 1O O

1 Sa se calculeze integrala J.x(2x 1)°dx.

Rezolvare:

Aplicam schema de calcul si obtinem:
t=2x-1=¢"'(x), Limite noi:

_l[x(2x—l)5dx= x=%(t+1)=(p(t), o= (0)=—1, :lj[l(tﬂ).ﬁ.l]dt:
0 dx=%(t+1)'dt=%dt. B=o ()=1.

1
C1pe sy (7 Y 11t 1y 11 1) 12 1
‘4_{0 +t)dt_4(7+6 AR AR AT

lnﬁ x
2 Sa se calculeze integrala o
Rezolvare: 0
Conform schemei de calcul, avem:
s t=e"=¢ ' (x), Limite noi:
[ Erde= v=lnizg(.  a=gl©O)=¢'=1, -
+e
‘ dx:(lnt)’dtz%. B =0 (Iny3) =™ =43,
"t dT f N J3 |=F_m_T
'1[1 -!. —arctgt|1 =arctg+/3 —arctg _?_Z I
1
2
3 Sa se calculeze integrala J\/l —x* dx
Rezolvare: 0
x=sint=@(t), Limite noi:

2
Avem: J.\/l —x*dx= ¢ t=arcsinx=¢ "' (x), o=@ (0)=arcsin0 =0, =
0

(i [ P | l _ . l_z
dx-(smtidt—costdt. B=o¢ (2)—arcsm2—6.

NEl

i

O —— [

T sintcostdi = feos” tdr= L | L Lginan|*
.! sin” ¢ costdf = | cos tdt—2_(]:(1+c052t)dt—2(t+251n2t) =

0
_l(m 1w\ 1z 3
—2(6+2sm3) 0—4(3+ > J




dx
4 Sa se calculeze integrala J
1+ x)

Rezolvare:
Alegem schimbarea de variabild x =¢°, astfel incat si se extragd ambii radicali, si obtinem:

% t=Yx =07 (), Limite noi: %

dx

i Vs ] 3
J- 6t7dt J- 1+1 =6J 2 12 dt =6 t_—t+arctgt
f (1+l‘) 1 1 1+¢ 3

2.

=6(x/§—«/§+arctg«/§)—6(%—1+arctgl) 6 §—6(—§+4)—%+4.

x=t"=q(1), a=¢ ()=,
de=(CYde=66de. B=¢ ' (27)=A/3.
V3

1

5 sa se calculeze integrala J%
> x(a”+x7)
Rezolvare: g
Aplicam succesiv prima si a doua formula a schimbului de variabila si obtinem:
x=atgt=0(t), Limite noi:
a dx — X -1 1 T _
!m— t:arctgzzq) (x), o=@ (TJ— arctg—3:€, =
<
dx = Cld2t ) B=¢ " (a)=arctgl =Z.
cos’ ¢ 4
z adt x x
:j~ cos’t :L-‘icos tde L]‘-(l—sinzt)costdt:
% g'tg't. 9 a‘y sin't a'y sin ¢
6 cost 6 6
s =sint = @(?), Limite noi:
= Qds=Ginoydr, X =sinf =2, =
ds =costdt. [0 % =st=%.

a s a 1
2
1( 22 1( 8 V2
_a4[ : ﬁ) 4( 3+2)
) P 4 sinxdx
6 Sa se calculeze integrala: a) [, = J.e sin3xdx; b) 1, :J.
1 ¢ sinx+cosx

Rezolvare:
a) Aplicam de doua ori formula de integrare prin parti pentru integrala definita si obtinem:

- Te“d(sin 3x):| =

0

_”2)(' _1”' 2x_1 . 2x
11—_[6 s1n3xdx—§-(!.s1n3xd(e )—§|:sm3xe

0

_l 2T . _ _én 2x __é ln 2x\ _
=5 (¢ sin37-0) 2£e cosdrdr=—3 2_([cos3xd(e )=




__é 2x r 2x __é 2 _ i” 2x : _
= 4|:e cos3x|0 e d(cos3x):|— 4(e cos3r cosO)+4!e (=3)sin3xdx =

Ol—i§ o'—,?-l

=—%(—e2”—1)—% *sin3xdr = 3(2”+1)—%I,

Astfel 1, = %(ez” +1)— le. De aici, %11 - %(ez” +1), adica 7, = %(e“ +1).
. . .. 4 cosxdx
b) Pentru a calcula integrala /,, vom considera si integrala /, = J—
0 SIN X +Cos X
Adunéand si scazand integralele 1, si 1,, obtinem, respectiv:
I _J-(smx+cosx)dx —:T[dxzz
S sinx+cosx 4 4’
Ta i x
— + =&
I,-1,= J(Slr.lx cosx)dx Jd(smx cos X) =—In|sinx+cosx| |4 = —lln2.
sin x + cos x , sinx+cosx 0 2
o L |LHh= 4 1 1
Din sistemul de ecuatii | rezultdca [, = g(n: -2In2), I, = g(ﬂ? +2In2).
I,-1,= —Eln 2
- — Xercitii propuse
Profilul real
A,
1. Utilizand formula de integrare prin parti, sa se calculeze | 2. Folosind substitutia indicatd, sd se calculeze integrala
integrala definita: definita:
T 1
a) [xcosxdx; b) [xe"dx; a) jx(1+x)dx l+x=z; b) j S 2=
3 : (2% )
inxdx; d) [x*Inxdx;
© !xsmx )!x e 5) jm 2etl=r;  d) J.\/4+5xdx, 445x=1,
4 e 1 0
e) j\/; In xdx; In x ! 1
! 1 o [2dn 1-3x=r; D [ 147
g) j(x+ 1)cos2xdx; h) J.xe”‘dx 0 0
0 -1 ks K dx X
p 2 cosZdx, T=1; h , ==t
) [Gx+De™dy; b j a- 2x)sin%dx; ) J 2772 ) ! cos? X3
_% V3 3
2
k) [In(1+x)dx; 1) [log, xdx;
0 1
1 1
m) J.xze"dx; n) _[x-Z"dx.
0 0
B,
3. Aplicand formula de integrare prin parti, sa se calculeze integrala definita: :
4 2 1 NE 3
a) _[(Zx —DInxdx; b) jxln(z + x)dx; 9) _[ln(l +x7)dx; d) Jarctgxdx; e) Jarccos xdx;
2 0 0
1 5 V3 R @
1) Jxarctgxdx; _[ h) Jx3e" dx; i) st - N J(arcsinx)zdx;
: cos’ x 1 0



1
) V3 e 1 2

0 [ g D [EET gy, m) [In’ xdx; n) [xedr; 0) [Gx ~sx-2)e"dx:
1 X 1 X 1 0 0
. z 5 3
2 T e 2

P) j(1—3x—x2)sin%‘dx; Q) [(@x-T)cos’xdv; 1) [ecosxdx; 5) [Inxdy; t) [arcsinxds.

-2 0 0 e 0

4. ﬁfﬁj Lucrati in perechi! Utilizand formulele de schimbare de variabild, sa se calculeze integrala definita:

9 dx ' 13\/;(1)6. 64 dx . 2 , — '
a)J‘.H\/;’ b)‘!1+i/;’ C)'l..\/;+23\/;’ d)-l[x 2-xdx

1 1 5 2 1
o) jx V- 2xdy; f) jf‘fﬁ, g [x VI dx by [x'V143x" d;
0 X 0 0
2 3 2 3
i) Jsmxcos xdx; i) .[C;ifix k) Jcoss xdx; 1) Jcos“ xsin® xdx;
0 % 0 0
: E $ cosx—si
. dx dx cOs X —sinx
5 3 dx .
m) !COS xsm-xdx, n) -[x(lnx) 0) e-[ x-Inx-In(Inx)’ ) ¢ oS X +sinx ’
) Tcosx—sinx . r)‘i[siandx
1 ¢ 1+sin2x d Jsinx
s

5. Sase efectueze in mod convenabil schimbul de variabila si sa se calculeze integrala definita:

4
2 4 32 It 3
a) Ix—_ldx; b) Jv1+e"dx; J. x+1+ L gy, d) j—dx ;
X In3 3 xyVl+x°
4
1
1 ! 2, 2 0,
o [ & D [xr1=x dx g [ n [—2
1(l+)€) 0 0(1_x2)§ _11+e
6. %—f—ﬁo Lucrati in grup! In desen sunt reprezentate doua puncte 4 si B de pe coasta unui y
munte (scara 1 : 100 m). Curba 4B este datd de functia f: [0, 20] >R, f(x)= i 2_?2)2 o G,
X
In punctul 4 se afld un izvor, care curge pe panta muntelui si se revarsa in mare forméand G,
o cascada. Pe parcursul anilor, fluxul apei a tdiat in stinca muntelui un defileu, a carui
pozitie actuald este descrisa de functia g: [0, 20] >R, g(x)= % 18
X '
a) Sa se determine altitudinea punctelor 4 si B 0 20 X

fata de nivelul marii, reprezentat de axa Ox.
b) Sa se afle inaltimea cascadei.
¢) Sa se determine aria sectiunii defileului pe intregul curs al rauletului.

d) Sa se estimeze cantitatea de roca spalata de fluxul apei de pe versant, daca
latimea defileului este de 3 m.

7. Sase demonstreze céd valorile ae€ R, a > 2, verifica inecuatia J'(a —4x)dx<—4.

2x+1

8. @ Investigati! Sa se determine extremele functiei /: R—R, f(x)= j(l +2¢)dt.




it

si probleme recapitulative

Profilul real

A,
1. Sase calculeze integrala definita:

a) J%(x —6x7)dx; b) Jl(2x +1)(3x —2)dx;

o) jl(65x+4i/})dx; f)j“x

2. &Tﬁ] Lucrati in perechi! Sa se calculeze aria subgra-
ficului functiei -

a)f[ 5’ 2]—)IR f(x)=cosx;
b) f:[0,2] >R, f(x)=x+x";

) €@ /:10.415R, f(x)=

B,

4. Sase calculeze integrala definita:

b) f(4%/§ —63x)dx;

1
Vox+1

1
a) J.(Sx3 —x* +4x-3)dx;
-1

z

q
4
e
) J;( cos’ 2x

o
2

B
. - 2xdx
1) |v/11sinx+ 25 cosxdx; Sin ;
) '[ D J.\/30052x+
1
n) [(x* - x)cosmxdr; 0) j 12 -3x|dx;
-1 -1

5. %ﬁ] Lucrati in perechi!

Sa se calculeze integrala definita:

b) Jff(x)dx 2 [o —}—HR f)=

6. Curba AB definita de graficul
functiei f: [-1,1] >R, f(x)=x",
reprezintd pista pentru desfa-
surarea unei competitii de skate-
board, scara pe fiecare axa de
coordonate fiind 1: 4 m. Subgra-
ficul functiei f reprezinta sectiu-
nea transversald a pistei.

a) Sa se afle aria sectiunii trans-
versale a pistei.

b) Sa se determine cantitatea de
beton utilizata la turnarea pistei,
dacd lungimea ei este de 9 m.

estel:1m.

g) J(Z sinx — cos%)dx;
3

3.

k) fxe’“dx;
)

B [f(0ds, f:[-2,315R, f()=

b) Sa se determine aria ferestrei.

c¢) Sé se afle cantitatea de sticla necesara pentru cele
15 ferestre ale palatului, daca se stie ca 90% din
suprafata unei ferestre este acoperitd cu sticla.

d) Sa se estimeze costul sticlei necesare, daca pretul unui metru patrat de sticla
decorativa este de 500 de lei.

p) qu

@ [Wr -3

I
3 2
h - dx
) ~,|Icos2x sin22x)

N

@Investiga,ti! Sé se determine punctul a € [1, 6] astfel
incat dreapta x=a sa imparta aria terenului agricol
reprezentat prin subgraficul functiei f:[1, 6] >R,
f(x)=2x-1, indoud parti de arii egale. Sa se calculeze
aria terenului, daca scara pe fiecare axa de coordonate
este 1: 10 m. Sa se estimeze valoarea aproximativa a
distantei dintre punctul de diviziune a € [1, 6] si capatul
din stanga al terenului.

(6 ), 1 14 ,
0) -[(3x+1_2x )dx, d) J;(Sx\/_—m]dx,

R :
_sin 3x)dx; f) J.(3sm2xcosx +eos2x)dx; g jx, [4—5x dx;
1

xdx

D [

e 1
D) [x Inxdx; m) (" +x)e” dx;
1 0

x*, dacd xe [-2, 0]
x°, dacd xe (0, 1)
x, daca xe[1, 3].

LSJZ, daca xe [0 E]

1—sin’ x 3
T
3’

sin x <
—————, dacd xe
1+4cos™ x

7. In desen este reprezentati fereastra unui palat, unde
curba BC este definita de functia f: [-1, 0] > R,

f(x) = %(25 +8x—2x7).

a) Sa se determine dimensiunile AE, AB si OC ale
ferestrei, daca scara pe fiecare axa de coordonate




- J  intcgraledefne|
G
8. @ Investigati! Sa se demonstreze afirmatia: dacd functia f: [a, b] >R este continua, atunci
jwm+bx>fquo

9. Fie f:[1,2]—R o functie continud, astfel incat .[ S(x)dx= T Sa se demonstreze ca exista cel
1

putin un ce (1, 2), astfel incat f(c)=c’.
PAC)) , _
10. <@ Caleulati lj P unde f: (0, +o) >R, f(x)=4Inx—x.

Q.20
11. [%‘%, Lucrati in grup! Proiect Aplicatii ale subgraficului functiei in design.

=—————

st sumativ

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

Profilul real

1. Completati casetele astfel incat sa obtineti o propozitie adevarata:

Jo+nae=__ |- DL=l__|

2. Incercuiti litera A, daci propozitia este adevarati, sau litera F, daci ea este falsa:

2 2 1
,,'I[xzdx=:[x2dx—:[x2dx.”

(40052x— ! )dx;

3. Utilizand formula Leibniz—Newton, calculati: a)
sin® x

o‘—.— BNy

s

1
4. Utilizand formula de integrare prin parti, calculati: a) J.x In(x + 1)dx;
0
0
b) [(x* —x—2)edx.
-1

5. Utilizand formulele schimbarii de variabila gi

6
unele transformari elementare, calculati: a) j xdx

3 2+x

=5

)Tcos xdx
51 sin x’

6. Sectiunea transversala a unei partii de sanius este reprezentata in desen (la scara ¥
1: 100 m pe fiecare axa) prin curbele ce unesc punctele 4 si B, date de functiile

21
£,g:[0,11->R, f(x)=x", g(x)=x".
a) Calculati aria sectiunii transversale a partiei.
b) Estimati cantitatea de zapada care a fost im-
prastiata pe partie, daca latimea ei variaza intre
1,512 m.
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Modulul
Aplicatii ale
integralelor definite

Marea carte a naturii poate fi citita doar de cei ce stiu limba
in care a fost scrisa. Si aceasta limba este matematica.

Galileo Galilei

Obiectivele . aplicarea integralei definite la calculul ariei subgraficului unei functii;

modulului « aplicarea integralei definite la calculul volumului unui corp de rotatie.

Aria subgraficului unei functii

2. Volumul unui corp de rotatie

()= | f(x)dx




Problemele de calcul al ariilor unor suprafete plane si de rotatie, al lungimilor graficelor

unor functii sau al volumelor unor corpuri de rotatie au stat la baza dezvoltarii calculului
integral.

A.L. Cauchy si B. Riemann au fundamentat teoria clasica a calculului integral
pentru o functie reald de o variabila reala. Ulterior, H.-L. Lebesgue a initiat teoria mo-
derna a notiunilor de integrala, lungime si arie.

Pentru a defini aria unor figuri sau corpuri geometrice, volumul unor corpuri geometrice

Henri-Léon Lebesgue | S0 lungimea graficelor unor functii, vom folosi figuri si corpuri geometrice cunoscute:

(1875-1941), mate- dreptunghiul si trunchiul de con (pentru arie), cilindrul (pentru volum), segmentul (pentru
matician francez lungime).

ARIA SUBGRAFICULUI UNEI FUNCTII

In modulul 2 s-a constatat ca integrala defi-
b
nita j f(x)dx reprezinta geometric aria do-

meniului plan delimitat de graficul unei functii
continue f: [a, )] >R, f(x)=0, Vxe[a, b],
de axa absciselor si de dreptele de ecuatie x = a
si x =b. Multimea punctelor acestui domeniu
plan se numeste subgraficul functiei f si se
noteaza

T, ={(x, »)eR la<x<h, 0<y< f(x)},
R*> =RxR (fig. 3.1). Aceastd multime are arie,
si aria sa este:

Fig.3.1

A(T,) = [ fx)dx . (1)

Vom examina un mod intuitiv de deducere a formulei (1).

FE,.) Consideram graficul unei functii f: [a, b)] — R pozitive
/-\. pe [a,b] (fig. 3.2). Divizam intervalul [a, b] in

B
N n intervale (nu neaparat congruente) cu ajutorul punctelor

f@l)/
A (éo),/

de diviziune a=x,<x <x,<..<x,, <x, =b. Notdm

>

B
L

aceasta diviziune cu T =(x,, X, X,, ..., X, ). In fiecare in-

: EDI i terval elementar [x,, x,,,] de lungime Ax, =x,,, —x,

D, E E E fixam un punct arbitrar &, k=0, n—1. Vom nota cu D,
Of=x &x & % =~ ¥ &, x=b X dreptunghiul cu baza [x,, x,,,] si indltimea f(&,),
Fig.3.2 k=0, n—1. Atunci, din punct de vedere geometric,



n=1
numérul real (T, &)=Y f(&,)Ax, reprezintd suma ariilor dreptunghiurilor D,. Intuitiv,

k=0

considerand diviziuni 7' de norma din ce in ce mai micd, sumele respective o(7, &) vor

aproxima cu o eroare din ce in ce mai mica aria multimii I',. Deoarece o(7, &) este o
sumd Riemann, iar /' — o functie continud, deci integrabila, cele mentionate anterior argumen-
teaza Intr-o oarecare masurd cd aria multimii I, poate fi calculata aplicand formula (1).

1. Sa consideram functiile continue f, g: [a, b] — R, astfel incat
0<g(x)< f(x), Vxe[a, b].
Atunci, multimea T', , ={(x, y)e R’ |a<x<b, g(x)< y < f(x)}
(fig. 3.3), delimitata de graficele functiilor f, g si de dreptele
x=a, x=>b, paralele cu axa Oy, are arie si

AT, )= [(f () - g(x))dx|. @)

Fig.3.3

( bservatie

>
Lo

Formula (2) se obtine nemijlocit din (1) folosind relatia

AT, )=l (T,)=.A(T,).

Dacé functia continud f nu este pozitiva
(f(x)<£0, Vxe€|[a, b]), atunci graficul ei
este situat sub axa Ox (fig. 3.4).

Notam prin I'; multimea

{(x,y)e Rz\ a<x<b, f(x)<y<O0}.
Graficul functiei —f este situat deasupra
axeil Ox, deoarece —f(x)=| f(x)]|=0.
Graficele functiilor / si —f sunt simetrice
fatd de axa Ox, deci ariile suprafete-
lor abBA si respectiv abB’A” sunt egale. Fig. 3.4
Dar suprafata abB’A" este subgraficul

functiei —f =| f'| si aria lui este egala cu integrala acestei functii:

AT )= [[=f()]dr =[] £(x) | d.

Prin urmare,
b b ¥ G B
AT = [| £ ()| de == f(x)dx|. 7
a a A
( rf,g
2. Sa examinam cazul in care cel putin una o« boox
dintre cele doua functii este negativa. Fie, de ¢
exemplu, f(x)=0, g(x)<0, Vxela, b] D
(fig. 3.5). G,
Fig.3.5

2




Consecinta

Probleme

% rezolvate

Observam ca aria domeniului ABCD este suma ariilor

.o/ (abBA) = i f(x)dx si /(DCha)= —j g(x)dx.

Prin urmare, .«/(T, )= j.(f(x) —g(x))dx.

Asadar, formula (2) este adevarata si in acest caz.

Similar se studiazi si cazul cand ambele functii sunt negative. In aceasta situatie, aria
multimii ', , se calculeaza aplicand formula (2) pentru g(x) = f(x), Vxe€ [a, b].

Daca se renuntd la conditia g(x) = f(x), Y
Vx e [a, b], atunci aria multimii plane deli-

mitate de graficele functiilor f, g side drep-
tele x=a, x=>b (fig. 3.6) este

AT, )= D) -g@)]dx|. ()

1 Sa se determine aria triunghiului O4B cu Y

B(a, b)
varfurile O(0, 0), A(a, b) si B(a,b’), b’ >b.

Rezolvare: Ala, b)

Constatam ca dreapta OA este graficul func-
tiei f:[0,a]>R, f(x) :gx, iar dreapta OB —
/ 0

graficul functiei g: [0, a] > R, g(x) =%x

(fig. 3.7).

a ’ ’ 2 4
Folosim formula (2) si obtinem: ./ (AOAB) = I(%x - %x )dx _b=b a _b-b
0
2 Sa se afle aria figurii delimitate de dreptele y
y:O,y:%x,x:I si x=3. 1
Rezolvare: 1

Figura obtinuta este trapezul ABCD cu BC =1,
AD = %, AB =2 (fig. 3.8). Aria trapezului ABCD este Fig. 3.8

3

_4 y
T

1 x’
o= |3rdr=gy

1

3 Sa se determine aria suprafetei cuprinse intre
graficele functiilor f, g:[0,2]—R, f(x)=x", y=2

g(x)=2 (fig.3.9).

Rezolvare:
2

Rezolvam sistemul {y = si aflam coordonatele
y=2 )

punctului de intersectie a acestor grafice: M (\/E , 2). Fig 3.9

[\ Y S
=



Aplicand formula (3), obtinem:

2 V2 2
o = [ f()—g(x) | dx= [(2—x")dx+ [(x* —2)dx =
0 0 J2

7 27 el 4
=27 -5 +x—‘ ~2x|’ =5 (2V2 - D).
o 3 3 23
0 V2
/ bservatie Pentru stabilirea semnului functiei f pe intervalul pe care integram folosim proprietatile
- functiilor continue.

Concluzie: Pentru a calcula aria suprafetei plane delimitate de graficul unei functii con-
tinue f, axa Ox si dreptele de ecuatie x=a i x=5b, vom proceda astfel:

* verificam daca ecuatia f(x)=0 are solutii in intervalul [a, b];

« daci nu existd solutii, stabilim semnul functiei f pe intervalul [a, b]. In acest caz

b b
obtinem .o/ = f f(x)dx sau .«/ = —J f(x)dx, dupa cum este functia pe acest interval: pozitiva
sau negativi; ‘

* dacd existd ce (a, b) solutie a ecuatiei f(x)=0, stabilim semnul functiei pe fiecare

b c b
interval [a, c], respectiv [c, b], si apoi calculdm aria, cunoscand ca J.= _[ +j .

f bservatie Daca o placa plana omogena (corp a carui grosime se poate neglija si care are masa
- proportionald cu aria sa) este determinata de graficul functiei f: [a, b] >R (coincide
cu subgraficul T',), atunci coordonatele cen-
trului de greutate (x,, y,) al acestei placi y
(fig. 3.10) sunt: /V
_ 1 f _ 1 ¢ 2 Yo ---—i —————————— o i
X, == J xf (), =5 j S @)dx|, @) | 5 |
unde .« este aria subgraficului functiei f: o 4 o box
b Fig. 3.10
o = [ f(x)dx.

4 Sa se determine coordonatele centrului de greutate al placii omogene care coincide
cu subgraficul functiei /[0, a] >R, f(x)=+ax (a>0) (fig. 3.11).

Rezolvare: v
Calculdm aria subgraficului functiei f: @ ,
a 13 |
&/:J.«/axdx:%azﬁ‘ =%a2. |
Calculam integralele: :
a a 15| 4T 7 " :
jxf(x)dx=jxx/adx:%a2x2 =%a3; 8 ! :
0 0 0 | i
a a a ; (13 0] 3a a X
2 _ _“ 2 _“ =
-([f (x)dx—_[axdx Y =7 5
Fig.3.11




2 a’

Aplicam formulele (4): x, =§—=%a, Yy = % =%a.
“a’ 2247
3 3

R" . éa éa

aspuns: | 3% g
xercitii propuse
Profilul real

A,

1. Sa se afle aria figurii marginite de graficul functiei si
dreptele indicate:

a) f1R->R, f(x)=x"-2x+4, x=0si x=1;
b) f:R—>R, f(x)=x+cosx, x=0si x=m;

¢c) [1R—>R, f(x)=sin2x, x:0$ix=%;
d) /:R->R, f(x)z%, x=1gix=e

e) 1 R->R, f(x)=cosx+3e", x=0si x=r;
) T R->R, f(x)=%\/;, x=1six=4

g) f:RSR, f(x)=(x—1)>+1, x=0si x=1.

5. In sistemul de axe ortogonale alaturat sunt reprezentate graficele functiilor
f> g:[a, b] >R continue. Folosind desenul, scrieti in casetd unul din
semnele <, >, = astfel incat sa obtineti o propozitie adevarata. Argumentati

raspunsul.

2. Sase afle aria figurii marginite de graficele functiilor:
a) f,g:R->R, f(x)=16-x7, g(x)=0;
b) £,g:[0,2] >R, f(x)=x", g(x)=0, sidreapta x=2;
o) /L2 R-R, f(x)=7-x", g(x)=x"—1;
d) f,g:R>R, f(x)=x-1, g(x)=5-x;
e) /-2 [0, 1]1>R, f(x)=e™, g(x)=e", sidreapta x=1;
H /g [-L1-=R, f(x)=]x], gx)=1.

3. D%T%] Lucrati in perechi! Sa se determine numarul

real a,a>0, astfel incat aria subgraficului functiei
110, a] >R, f(x)=x+3, sa fic egala cu 4.

4. @ in desenul alaturat

este reprezentat graficul
functiei continue si pare
f:1-3,3]1—10, 4] pentru

care f[f(x)dx =7.

Scrieti in casetd valoarea numerica a ariei figurii marginite
de graficul functiei f si de axa absciselor.

S —

y
/ IGg
:/_ :Gf
a: 0] b X

frooas [ Jfewou

6. @ Fie functia /: R—R, f(x)=e" —1. Determi- | 7. @ Investigafi! Sa se arate ca aria subgraficului functiei

nati valoarea numerica a ariei figurii marginite de graficul
functiei /', dreapta x =1 si axa Ox.

1110, 711 >R, f(x)=sinx+e", este mai mare decit aria
subgraficului functiei g: [0, 1] =R, g(x)=x"—2x+9.



8. Sa se determine aria figurii delimitate de graficele
functiilor:
2) £, g0, 115R, f(0)=2+1, g() =3 (x+D? si
dreapta x =0;

b) f9 g: [O> %]_)R’ f(x):tgx, g(x)=3\/%;

o) f,g:[0,2] >R, f(x)=x, g(x)=3", sidreptele
x=0,x=2.

9. Se considera patratul P cu lungimea laturii 2a, a > 0.
Laturile patratului sunt paralele cu axele de coordonate
si diagonalele lui se intersecteaza in originea sistemului
de axe ortogonale xOy. Parabola y=x’ imparte pitratul
P in doua multimi de puncte: R, si R,.

a) Sa se afle ariile multimilor de puncte R, si R,.

b) Sa se demonstreze ca nu exista valori ale variabilei a
astfel incat multimile de puncte R, si R, sa aiba aceeasi
arie.

QO
10. [%%f Lucrati in grup! Fie functia f: [0, 30] > R,
x> 3
f(x)— E+Zx+20.

a) Sa se traseze graficul functiei f.

b) Sa se hasureze subgraficul functiei f.

¢) Sa se determine aria (in metri patrati) a unui lot de
pamant de forma subgraficului functiei f.

d) Sa se determine costul acestui lot, dacd se stie ca
pretul unui ar de pamant este de 30 de mii de lei.

11. @ E%Tﬁ] Lucratiin perechi! Dupa ce s-a croitun

costum, una dintre bucdtile de stofa ramase este de
forma unei figuri marginite de liniile

f, g [%;ST”]—)IR, f(x)=sinx, g(x)=cosx.

Calculati aria acestei bucati de stofa (1 unitate de masu-
ra=1dm).

G

17. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al
placii plane omogene care coincide cu subgraficul
functiei:

a) 1210, 1]1->R, f(x)=e;
b) f: [o, %] —>R, f(x)=sinx;
¢) f:[-2,1]-R, f(x)=x".

12.

13.

14.

15.

16.

18.

19.

Aplicatii ale integralelor definite

@ Fic funciia /:[0.4] R, f(x)=———.
N2x+1
Determinati valoarea numerica a ariei subgraficu-
lui functiei f.
Se considera functia f: [1, 2] >R, f(x)=€"(x* +3x+2).
Sa se determine numarul real a>1, stiind ca aria
suprafetei determinate de graficul functiei f, axa Ox si
dreptele de ecuatii x=1 si x=a este egald cu
(13’ =3e) u. p.
@ Investigati! Se considerd functia f: (0, +e0) =R,
Inx
Jx)===.
Jx
a) Sa se arate ca functia F: (0, +e) >R,
F(x)= 2Wx (Inx —2), este o primitiva a functiei f.
b) Sa se arate ca orice primitiva G a functiei [ este
crescatoare pe [l, +oo).
¢) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatie x = é si

xX=e.

@ Fic functia £:[0.2] >R, f(x)=2x-x". 52
se afle me R, astfel incat dreapta y =mx sa imparta
aria subgraficului functiei f in doud multimi de puncte
de arii egale.

ﬁﬁ] Lucrati in perechi! Interiorul subgraficului
functiei f: [0,3]—R, f(x)=x’, este divizat de gra-
ficul functiei g:[2, 3] >R, g(x)= 24/2x , in dous mul-
timi de puncte. Sa se calculeze aria fiecarei multimi de
puncte.

Sa se demonstreze ca aria subgraficului functiei

22
aria subgarficului functiei g:[0, 7] >R,

f:[_7r n]—)IR, f(x)=cosx+e", este egald cu
g(x)=sinx+e 2.
Se considerd functia /= R* >R, f(x)=x—%. Sé se

determine aria figurii marginite de graficul functiei f, de

asimptota oblica a graficului functiei f si de dreptele
x=1,x=2.



bservatie

bservatie

Probleme

% rezolvate

VOLUMUL UNUI CORP DE ROTATIE

Un corp de rotatie este caracterizat de o axa de rotatie si de o generatoare. Vom studia
corpurile de rotatie cu axa de rotatie Ox si generatoarea care este graficul unei functii
fila, b]>R.

Fie f:[a, b] >[0, +<0) o functie continud. Multimea

C,={(x, y, z)e R’|y*+2° < f*(x), a<x<bh}
se numeste corp de rotatie determinat de functia f sau corpul obtinut prin
rotirea subgraficului functiei f in jurul axei Ox (fig. 3.12).

Orice punct (x, f(x)) al graficului Y
functiei f descrie un cerc cu centrul in
punctul x si de raza f(x) (fig. 3.12).

S fE)

Fie T =(x,, x,, ..., x,) o diviziune ar-
bitrard a intervalului [a, b] si pe fiecare o

interval elementar [x,, x,,,] consideram un a’\ ' !x: ‘K:
1 U

punct &,, k=0, n—1. Atunci, dreptunghiul

cu baza [x,, x,,] si de indltime f(5,), Fic. 3.12
12. 3.
fiind rotit in jurul axei Ox, descrie un s

cilindru. Volumul acestui cilindru este 7 (&, )Ax,, unde Ax, = x,,, — x,. Suma volumelor

n-=1
cilindrilor obtinuti este o(7, &) = ”2 f*(E)Ax, sireprezintd o sumd Riemann pentru functia
k=0 [
7 /7, diviziunea T si sistemul de puncte intermediare &, € [x,,x,,,], k=0, n—1 Intuitiv,
daca norma diviziunii 7 este din ce in ce mai mica, atunci o(7, &) aproximeaza din ce in ce
mai bine volumul corpului de rotatie C', . Astfel, cele mentionate anterior justificé intr-o oarecare
masurd ca volumul corpului de rotatie C, poate fi calculat cu formula:

V(C=xr[ £ (x)dx|. (1)

Formula (1) este adevarati si in cazul cind f'este o functie negativa. Intr-adevar, functia
—f:[a, b] >R este pozitiva si atunci

1(CH=1(C)=r[l-f O de=r] f*(x)dx.
a a y

1 Sa se determine volumul corpului sferic de

razd r (r>0).

Rezolvare:

Fie f:[-r,r]=R, f(x)=+r’-x.

Prin rotirea subgraficului G, al functiei f in
jurul axei Ox obtinem un corp sferic cu centrul n
originea sistemului de axe ortogonale xOy si de
razd r (fig. 3.13). Evident, functia f* este conti- z
nud, deci integrabila. Fig.3.13




Atunci, conform formulei (1),
r 3| 3 3 3
_ 2 2 _ 2. X _ s s, | 4mr
V(Cf)—ﬂ:[(r x)dx—ﬂ:(rx 3)_ —ﬂ[r 3) 7[( r+ 3J— 3
2 Sa se afle volumul unui trunchi de con cu y
razele bazelor 7 si R i inaltimea H.

Rezolvare:

Pentru a obtine trunchiul de con cu razele
bazelor r si R si indltimea H, vom roti segmentul
AB 1n jurul axei Ox (fig. 3.14). Cum ecuatia drep-

tei AB este y = R-r 4 r, rezultd cd trunchiul de

H

con este corpul de rotatie determinat de graficul z
functiei f: [0, H] >R, f(x)=X —Lx-tr. Prin Fig.3.14
urmare, volumul corpului de rotatie obtinut este:

H > R—r H H

— =1, — 1, dx= dr

V=7TI(R rx+r)dx= H YTR-r R-r =

o\ H x=0=t=0, x=H=t=R-r

T H R-r TH TH
=— t+r)dr= t+r) | ==———(R -7 )="—(R*+Rr+r°).
J( =g | =gy R ) =T (R R
bservatie Daca 1n ultima formula =0, obtinem volumul conului cu raza bazei R si ndltimea H,

. R*H . < . e . e g
adica 7 =2 , lardaca » = R, obtinem volumul cilindrului cu raza bazei R si nalti-

mea H, adicd 7 =nR’H .

xercitii propuse

Profilul real
A,
1. Sé se afle volumul corpului de rotatie G, determinat de functia:
2) f:[0.11 >R, /()= - b) /1[0, 11> R, f(x)=x*—x;
X+
")f[o ]‘”R 0= d) f:[0.VIn2] 5 R, f()=vx-e";
e)f [0 ]—)IR f(x) \/SIE ecosx t)f [_1’ 1]—>|R, f(x)={\j.x2+l, dacév—ISxSO
sintx+1, dacd 0<x<1;
([0, 1] >R, G ; h) £: [0, 4] =R, =|x*—4x+3|;
g [0, 1]=R, f(x) e ) f:10,4] >R, f(x)=|x"—4x+3]
) /10,215 R, f(x)=vxe " DS oR f0=1E




2. Sa se afle numarul natural 7, astfel incat volumul corpului de rotatie G, determinat de functia f: [-1,1] >R,

f(x)=cos(narccosx), si fie 27”

3. &Tﬁ] Lucrati in perechi! Sa se afle volumul corpului de rotatie G, determinat de functia:
a) 1[0, 7] >R, f(x)=sinx; b) f:[0,1]>R, f(x)=x"+1; c¢) f: [O, %]%R, f(x)=tgx.

B,
x+3, 0<x<L2

09 0 o . . : _
4. (51¢) Lucrati in grup! Fie functia f: [0, 41> R, f(x)—{_%x_’_lo’ r<x<Ad.

a) Sa se traseze graficul functiei f.

b) Sa se hasureze subgraficul functiei f.

c) Sd se interpreteze geometric corpul de rotatie in jurul axei Ox determinat

de functia f. y
d) Sa se determine volumul acestui corp.

5. Sase afle volumul unui butoi, stiind ca doagele lui au forma unui arc de

N\
7/
L

sinusoidd y =asinx (a>0), iar lungimea butoiului este 2 0 1,' T n I x
3 \ 6/ 2 | /7

6. Sa se determine capacitatea (volumul) unei palnii gene-
rate prin rotirea subgraficului functiei f:[l,e]—>R,,
f(x)=xInx, injurul axei Ox.

G

e’, xe[0,1],
7. Seconsidera functia /: R—>R, f(x) ={

e"+1, x<0

8. Seconsidera functia /- [0, e] >R, f(x)=
x-e"+1, x>0.

€ xell, el
a) Sa se traseze graficul functiei [ o

b) Sé se determine aria subgraficului functiei f;

¢) Sa se determine volumul corpului generat prin rotatia
in jurul axei Ox a subgraficului functiei f.

a) Sa se arate ca functia f admite primitive pe R;

b) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia
in jurul axei Ox a graficului functiei g:[-2, -1] >R,
g(x) = f(x);

Q
¢) Sa se caleuleze j- f(x) dr. 9. %—?ﬁ Lucrati in grup! Proiect Aplicatii ale integralei
X
1

definite in diverse domenii.

xercitii si probleme recapitulative

Profilul real
A,
1. Sa se determine aria subgraficului functiei:
a) 12 [0,1] >R, f(x)=x—x7; b) - |:0, %:I - R, f(x)=sin3x;
¢) f:[0,1]1>R, f(x)=%\/;; d) /1[0, e-1] >R, f(X)=ﬁ;
¢) 1 [L2] >R, f(x)=3x"+2x—1; 0 /:10.11-R, f()=51
9 7:[0.5|5R. f(n=cos2x h) f: [0, 2] >R, f(1)=c".



2.

10.

11.

@ In desenul alaturat este reprezentatd figura marginita de graficul f: [%, 4] —->R é} 1

si dreptele de ecuatie y =0, x =% si x=4. 21 .

Folosind integrala definita, scrieti in caseta formula cu ajutorul céreia se poate calcula I E /‘
aria figurii colorate. 0 Vl 2 3 4 X
Sa se determine aria suprafetei cuprinse intre graficele | 5 ﬁi}?ﬁ%q Lucrati in perechi! Fie functia f:[-1,1] >R,

functiilor £, g, daca: 2
f=-5+3.
a) f,g:[L3]-R, f(x)=x, g(x)=x"—x; 2 2

b) £, g:[0,2] =R, f(x)=x, g(x)=e¢", si dreptele a) Sa se traseze graficul functiei f.
b) Sa se hasureze subgraficul functiei f.

=0,x=2; . . .
* * ¢) Sa se afle aria unei mese care are forma subgraficului
C) fa g [Oa 1] - IR, f(x) = xzn g(x) = 2Xa $1 dreptele fllncliiei f
x=0,x=1.

, \dx
AT, )= S\f(")/gm

@ Investigafi! Sa se arate ca ariile subgraficelor

functiilor 72 [0, 2] =R, f(x)=x"+1, si

g:[-1,1]>R, g(x)=x"—2x+2, sunt egale.

B,
@ Investigati! Sa se arate ca aria subgraficului functiei f:[0,2]—>R, f(x)=e"+x, este mai mare decit aria

subgraficului functiei g: [O, %] —R, g(x)=e" +cosx.

a) Si se determine valoarea lui a€ R, astfel incat aria subgraficului functiei f: [0, a] >R, f(x)=3x’+2x, si ficegald
cul.

b) Fie functia f: [0,1] =R, f(x)=ax’ +x+1, ac R. Sise determine valorile reale ale lui a, astfel incat aria subgraficului
functiei f sa fie egald cu 3.

Fie functia f:[0, 2] >R, f(x)=x"+1. Si se determine me [0, 2], astfel incat dreapta y = mx si imparta subgraficul
functiei f 1n doua multimi de aceeasi arie.
Y Scaral:1m
ﬁﬁﬂ Lucrati in perechi! 30-
Un teren are forma multimii cuprinse ntre graficele functiilor
1 3 —x+10,0<x<10

£,g:[0,30] >R, f(x)= —2—on +§x+30, g(x)=1:0,10<x<20

x—20,20<x<30. 104

Sa se determine aria acestui teren si costul lui, daca se stie ca pretul unui ar \
este de 30 de mii de lei. 9] 0 2 30 X

@ Fie functia f: R—>R, f(x)=1-x". Determinati valorile reale ale lui a € (0, 1), pentru care dreapta de ecuatie
v =a Tmparte figura marginita de graficul functiei f si de dreapta de ecuatie y =0 in doua figuri de arii egale.

Sa se afle volumul corpului de rotatie in jurul axei Ox determinat de functia:
a) 1[0, 7] >R, f(x)=sinx; b) f: [—% %]—HR, f(x)=cos%;

. il . ¥, 0<x<1
C) f [_1’ 2]_>|Ra f(x)_|x|a d) f [09 2]_>|Rn f<x)_{x,l<x$2.




12.

13.

14.

15.

16.

22.

23.

24.

Sa se determine coordonatele centrului de greutate al
placii omogene determinate de subgraficul functiei
f00,1] >R, f(x)=xe".

@ Calculati aria figurii marginite de graficul
functiei g: R =R, g(x)=x’ —2x7, axa Ox i dreptele
definite de ecuatiile x=-1 si x=2.

Sé se determine valorile parametrului real a pentru care

dreapta verticala x=a Imparte subgraficul functiei
12,8 >R, f(x)= %, in doua parti de arii egale.

Sa se afle aria figurii marginite de graficul functiei
f:R—=>R, f(x)=4x, axa Ox si dreapta definitd de
ecuatia x=-1.

Sa se afle aria figurii marginite de graficele functiilor
fiR>R, f(x)=x+3si g2:R>R, g(x)=x"+1.

G

Fie functiile £, g: [0, 1] =R, f(x)=1+x", g(x)=1+ax,
a > 0. Sa se determine numarul real , astfel incat ariile

subgraficelor functiilor f si g sa fie egale.

Fie functia f:[0, A]>R, A>0, f(x)=xe™". Sa se
afle aria .«/(4) a subgraficului functiei f si }im A ().

@ Investigati! Fie functia f: R—>R, f(x)=x"-3x.
Sa se afle aria multimii delimitate de graficul functiei f'si
de dreapta care trece prin punctele M, (x,, f(x,)) si
M,(x,, f(x,)), unde x, este punctul de maxim al
functiei f, iar x, —punctul ei de minim.

”Q{(Ff) = ff(x)dx

Y€

17.

18.

19.

20.

21.

25.

| £2 (0K

Sa se afle, utilizand integrala definita, formula de calcul
a ariei discului de raza r.

@ Determinati valorile reale ale lui

o€ [%, 2r J, pentru care sino —chos2xdx= 0.
0

@ Calculati volumul corpului de rotatie determinat

x—=3)
x—4

de functia f: [0, 3] >R, f(x)=,~

Sa se afle aria figurii marginite de graficele functiilor
f:R—>R, f(x)=sin|x| si geR->R, g(x)=|x|-7.

Sa se formuleze exemple de aplicare a integralei definite
in fizica si alte domenii.

Sa se determine volumul unui
butoi, stiind ca doagele lui au for-
ma graficului functiei

7 [_g,g]ﬁm,

f(x)=acosx+b (a, b>0).

Y

\

\ \
1 1
]

!

!

/

oy




Aplicatii ale integralelor definite

—— / est sumativ Tinp ecti de e

45 de minute

Profilul real

1. indesenul alaturat este reprezentata figura marginita de graficul functiei 1[0, 4] - R Y

si de dreptele x=0 si x =4. Folosind integrala definita, scrieti in casetd formula cu 0 Va ”\I 4 x

ajutorul careia se poate calcula aria figurii colorate.
P
2. Determinati aria figurii marginite de graficele functiilor:

a) f,g:R=>R, f(x)=3-x%, g(x)=0;
b) f,g:R=>R, f(x)=3-x, g(x)=x>+x.

3. Se considera functia f: R—R dati de f(x)=e" +3x’. Determinati numarul natural n, pentru care suprafata pland
delimitata de graficul functiei g: R >R, g(x)= f(x)—e", axa Ox sidreptele de ecuatii x =0 §i x =n are aria egala cu
n—n+l.

4. Aflati volumul corpului de rotatie in jurul axei Ox determinat de functia:

a) g: [O, %:I —R, g(x)=sin2x;

b) g:[1, e] >R, g(x)=+xInx.

5. Determinati volumul unui urcior care se obtine prin rotirea
in jurul axei Ox a subgraficului functiei f: [0, 3] >R,
2
~X v+l daca 0<x<2
fw=y,2 2
3 17

2xr - - 3 2<x<
2x 7x+2,daca 2<x<3.
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Functie continua f: [a, )] >R

\
Subgraficul functiei f

)
)

Aria subgraficului functiei f

a) /(T,)= [ f(x)dx b) /(1) = [ £(0) | de= [ f)de— [ £

f, g:[a, b] > R —functii continue pe [a, b]

\
Multimi delimitate de graficele a doua functii si de dreptele x =a, x = b
a) y b) y
G,

i fig : 1

a 0 b x /-\/ : l
~— —~—— al — = 0| ¢ b X

G, G,
\

Aria multimii delimitate de graficele a doua functii si de dreptele x = a, x = b

a) (T, ,)=[(f(x)—g(x))dx b) (T, ) =[] f(x)— g(x)| dx =

= [(f )= goNde— [ (£(0) - g

Corp de rotatie in jurul axei Ox Volumul corpului de rotatie in jurul axei Ox

y

V= ni £2(x)dx

-
~
<-Q:-—

o)




Modulul

Elemente de
combinatorica.
Binomul Jui Newton

Obiectivele
modulului

Invatatura — ca aurul — are pret oriunde.

Epictet

identificarea in diverse contexte a notiunilor multime ordonata, factorial,
aranjamente, permutari, combindri de elemente ale unor multimi numerice
finite;

utilizarea legilor combinatoricii, a aranjamentelor, permutarilor, combindrilor si

a proprietatilor acestora in rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor, problemelor din
diferite domenii;

“aplicarea binomului lui Newton sau/si a formulei termenului general in situatii
reale si/sau modelate;

ea proprietatilor coeficientilor binomiali si ale dezvoltarii binomului la
a problemelor.

Elemente de combinatorica

2. Binomul lui Newton



ELEMENTE DE COMBINATORICA

1.1. Multimi ordonate

- f

Problema 1. E necesar de a asigura 150000 de apartamente noi cu numere de telefonie
fixa, fiecare numar fiind format din sase cifre distincte. Se va reusi, oare, daca se stie ca
numarul de telefon poate sa inceapa si cu 0?

Problema 2. La o sesiune de comunicari s-au inregistrat 7 referate. In cate moduri se
poate face programarea sustinerii lor?

Problema 3. in clasa a XII-a invati 24 de elevi. In fiecare zi, o echipa formati din
3 elevi este de serviciu. In cate moduri poate fi formata aceastd echipa?

Observam ca in aceste tipuri de probleme se solicitd aranjarea intr-o ordine speciald a
elementelor unei multimi finite, determinarea dintr-o multime finitd de elemente a numarului
de submultimi de elemente care poseda anumite proprietati, realizarea unei oarecare combinatii
de elemente etc. Domeniul matematicii care studiaza astfel de probleme se numeste combi-
natoricd. Astfel de probleme se numesc probleme de combinatorica.

Probleme de combinatorica apar atit in viata cotidiana, cat si in diverse domenii ale
stiintei si tehnicii: la studiul teoriei probabilitatilor, teoriei numerelor, logicii matematice,
informaticii, fizicii, chimiei etc. In unele cazuri, vom cauta cel putin o solutie a problemei,
in altele — toate solutiile ei sau solutia optima, sau numai numarul de solutii etc. Pentru
unele probleme de combinatoricd se va demonstra ca ele nu au solutii. De exemplu,
Leonard Euler a formulat problema, iar mai tarziu s-a demonstrat ca nu e posibil de
aranjat 36 de ofiteri care au 6 tipuri de grade militare vizand 6 categorii de trupe militare
(cate un ofiter cu gradul respectiv din trupa militara respectiva), pe 36 de patratele ale
unui careu (6 x 6), astfel incat in fiecare linie si in fiecare coloana sa fie reprezentate
toate categoriile de trupe militare si toate tipurile de grade militare.

Leonard ]éuler (1707; In figura 4.1 este reprezentati solutia acestei probleme pentru 4a | Ba De
1783), matematician 4 categorii de trupe militare (4, B, C, D) si pentru 4 tipuri de
si fizician elvetian grade militare (a, b, ¢, d). Completati tabelul si finalizati rezol- Ac | Da | Cd
varea! Ce Ad
Probleme de combinatorica apar si in jocurile sportive. In special,
. . . Ca| Bc | 4b
ele sunt frecvente in jocurile de sah si dame.
In continuare vom studia probleme simple de combinatorica (fara Fig.4.1

repetarea elementelor).

Vom considera multimi numerice finite. In special, vom lucra cu multimi ordonate. Fiecare
multime are o structurd internd, care include atat elementele ei, cat i ordinea de amplasare
aacestora. Elementele unei multimi pot fi ordonate in diverse moduri. De exemplu, elementele
multimii 4={a,, a,, a;, a,} pot fi aranjate astfel: {a,, a;, a,, a,}, {a,, a;, as, a,}, {a,, a, a,, a;}
etc. Fiecare din aceste multimi, desi contine aceleasi elemente, diferd prin ordinea de dispunere
a acestora.

m Multimea finitda M ={a,, a,, ..., a,} se numeste multime ordonata daca elemen-

_____Jo

tele ei sunt aranjate intr-o ordine bine determinatd. Cu alte cuvinte, multimea M se
numeste ordonata daca fiecarui element al ei i se asociaza un anumit numar natural
de la 1 la n, astfel incat elementelor diferite ale lui M le corespund numere diferite.
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Una si aceeasi multime finita poate fi ordonata in diverse moduri. De exemplu, multimea

elevilor din clasa a X-a poate fi ordonata dupa indltimea elevilor (crescator sau descrescator),
dupa masa corporald (crescator sau descrescator) sau in ordinea alfabetica a numelor lor.

bservatii

[~ ) bservatie

>
et

2

Exercitiu
rezolvat

1. S-a convenit ca multimile ordonate, obtinute din multimea dat, sa se scrie intre paranteze
rotunde.

E l m
xemplu 1. 2.3)

23 | w3y | ey | | ey | @3 3,1,2)

2. Doud multimi ordonate sunt egale daca contin aceleasi elemente si au aceeasi ordine
de dispunere a acestora.

Exemplu
Multimile ordonate (a, b, ¢, d) si (a, b, c, e) sunt diferite. De asemenea, sunt diferite
multimile ordonate (8, 9, 10) 5i (8, 10, 9).

Produsul primelor » numere naturale nenule se noteaza cu n!, adica
nl=1.2-3-...-n

Notatia n! se citeste ,,en factorial”.
I'=1;, 2!=1-2=2; 3!=1-2-3=6; 6!=1-2-3-4-5-6=720.

Prin definitie, considerdm ca 0! = 1.

Mai tarziu, vom argumenta aceasta definitie. in particular,
n'=(m-1)!n pentru n>1 sau
nl=(m-2)!(n—1)n pentru n=2, sau
nl=(mn-3)!-(n—2)(n—1)n pentru n=3, sau
nl=(mn-4)!- : : : pentru n>4 s.am.d.

108910 (-1 _(n=2)!-(n—1) _
ET TR 2(n—2)!_ a—ayr b

2n)! _ 2n-D!2n _
3 Q=D @n-D "

< . . (n+2)!
Sa se rezolve in N ecuatia 201-1)! =15(n+2).

Rezolvare:

n>1,

DVA: ¢n—-120 &
neN.

neN
in DVA avem:
(n+2)! (n=D!n(n+1)(n+2)
2o Pt e 201 =1)!

(:)n(n+1)(n+2)=30(n+2)(:)n(n+1)=30<:)nz+n—30=0<:)|:

n+22>20 {

=15(n+2) <

n=-6¢ DVA,
n=>5e DVA.

Raspuns: S ={5}.

IEZY



1.2. Aranjamente

Fie multimea M ={qa,, a,, a,, ..., a,}, card M =n.
Luam m elemente oarecare din cele n (0<m<n) ale multimii M si formam diferite
multimi ordonate.

m Submultimile ordonate ale multimii M, card M = n, avand fiecare cate m elemente,

unde 0<m<n, se numesc aranjamente de n elemente luate cite m.

Numarul de aranjamente de n elemente luate cate m se noteaza A".
Prin definitie, consideram ca 4 =1.

% Exercitiu Fie multimea B =1{0, 2, 3}. Si se calculeze numarul A4;.

rezolvat Rezolvare:

Din trei elemente 0, 2, 3 (n=3), luate cate doud elemente (m =2), se pot forma
6 submultimi ordonate: (0, 2), (2, 0), (0, 3), (3, 0), (2, 3), (3, 2). Asadar, 4; =6.

Sa calculam numarul de aranjamente a # elemente luate cate m, adica sa gasim o formula
pentru calculul numarului 4”.

Evident ¢ 4, =n. Un element din n elemente date poate fi ales in #» moduri, iar cu un
element se poate forma numai o multime ordonata.

Pentru a repartiza oricare m +1 elemente, luate din n elemente date, pe m +1 locuri, se pot
lua mai intai oricare m elemente si aranja pe primele m locuri. Aceasta se poate realizain A4
moduri. De fiecare data, la o astfel de selectare a m elemente din cele n date, raiman n—m
elemente, fiecare dintre ele putand fi puse pe locul al (m +1)-lea. Deci, pentru fiecare din
care al (m+1)-lea loc este ocupat de unul dintre cele n—m elemente ramase. De aici
rezulti ci A" =(n—m)A”. Luand in considerare cd A, =n, obtinem succesiv:

AP =n(n-1),

A =nn-1)(n-2),

At =n(n-1)(n-2)(n-3), ...,
A"=n(n-1)(n-2)..(n—m+1).

Astfel, am demonstrat

eorema 1 Daca m si n sunt numere naturale, astfel incat 0 <m <n, atunci

f A" =n(n-1)(n-2)..(n—m+1).

In practica, e mai comod si aplicim o alta formula pentru calculul numarului A”.
Cum n(n—-1)(n-2)..(n—-m+)=n(n-1)(n-2)...(n—m+1)x
(n—m)-....3-2-1 _ n!
(n—m)-....3-2-1 (n—m)"’

X obtinem:

n!
= 1
Pentru m =0 formula (1) dd 4’ =1, iar pentru m=n din (1) obtinem A4” =n!. Asadar,
teorema 1 si formula (1) sunt adevarate pentru orice m si n, unde 0 <m < n.

Deci, problema 1 din secventa 1.1 se rezolva astfel:
S5 = 100 _10r_4-5-6-7-8-9-10
v 310-6) 4 4!
Prin urmare, sunt posibile 151200 de numere de telefon de tipul mentionat, iar raspunsul
este afirmativ.

=151200.

I ECE



1.3. Permutari
Problema 4. Fie multimea B = {0, 2, 3}. S se calculeze numarul 4; .
Rezolvare:
Din elementele 0, 2, 3, luate cte trei, se pot forma 6 submultimi ordonate:
0,2,3),(0,3,2),(3,0,2),(3,2,0),(2,3,0), (2,0, 3).
Deci, 4, =6=1-2-3=3\.
Observam ca aceste aranjamente se obtin la schimbarea locurilor celor trei elemente
date. Astfel, am obtinut permutari.

gm Aranjamentele de n elemente luate cate n ale multimii M ={a,, a,, ..., a,} se numesc

permutiri de » elemente ale acestei multimi.

Numadrul de permutari de n elemente se noteaza P,.
Tinand cont cd A" = n!, in baza definitiei permutarilor, obtinem:
P =nl,neN. 2)

Asadar, am demonstrat

eorema p) Dacid ne N, atunci P, =n!.

Deci, problema 2 propusa in secventa 1.1 poate fi rezolvata aplicand notiunea de permutéri.
Avem M =1{1,2,3,4,5,6,7}. Atunci, P, =7!=1-2-3-4-5-6-7=5040.
Prin urmare, exista 5040 de moduri de programare a sustinerii celor 7 referate in cadrul

sesiunii.
. . . . < w_ b
Din formulele (1) si (2) obtinem urméatoarea formula: | 4" = iz —.
f bservatie Vom considera cd multimea vida poate fi ordonata intr-un singur mod, adica P, =1.

A Deci, 0!=1. Astfel, formula (2) este adevarata pentru orice ne N.

1.4. Combinari
Problema 5. Fie multimea B ={0, 2, 3}. Sa se determine toate submultimile ei.

Rezolvare:

Obtinem urmatoarele submultimi:

a) multimea vida: &,

b) submultimi avand fiecare cate un element: {0}, {2}, {3};

¢) submultimi avand fiecare cate doua elemente: {0, 2}, {0, 3}, {2, 3};
d) insasi multimea B =10, 2, 3}.

Asadar, multimea B ={0, 2, 3} are in total opt submultimi.

m Submultimile multimii M ={a,, a,, ..., a,}, avand fiecare cate m elemente, unde

0<m<n, se numesc combinari de n elemente luate cate m.

n
.

Pentru problema 5 avem: C; =1, C; =3, C; =3, C; =1, iar numérul tuturor submulti-
milor (cardinalul booleanului) multimii B =1{0, 2,3} este Cy +C, +C; +C, =8=2".

IEZ]

Numdrul combindrilor de n elemente luate cate m se noteazd C sau



Observim ci C! =1, deoarece oricare multime M are numai o submultime fird nici un
. . 1w 1 .
element, si anume — multimea vidd. C, =n, deoarece o multime cu n elemente are exact n
submultimi cu cite un singur element.

Pentru a nu confunda combinarile cu aranjamentele, tinem cont de faptul ca:

- la combinari, submultimile unei multimi date nu sunt ordonate, iar la aranjamente toate
submultimile acesteia sunt ordonate;

- elementele aranjamentelor se scriu intre paranteze rotunde, iar cele ale combinarilor —
intre acolade.

De exemplu, aranjamentele (1, 2) si (2, 1) se considera diferite, desi sunt formate din
aceleasi elemente, iar submultimile {1, 2} si {2, 1} se considera ca una si aceeasi combinare.

Prin urmare, combindrile sunt submultimi ale multimii date care difera numai prin elemente,
fara a se lua in considerare ordinea lor.

Sa gasim o formuld pentru calculul numarului de combinari de n elemente luate cate m,
adica pentru calculul numarului C".

Consideram toate submultimile a cate m elemente ale multimii M = {a,, a,, ..., a,}.
Ordonam fiecare dintre aceste submultimi in toate modurile posibile si vom obtine toate
submultimile ordonate ale lui M care au cate m elemente. Se stie cd numarul acestor submultimi
este A4”. Cum numarul tuturor submultimilor lui M a cate m elemente este C,", iar fiecare
submultime poate fi ordonata in P, moduri, rezulticd 4" =C" - P,.

. A"
D i
eci, | C/ P
Din formulele (1) si (2) obtinem:
! - -
m_ n! sau C,,,zn(n 1)..(n m+1)‘
" oml(n—m)! g m!

Astfel, am demonstrat

eorema 3 Daca m si n sunt numere naturale si 0 <m <n, atunci
¢ . n!

C, = i)’ (3)

Pentru m =0, formula (3) dd C, =1, iar pentru m =n din (3) obtinem C! =1.

Asadar, teorema 3 si formula (3) sunt adevarate pentru orice m si n, 0<m<n.

Prin urmare, problema 3 din secventa 1.1 se rezolva astfel:
!
G, = % =2024.
Deci, echipa de serviciu din clasé poate fi formata in 2 024 de moduri.
Proprietati ale numerelor C'
Sunt adevarate egalitatile:
1°C'=C", 0sm<n, m,neN — formula combinarilor complementare;
20 Cml=Cr+CM, 0<m<n, myneN — formula de recurentd pentru calculul numd-
rului de combinari,;
3 CI+C +C+...+C'=2", neN — numarul tuturor submultimilor multimii M
formate din n elemente este egal cu 2", adica card B(M)=2".

I 7R



Exercitii. 1. Demonstrati proprietatile 1°-2° aplicand formula pentru C".

2. Demonstrati proprietatea 3° aplicind metoda inductiei matematice.

/ bservatii 1. O alta deducere a proprietatii 3° va fi propusd in paragraful urmator.

>
el

2. Aceste proprietati exprima diferite relatii intre submultimile unei multimi finite.

Exercitiu Si se rezolve in N inecuatia C;, > C;,.
% rezolvat Rezolvare:

2n=>0
2n>7 n=3,5,

DVA: 2n=5 <j{ne N.
neN

in DVA avem:

| ! 1(271 —5)! (27 —T). (291 — _
Cl>C o (2n)! S (2n)! o 51(2n—>5)! o S512n=T7)!-(2n—6)(2n—>5) o

NC2n—=7)1" 32n-5)" 72n-7)! 516-7-(2n—7)!

n>o,

@(2n—6)(2n—5)>42c>4n2—22n—12>0<:>2n2—11n—6>0(:)[n<_05

Tinand cont de DVA, obtinem: n>6, ne N.

Raspuns: S=1{7,8,9, 10, ...}.

1.5. Regulile fundamentale ale combinatoricii
1.5.1. Regula multiplicitatii (inmultirii)
Problema 6. In clasa a XII-a sunt 12 baieti si 15 fete. In cate moduri pot fi alcituite
echipe mixte la competitiile liceale de volei, formate din 4 baieti si 2 fete?

Rezolvare:

Patru bdieti din cei 12 pot fi alesi in C;, moduri, iar dou fete din cele 15 pot fi alese in
C/, moduri.
In acest caz, echipele respective pot fi formate in
4~ _9-10-11-12 14-15
€ G=T1337 T2
Raspuns: 51975 de moduri.

=495-105=51975 (moduri).

La rezolvarea acestei probleme am folosit regula multiplicititii (sau regula inmul-
tirii).

Daca multimile 4 si B sunt finite, atunci cardinalul produsului cartezian 4Xx B este
: egal cu produsul cardinalelor acestor multimi:
card(AX B) =card 4 - card B.

Dacd multimile B, B,, ..., B, sunt finite, atunci este verificatd egalitatea:
£ card(B, X B, X...xB,)=card B, -card B, - ... card B, .

IET] B



1.5.2. Regula adunadarii

Problema 7. Céti divizori naturali are numarul 770?
Rezolvare:
Descompunem numarul 770 in produs de factori primi: 770 =2-5-7-11. Astfel, numarul

770 are patru divizori naturali primi (numerele 2, 5, 7, 11).

eorema 6

&

eorema 7

&

Problema

% rezolvata

Numdrul divizorilor naturali formati din produsul a cate doi factori primi este C; =6

(adica numerele 10, 14, 22,35, 55, 77), iar numarul divizorilor naturali formati din produsul a
céte trei factori primi este C; =4 (adicd numerele 70, 110, 154, 385).

Divizori ai numarului 770 sunt si numerele 1 si 770.
Asadar, numarul 770 are in total 4+ 6+ 4+1+1=16 (divizori naturali).

Raspuns: 16 divizori naturali.

La rezolvarea acestei probleme am folosit regula adundrii.

Daca multimile finite 4 i B sunt disjuncte, adica 4() B =&, atunci cardinalul reuniunii
multimilor 4, B este egal cu suma cardinalelor acestor multimi:
card(4U B) = card 4 + card B.

Dacd multimile finite B, B,, ..., B, sunt disjuncte doua cate doud, adicd B, (1B, =,
i # j, atunci este verificatd egalitatea:
card(B,UB,U...UB,)=card B, + card B, +...+ card B, .

Din 2 contabili si 8 economisti trebuie sa se formeze o comisie de 6 persoane. In cate
moduri poate fi formata aceastd comisie, daca In componenta ei trebue sa fie cel putin un
contabil?

Rezolvare:

Dacé 1n comisie va fi un singur contabil, aceastd comisie, conform regulii multiplicitatii,

poate fi formati in C, -C; =112 (moduri).

In cazul in care in comisie vor fi doi contabili, conform regulii multiplicitatii, avem

C; -C{ =70 (moduri).

In total, conform regulii adunarii a combinatoricii, comisia respectiva poate fi formata in

C,-C+C;-C{ =112+70=182 (moduri).

Raspuns: 182 de moduri.

Pentru calcularea numarului de divizori naturali ai unui numar in cazul cand exponentul
puterii factorului prim, obtinut la descompunerea numarului dat n produs de factori primi,
este mai mare sau egal cu 2, vom aplica urmatoarea metoda.

Fie n numar natural, iar P, P,, ..., P, — factorii primi in descompunerea acestuia.

Dacd n=P"-P" -...- B, atunci numdrul de divizori este egal cu

d +1)-(d,+1)-...-(d, +1).

De exemplu, pentru n=54=2-3’, avem d, =1, d, =3.
Deci, numarul de divizori naturali ai numarului 54 va fi egal cu
d +D)-(d,+)=(1+1)-3+1)=8.

Completati: Dy, = {| I}.
Mentionam ca la rezolvarea acestei probleme am folosit regula multiplicitatii.

b b b b b b b




Elemente de combinatorica. Binomul lui Newton

Problema 8. Aflati cati divizori naturali are numarul:
a) 68; b) 110; ¢) 105; d) 200; e) 448.

Mentionam cé problemele de combinatorica examinate sunt simple — fara repetari de
elemente. Problemele de combinatorica cu repetarea elementelor sunt mai complicate.

De exemplu, permuténd literele in cuvéantul caietul, obtinem P, =7!=5040 de ,,termeni”.

Daca insa vom permuta literele in cuvantul copacul, vom obtine mai putini ,,termeni”,
deoarece permutdrile a doua litere ,,c”” nu schimba ,,termenul”. in aceste cazuri, constatim
permutari cu repetarea elementelor. De asemenea, existd aranjamente cu repetarea
elementelor si combindri cu repetarea elementelor.

it

ii i probleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

A

1. Fiemultimea 4={1, 2, 3, 4}.
a) Sa se scrie toate multimile ordonate obtinute din
multimea 4.
b) Sa se scrie toate submultimile ordonate formate din
doud elemente ale multimii 4.
c¢) Sa se scrie toate submultimile ordonate formate din
trei elemente ale multimii 4.

2. Sase calculeze:
1.41
a) 3!1;5!; 8!, b) o4

(U
16!

6120

5. |y Lucrati in perechi! Fie multimea:
1) 4=10,1};
2) A={a, B, v, 6}.
a) Sa se scrie toate submultimile multimii 4.
b) Sé se afle cardinalul booleanului multimii 4.

6. Fiemultimea B={2, 7, 8, 1}. Sa se scrie toate multimile
ordonate ale acestei multimi.

7. Fie multimea 4={a, b, ¢, d}. Sa se determine numarul
submultimilor multimii 4.

8. Sa se determine cate numere naturale se pot forma cu
cifrele 1,2, 3,4, 5, 6, daca in orice numar format fiecare
cifra apare cel mult o data.

9. Pentru a organiza o excursie cu elevii clasei, e necesar de
a forma un comitet organizatoric in urmatoarea compo-
nenti: presedinte, secretar si doi membri. in cate moduri
poate fi format acest comitet dacad in clasa sunt 25 de
elevi?

3. Sase calculeze:
a) 45, A, A7, A5, A
b) B, P, R, Py, R;

¢) Gy, Gy, Gy, C, C.
4. Sase calculeze:
4 ct
D5 BACE 9T A AR
4 6
A+ P ci-r
e)C;- 4Py ch ) f-

10. Avand 10 lalele rosii si 6 lalele galbene, s se decida in
cate moduri se poate forma un buchet alcatuit din 5
lalele.

11. Campionatul national de fotbal se desfasoara dupa sis-
temul tur-retur. Fiecare echipa joaca de doua ori cu
fiecare din celelalte echipe. Sa se determine cate partide
trebuie planificate 1n total, daca la campionat participa
18 echipe.




12.

13.
14.

15.

O comisie financiard este formatd din presedinte,
vicepresedinte si trei membri. In cate moduri 5 persoane
isi pot repartiza aceste functii?

In cate moduri se pot aseza 8 copii pe o banci?

in cate moduri poate fi confectionat un tricolor, in
varianta reprezentarii verticale a culorilor, avand sapte
bucati de panza de aceleasi dimensiuni si de culori
diferite?

Cati ,,termeni” pot fi alcatuiti, folosind de fiecare data
toate literele cate o singura data:

b)a, u,r;
dyi,n,v,a,t,a,r,e?

a)p,a,tr,i,e,
o)p.r,et;

C

I | Lucrati in perechi! Din cei 11 contabili ai unei
firme, dintre care 7 sunt barbati, se formeaza o echipa
de 5 persoane. in cite moduri poate fi alcatuita comisia
astfel incat in componenta ei sa fie:

a) doua femei; b) cel putin doua femei?

16.

17.

18.

20.

in cate moduri pot fi aranjate 7 carti pe o polita?
in cate moduri un cumpiritor poate sa aleagd 3 CD-uri

diferite din cele 8 CD-uri diferite propuse de vanzator?

in cate moduri un antrenor poate forma o echipi de
volei compusa din 6 jucatori, daca in total sunt
16 jucatori?

080 . . 7.
(517 Lucrati in grup! Proiect Exemple de utilizare a
aranjamentelor, permutarilor si combinarilor in alte

discipline gcolare si in viata cotidiand.

Profilul real

A,

i) Lucrati in perechi! Fie multimea 4 ={a, b, c, d}.

a) Sa se scrie toate multimile ordonate obtinute din multimea A.
b) Sa se scrie toate submultimile ordonate formate din doua elemente ale multimii 4.
¢) Sd se scrie toate submultimile ordonate formate din trei elemente ale multimii 4.

Sa se calculeze:
12! 15'
5168 b) ———10;
Sa se rezolve in N ecuatia:
n nt  __22n!
D o5 Y G T o3y
Sé se rezolve in N inecuatia:
(n=D! 167! 5n0
8) =3y =20 O G o
Sa se calculeze:
a) Aﬁ’ b) 47 s c) P, Ay
Sa se calculeze:
A -4 A7+ P
a) n - n ; b) n—1 - n-1 ;
y; cr
Sa se rezolve in N ecuatia:
a) A2-C' =4; b) 41 —C? =45x;

B,

In cate moduri poate fi ordonata multimea {1,2,3,4,5, ...,

Sa se rezolve in N ecuatia:
6(2n)! _  nl

, (2n+2)!
D =Dl (=3

(2n)!

b)

I T

3.
=C5’

20!

c) T 4'+25
) nt _ 6n!
(n=3)! (n=-3)"
o) U=\ (=4
(n— 2)'
CZS )
d)P5A82+C2255’ ) 288
A17
A3 P +2Pn+1 . Am n m+1
C) F:m ’ d) Pm—Z
c) A} =34 +2C, d) C;l=x"-1.

2n}, astfel incat fiecare numar par sa aiba rang par?

Gl S(n+1)!
) Gu=2)" (=D’




10. Saserezolvein N inecuatia:
—6)!
2) (n—6)! < l;
(n=5(n-4)" 2
11. Séaserezolvein N ecuatia:
a) P =(x"—25)-4,-P b) 47 -P_, =156P,_; c) A>-P.=-6P_,.

x4 x+4-y2 x+1 x x-1?

(2n)!
2n-2)!

|
<80; o) G o,

b) 2n+1)!

12. @ In sesiunea de vara elevii clasei a XI-a au de sustinut 4 teze semestriale la urmatoarele discipline: matematica,
fizica, istorie si limba straina. In cate moduri se poate face orarul tezelor, astfel incat tezele de matematica si fizica sa nu
fie consecutive?

13. @ Se considera multimea 4 ={l, 2, 3, 4, 5}. Determinati numarul submultimilor de trei elemente ale lui 4 care il
contin pe 1.

- o . * - -
14. S se arate cd pentru orice 7, me N', valoarea expresiei C.,, + C> . este un pitrat perfect.

n+m

15. Sase demonstreze cd P, =(m—1)(P, ,+ P, ,), me N, m=2.

16. Laun concurs participa 8§ fete si 9 baieti. La o etapa a concursului trebuie sa se formeze 6 perechi (cate un baiat si cate
o fati). In cate moduri se pot forma cele 6 perechi?

17. O echipa de fotbal are 25 de jucitori, inclusiv 2 portari. in cate moduri antrenorul poate forma echipa din 11 jucitori
pentru partida de fotbal preconizata?

18. Doina are 7 CD-uri diferite cu muzica clasica, iar Nelu are 9 CD-uri diferite cu muzica folk. In cate moduri ei pot face
schimb a cate 3 CD-uri?

19. Cati divizori naturali are numarul:
a)210; b) 85; c) 101; d) 105?

20. Olgaare 10 lalele rosii si 6 lalele galbene. In cte moduri ea poate forma un buchet cu 3 lalele rosii si 2 lalele
galbene?

21. Intr-o companie lucreazi 3 directori adjuncti si 10 manageri. In cate moduri se poate forma o comisie din
5 persoane, astfel incat ea sa includa cel putin 2 directori adjuncti?

22. Saserezolve in N inecuatia:
a) 247 >x-P_; b) 41 +C7? <l4x; ) 5C>C?; d) A’ -2C! >34 .

x=22 x+29

23. Sase determine cate numere naturale a cate cinci cifre distincte se pot forma cu cifrele 0, 3, 5, 7, 9.

24. Sise calculeze suma C. +2C. +3C} +...+ (n=1)C".

G

22. @ Investigati! Sa se afle numarul diagonalelor unui poligon convex cu # laturi, utilizind combindrile.

23. Sa se demonstreze ca:

a) C'=C",+2C") +C"7, b) C" =C", +3C" +3CI+C"7.
24*, ﬁ%ﬁ’@] Lucrati in perechi!

Sé se demonstreze ca Vne N, C,, A3n <4

(Olimpiada de Matematica a Republicii Moldova, 2010)

25. Sa se demonstreze ca:
a) Cf +2Ci +3Cf +o+(+)C =(n+ 22", neN".
nw .

¢) 1—cj+cj—cj+...=2fcos%.

ST B




BINOMUL LUI NEWTON

2.1. Binomul (formula) lui Newton

Isaac Newton (1643—

1727), matematician
englez

Pornind de la identitatile (a+5b)’ =a* +2ab+b*, (a+b) =a’ +3a’b+3ab’ +b°, se
verifica usor ca
(a+b) =(a+b)’ (a+b) =a* +4a’b+6a’b’ +4ab’ +b*,
(a+b)’ =(a+b)’(a+b)’ =a’ +5a*b+10a’h’ +10a’b> +5ab* +b°.
Mentionam ca aceste formule sunt cazuri particulare ale dezvoltarii (@ +b)" pentru orice

ne N, unde a, b pot fi oricare expresii algebrice nenule.
Vom arita cd pentru orice ne N, me N, 0<m<n, este adeviratd formula

(a+b)' =Cla"+Cla"'b+C2a"’b* +...+C"a""b" +..+ C'D", (1)

care se numeste binomul lui Newton sau formula lui Newton.

Demonstratie:

Vom aplica metoda inductiei matematice.

Notam propozitia (1) cu P(n), ne N

Pentru n =1, propozitia P(1) este adevirati, deoarece (a+b)' =a+b=Ca+C|b.

Presupunem ca pentru orice numar natural n=m, m =1, propozitia P(m) este adeva-
ratd, adicd (a+b)" =Cla"+Cla"'b+C.a" b’ +..+CLa"*b" +..+ C'b", unde ke N,
1<k <m.

Vom demonstra ca si pentru orice numar natural n=m+1, m 21, propozitia P(m+1)
este adevarata. Intr-adevar,
(a+b)"" =(a+b)"-(a+b)=(Cla" +Cla" 'b+..+Cia"*b" +..+ C'b")a+b) =

=Cla"" +(C+C)a"b+...+(CL+CE™Nya"*p*™ + .. +(C +C"ab” +CIb".

Cum C) =C,,, =C" =C" =1, aplicand formulele de recurent pentru calculul numérului
de combinari C) +C! =C! , ..., Ct+Ct"' =Ct, C''+C"=C" ,, obtinem:

m+1> ** m+l 2

(a+b)""'=C° a"" +C! a"b+..+C"a" " +. . +C" ab” +C" b,

m+1 m+1 m+1 m+1 m+1

Prin urmare, In baza metodei inductiei matematice, propozitia P(n) este adevarata pentru
orice numar natural »n>1.
Asadar, pentru orice ne N* obtinem:
(a+b)'=Cla"+Cla"'b+C?a"’b* +...+C"a""b" +...4+ C'b" sau
(a+b)" =a"+Cia"'b+C2a"?b* +..+Cl'a""b" +...+b" sau

(a+b)" =2C;”a”"mbm, meN,neN, 0<m<n. b
m=0

Pentru a scrie prescurtat suma termenilor unui sir finit de termeni, se poate folosi si
simbolul, deja cunoscut, ,,2” (sigma). Astfel, Zai semnifica a, +a,+...+a, sise

. . 0 l:l
citeste ,,suma termenilor «@,, i de la 1 la n”.



Exercitiu Si se calculeze (a+b)"”.
% rezolvat Rezolvare:

(a+b)?=Cha”+CLa"b+CLa"b* +Ca’b’ + CLa*h* + C,a'b” +

+Cha’b’ +CLa’h" +Cha'b® + Cla’h’ + CJa’b" + Clyab" + C;b" =

=a"” +12a"b+66a""b* +220a°b’ +4954°b* +792a’b> +924a°b° +

+792a°b" +495a*b® +220a°b° + 66a’h" +12ab" +b".

"/ Jefiniti

* Membrul drept al formulei lui Newton se numeste dezvoltarea binomului la putere.

* Numerele C', C}, C2,...,C", ...,C" din formula lui Newton se numesc coeficienti

binomiali.

Proprietati ale dezvoltirii binomului la putere

1° Numarul termenilor dezvoltarii binomului la
putere, deci si al coeficientilor binomiali C}, C,, ...,
C, este egal cu n+1.

2° In dezvoltarea binomului la putere, expo-
nentii puterilor lui a descresc de la n la 0, iar ex-
ponentii puterilor lui b cresc de la 0 la n.

3° In orice termen al dezvoltirii binomului la
putere, suma exponentilor puterilor lui a si ale lui
b este egald cu n.

4° Termenul

T, =Cla"*b*, ke{0,1,2, .., n},

adica al (k + 1)-lea termen din dezvoltarea bi-
nomului la putere (termenul de rangul £ + 1), se
numeste termenul general al dezvoltdrii.

Atribuind lui £ valori de la 0 la n, determi-
nam toti termenii dezvoltarii binomului la putere.
De exemplu, 7, =C'a"h’ este primul termen,
T,=C!a""*b* este al cincilea termen din dezvol-
tarea binomului la putere.

coeficienti.

Proprietiti ale coeficientilor binomiali

1° Suma coeficientilor binomiali din dezvoltarea
binomului la putere este egald cu 2":
C'+C+Cl+..+C=2"
Intr-adevar, fie a =b=1. Substituindu-le in formula
lui Newton, obtinem:
(I+1)"'=C'+C +C} +..+C".

2° Cum C" =C", obtinem: coeficientii binomiali

n

egal departati de termenii extremi ai dezvoltarii sunt egali.

3° Suma coeficientilor binomiali situati pe locurile pare
in dezvoltarea binomului este egald cu suma coeficientilor
binomiali situati pe locurile impare ale aceleiasi dezvoltari
si este egala cu 27!,

Intr-adevar, considerand in formula lui Newton a =1,
b=-1, ne convingemcd C' —=C! +C’ +...+(=1)"C" =0,
ceea ce confirmd proprietatea formulata.

4° a) Pentru n=2k, ke N, coeficientul binomial al
termenului de mijloc al dezvoltarii (C* ) este cel mai mare.

b) Pentru n=2k+1, ke N, coeficientii binomiali ai
celor doi termeni de mijloc ai dezvoltarii sunt egali
(CF=C"")si sunt cei mai mari.

E important sd se faca distinctie intre coeficientul unui termen al dezvoltarii binomului la
putere si coeficientul binomial al aceluiasi termen, 1n cazul in care a, b sunt expresii cu




De exemplu, in dezvoltarea (3a +b)’ =27a’ +27a’b+9ab” + b’ coeficientul termenului
al treilea este 9, iar coeficientul sdu binomial este C; =3.

Coeficientii binomiali ai dezvoltarii binomului (a + b)" pot fi calculati folosind triunghiul
lui Pascal.

m+l1

Cu ajutorul formulei recurente C"' =C” + C"*', se pot calcula succesiv numerele C"',

folosind numerele C” si C"*'. Valorile respective pot fi scrise sub forma unui tabel triunghiular,
care se numeste triunghiul numeric sau triunghiul lui Pascal.

c" neN Binomul la

J puterea n

1 n=0 (a+b)°

11 n=1 (a+b)

1 2 1 n=2 (a+ by

1 3 3 1 n=3 (a+b)

1 4 1 n=4 (a+b)
1 5 10 5 1 n=>5 (a+b)
n==o

(a+b)°

In linia (n+1) sunt scrise numerele C,?, C}:, Cf, .y C.

Regula de completare a unei linii a triunghiului lui Pascal, avand linia precedenta completata,
este urmatoarea: primul si ultimul numar al liniei este 1; fiecare din celelalte numere ale
acestei linii este egal cu suma a doua numere din linia precedentd, situate in stdnga si in
dreapta numarului care urmeaza a fi calculat.

Astfel, numerele liniei a opta a triunghiului lui Pascal vor fi:

I, 1+6=7, 6+15=21, 15+20=35, 20+15=35, 15+6=21, 6+1=7, 1.

Exercitiu. Completati linia a noua a triunghiului lui Pascal.

( bservatie Mentiondm ca n matematicd mai exista si un alt mod de determinare a coeficientilor
' binomiali, aplicand derivata functiei.

Exercitiu. Studiati, utilizand internetul, modul de determinare a coeficientilor binomiali,
aplicand derivata functiei.

Puterea cu exponent natural a diferentei a doud expresii se calculeaza dupa o formula
similara cu formula lui Newton:
(a=b)'=Cla"—Cla"'b+Cla"’h* = Cla" b’ +..4(=1)"C"a""b" +...+ (=1)"C'b".

Concis, vom scrie:

(a—b)”:Z(—l)’"C;"a"""b'", meN,neN, 0<m<n. 2)
m=0

Formula (2) rezultd din formula lui Newton, scriind (a —b)" =[a+ (—b)]" si dezvoltand
binomul la putere.



2.2. Aplicatii ale binomului lui Newton

Sa analizdm unele aplicatii ale coeficientilor binomiali si ale dezvoltarii binomului la putere.

Exercitii 1 Sa se determine termenul al saselea din dezvoltarea la putere a binomului (\/; +x)".
% rezolvate
Rezolvare:
|
T =C (W) =22 (Jr) 2 =2002%° 3 =2002x° .

~ 519!

2 Sa se afle rangul termenului care nu-1 contine pe x in dezvoltarea la putere a binomu-
20
_ 1
i)
X
Rezolvare:

k
Termenul general al dezvoltirii binomului este 7,,, =Cj, (Jx)* (%) . Conform
x

? 2

Prin urmare, termenul de rangul 5 nu-1 contine pe x n dezvoltarea la putere a binomului
20
1
Vx+—= | .

Raspuns: Termenul al cincilea al dezvoltarii.

k
enuntului, (vx)** (L) =x". Deci, 0=k _»t-0e k=4,
x

22
1
3 Si se calculeze cel mai mare coeficient binomial al dezvoltarii (u3 -y ) .
Rezolvare:

Deoarece n =22 este numadr par, rezultd ca cel mai mare coeficient binomial al dezvoltarii

|
este Cll = % =705 432.

Raspuns: 705432.

4 In dezvoltarea la putere a binomului (3a - %) , coeficientul binomial al termenului
a

de rangul 4 este 20. Sa se afle termenul de rangul 5 al acestei dezvoltari.

Rezolvare:
s onl _(n=2)(n—-Dn P
Cum C, = -3 5 , obtinem:
(”_2—)2”_1)” =20 (n-2)(n-Hn=120 n’ -3n* +2n-120=0 < n=6.

4
- 1 6! -
AStfel, Tvs :(_1)4C:(3a)6 4(_] =m.9a2.a 2:135-

NP

Raspuns: T, =135.




it

ii Si probleme propuse
Profilul real
A,
1. Sa se dezvolte binomul la putere:
) (x+3): b Ga+b)s o Wa+b)ys  d) (%%) ¢) (2a+3x)".

2. Sa se dezvolte binomul la putere:

7
D@05 BEa-b: || D@ o) (a-tay
NEENE 2
3. Sase determine:
a) termenul al cincilea din dezvoltarea la putere a binomului (3x +4)";
b) termenul al saptelea din dezvoltarea la putere a binomului (\/; + 2\/; )’;

¢) termenul al zecelea din dezvoltarea la putere a binomului (In2—51g3)"".

4. Sa se determine suma coeficientilor binomiali din dezvoltarea la putere a binomului:

a) (4a+3b%)%; b) (logs x—3)"";
o) (Wx +3/»)™; d) Bx—2y)".
B,
5. Sa se dezvolte binomul la putere: 10. Sase determine cei doi termeni de mijloc ai dezvoltarii la
2 N 3 ] putere a binomului:
S— 5|—— N
Ve o ) &) (x= )% b) (a+b)";
b) (x—vx*=1)" —=(x+4/x* =1)%; ) (2x*=3y")"; d) 3+x)".
c) (V2x + \/; Y —(2x — \/; )6, 11. Sa se determine termenii din mijloc ai dezvoltarilor la
6. Sase determine suma coeficientilor binomiali ai termenilor puterze a blncz)fmelor: .
de rang impar din dezvoltarea la putere a binomului: a) (a” +3b)"; b) (x=2y)";
L1 N ¢) (a’ +b%)*; d) (5-x)*".
a) 3x+4y)"7; b)| =——F|: ) )
Jx y 12. Sa se determine termenul care il contine pe a' in
¢) (a—15b)%; d) (2x +b)>. dezvoltarea (\a +2a*)".

13. Sase afle coeficientul binomial al termenilor din mijloc

7. |\ | Lucrati in perechi! Sa se arate cd valoarea expre- - X o ay
al dezvoltrii la putere a binomului (x” + y*)".

siei (5— J7 ) +(5+ J7 )" este un numar natural pentru

orice ne N. 14. Coeficientul binomial al termenului al treilea in dez-
8. Sase determine: voltarea la putere a binomului (3 a- L] este cu 44

a) termenul care 1l contine pe x'° in dezvoltarea la putere Ja

abinomului ( Jr+2 X' mai mare decat coeficientul binomial al termenului al

b) termenul care il contine pe a* in dezvoltarea la putere doilea. Sa se afle numarul natural n.

a binomului (3\/; —2Ja )" 15. Sa se determine valorile reale ale lui x pentru care

c¢) termenul care nu il contine pe x in dezvoltarea la putere termenul al patrulea al dezvoltarii la putere a binomului

30

. . 1 o)
a binomului (\/; + ?) . [(\/;)‘g“‘ + ‘\Z/;J este egal cu 200.

9. Sase determine termenul de mijloc al dezvoltarii la putere
a binomului:

6
a) (¢ +2y)"; b) (Va +b*)%; la putere a binomului % - @ .
©) (' =y d) (Vx ~lgx)".

16. Sase determine termenul de rangul patru al dezvoltarii




17.

18.

19.

20.

25.

26.

Sa se calculeze suma coeficientilor dezvoltarii la putere
a binomului:

a) (8x* =5y%)’; b) (7x+8y%)°.

Sa se determine termenii rationali ai dezvoltarii la putere

a binomului:
b) (\/§+4\/§)1z4.

a) A5-12)";

[&tﬁ%ﬂ Lucrati in perechi! Sa se afle termenul care il
1
contine pe x * in dezvoltarea la putere a binomului

[3\/; + “/g J , stiind ca suma coeficientilor binomiali
este egald cu 256.

Sa se determine 1, daca in dezvoltarea (x+ )" coefi-
cientul lui )? este egal cu coeficientul lui y°.

G

Sa se demonstreze prin metoda inductiei matematice si
cu ajutorul formulei lui Newton mica teorema a lui
Fermat: ,,Daca p este un numar natural prim si n€ N,
atunci n” —n se divide cu p”.

Observatie. Teorema lui Fermat deseori se formuleaza
astfel: ,,Daca p este un numdr natural prim si n este un
numar natural care nu este multiplu al lui p, atunci
n”"' -1 se divide cu p”.

@ Investigati! Ce proprietati ale numerelor (sirurilor)
se pot depista in triunghiul Iui Pascal?

21.

22.

23.

24,

27.

28.

Elemente de combinatorica. Binomul lui Newton

Sa se afle termenul care il contine pe x° in dezvoltarea la
putere a binomului (\/; +x)", daca suma coeficientilor
binomiali de rang par este egala cu 2 048.

Sa se determine A, daca termenul al cincilea din
dezvoltarea la putere a binomului (3 a +l) nu-1
a
contine pe a.
. . 1
Dezvoltarea la putere a binomului ava -
a4

contine 9 termeni. Determinati termenul de mijloc al
dezvoltarii.

n

@ Determinati numarul natural » astfel incat in

dezvoltarea la putere a binomului (\/5 +243 )" raportul
dintre termenul al treilea si termenul al doilea este egal

cu 5\/3.

ﬁﬁ] Lucrati in perechi! Sa se compuna, utilizand
binomul lui Newton, o problema vizand:

a) aranjamentele;

b) permutdrile;

¢) combinarile.

Comparand coeficientii puterilor lui x din ambii membri
ai egalitatii (1+ ) (1+x)" =(1+x)"", si se demon-
streze ca C,C)+C;'C\ +..+C/C. =C,

o> unde
k, m,le N si [ <min(k, m).




xercitii si probleme recapitulative

Profilurile umanist, arte, sport

A

Sa se calculeze:

10! 25!
38w b G or

or 100!

©) G5_3a)1 A CTFuIE
Sa se calculeze:

AS3 3 4 g2
a) 7; b) €, =G5 - 455

5

o) P-4, Cy d) C€;-Cy -Gy

Cei 24 de elevi ai clasei a XII-a, la serata de absolvire,
au facut schimb de fotografii Intre ei. Cate fotografii au
fost necesare?

La un turneu de sah au participat 14 sahisti si fiecare
2 sahisti s-au intalnit o data. Cate partide s-au jucat la
turneu?

. In cate moduri se pot aseza 6 elevi pe 20 de locuri care nu

sunt numerotate?

. Un tren de pasageri are 12 vagoane. in cite moduri pot fi

cuplate vagoanele pentru formarea trenului?

. Cele 4 examene de BAC trebuie sa fie programate in

8zile.

a) In cate moduri se poate face programarea?

b) in céte moduri se poate face programarea daca ultimul
examen de BAC se va sustine obligatoriu in ziua a opta?

. In cate moduri pot fi aranjate 8 becuri electrice distinct

colorate in 6 dulii?

. In cate moduri pot fi aranjati 10 sportivi la o competitie

daca cel mai Inalt trebuie sa fie primul, iar cel mai scund —
ultimul?

10. ﬁﬁj Lucrati in perechi! Clasa a XII-a este reprezentatd la un concurs de matematica de 12 elevi si

11.

3 profesori. In cate moduri se pot forma echipe de cate 5 elevi si:

a) un profesor; b) doi profesori;

¢) trei profesori;

d) cel putin un profesor?

Sa se determine cate numere naturale se pot forma cu cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6, daca in orice numar format fiecare cifra apare

cel mult o data.

C

12. O urnd contine 6 bile albe si 8 bile negre. Se extrag concomitent doua bile.

m

Sa se determine, aplicand formula P(A4)=—, probabilitatea evenimentului:

n b
A = {se extrag doua bile albe};
B = {se extrag doua bile negre};

C = {se extrag doua bile de aceeasi culoare}.



11.

12.

13.

14.

Profilul real

A,

Cate elemente trebuie sd contind o multime, astfel incat
numarul permutarilor elementelor acesteia sa fie cuprins
intre 3000 51 55007

Sergiu a invitat la ser-
barea zilei de nastere
8 colegi de clasa.

a) In cate moduri ii
poate aseza la o masa
ovala?

b) Generalizati pentru
n colegi.

Sa se determine cate numere naturale de zece cifre
distincte pot fi formate.

Din 10 operatori §i 5 ingineri ai firmei ,,Tempus”, se
formeaza o delegatie alcatuita din 6 persoane, dintre care
cel putin 2 sunt ingineri. in cate moduri se poate forma
aceasta delegatie?

Sa se afle numarul natural n, daca se cunoaste ca
P - A =30(n+1).

n+3

Fie binomul (2a™ +1)". Sa se afle numerele naturale m
sin, daca se stie ca termenul al cincilea in dezvoltarea la
putere a binomului il contine pe a'*, iar termenul al
optulea il contine pe a’.

In cate moduri putem forma echipe cu componenta de
3 elevi, 2 profesori si un parinte, daca sunt 26 de elevi,
5 profesori i 10 parinti?

Din 14 persoane, dintre care 8 barbati si 6 femei, se
formeazi o comisie din 5 persoane. In cate moduri se
poate forma aceasta comisie daca in componenta ei pot
intra cel mult 3 barbati?

5. Cate numere naturale se pot forma cu cifrele 0, 2, 4, 6, 8,
astfel incat in scrierea fiecarui numar orice cifra sa apara
cel mult o data?

6. Saserezolvein N ecuatia:
!
%) (n+2)!
A" - (n—m)!
) 8C, =34";

7. Sa se afle T,
\/t;; 15
—+2.

&

8. Fie binomul (\/5 ++3 )". Sa se afle numarul natural n,

dacd se cunoaste ca 7, :7;, =4:9.

=90; b) A'-P_,=42P_,;

d) 6(C', +C*,)=13C>

+1 n+2*

in dezvoltarea la putere a binomului

9. Sa se afle termenul care nu-I contine pe x in dezvoltarea

2000
la putere a binomului (\/ xvx + %) .
x

10. Sa se afle termenul de mijloc in dezvoltarea la putere a
14

binomului (%4\/} - )

15. Saserezolvein N inecuatia:

a) C.+C!>n(n-2), b) C'J <54 ;
¢) Cr > 20 d) 5C°>C .

16. Fie (2a+b*)". Si se determine n, daci:
a) suma coeficintilor binomiali este 256;
b) suma coeficientilor binomiali de rang impar este 256;
¢) coeficientul binomial al lui a” este egal cu coeficientul
binomial al lui «’;
d) coeficientul binomial al termenului al treilea este me-
dia aritmeticd a coeficientilor binomiali ai termenilor al
doilea si al patrulea.

21
17. Sase determine termenul din dezvoltarea [5\/_ - L)

a
care nu-1 contine pe a.

6
18. Fie (\/;+%) . Sa se afle x, daca T =§.

19. @ Determinati termenul care il contine pe @' in

25
dezvoltarea la putere a binomului [\/; + SL) .

Va

L s7]



20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

33. Sa se demonstreze ca pentru orice ne N, n>2, are loc inegalitatea C; > ——

Fie dezvoltarea binomului (\/7 -5 )". Sa se determine
numarul termenilor rationali ai dezvoltarii, daca:

a) n=>5; b) n=100.

Sa se demonstreze ca:
a) A" =mA", a4

n—1 n—12

no__ n #
b) C, =2C; ,, neN".
Sa se demonstreze cd Vne N° valoarea numericd a

(2n)!

expreswl X este un numar 1ntreg
-n!

Cu cifrele 0, 1, 2, 5, 6, 7 se formeaza toate numerele
naturale posibile a cate sase cifre distincte.

a) Cate astfel de numere se pot obtine?

b) Cate numere incep cu cifra 2?

¢) Cate numere incep cu cifra 1?

d) Cate numere se termina cu cifra 1?

e) Cate numere ncep cu 20?

Sa se afle cate permutari ale elementelor 1, 2, ..., n exista,
astfel incat elementul 1 sa se afle pe primul loc.

Sa se afle valorile intregi ale lui z pentru care este definit
2
numarul Cj, "1,

Pe o polita sunt
20 de volume.
Sa se determine
in cate moduri
pot fi acestea amplasate pe politd, astfel incat volumele
1 51 2 sa nu fie alaturi.

G

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Sa se determine cate numere naturale a cate cinci cifre
distincte se pot forma cu cifrele 0, 3, 5,7, 9.

Sa se determine cate combinari existd din elementele 1,
2, ..., n, luate cate m (2 <m <n), In care nu se contin in
acelasi timp elementele 1 i 2.

@ Rezolvati in N ecuatia 4° =4C; —2n.

@ Dezvoltarea la putere a binomului | a+/a — %
at

contine 9 termeni. Determinati termenul de mijloc al

dezvoltarii.

In clasa a XII-a invata 12 baieti si 18 fete.

a) In cate moduri pot fi formate grupuri de 3 fete si 2
baieti pentru a realiza un proiect?

b) In cate moduri pot fi formate echipe mixte de cite 6
elevi pentru a participa la competitia scolara de volei?

O intreprindere este formatd din 40 de persoane, din
care fac parte administratorul si un contabil. Se formeaza
o comisie din care face parte administratorul, contabilul
si inca cinci membri. In cate moduri poate fi aleasd
aceasta comisie?

4n

2

34. Si se demonstreze ca valoarea expresiei C) ,-C;,  -C,  -...-Ci' | este un patrat perfect.
35%.Saserezolve iIn NxN sistemul de ecuatii:
N ;1—;+c;* =126, {A” —5477 =0,
0. 123 —5C3 =

36.

Sé& se compuna o problema vizand:
a) aplicatii ale binomului lui Newton in fizica;
b) aplicatii ale binomului lui Newton in chimie.

37%. Sd se rezolve in NxN sistemul C**' =C> =2C"".

x+1 x+1 X+l

38*. Si se demonstreze ci Vne N', 2n+1)!>2> - (n!)’.



——  / est sumativ

Timp efeciy de lucry:
45 de minute

Profilurile umanist, arte, sport

1. a) Completati caseta cu un numar natural, astfel incat expresia obtinuta sa aiba sens: Allo:r

b) Aflati numarul de aranjamente obtinut la a) dupa completare.

2. Comitetul organizatoric al unei serate matematice a elevilor clasei a XII-a este format din 4 membri. in cite moduri poate
fi format acest comitet daca in clasa sunt 25 de elevi?

3. Sergiuainvitat 12 prieteni la serbarea zilei sale de nastere. Determinati in cate moduri Sergiu poate aranja prietenii la o
masa rotunda.

4. Clasa a XII-a este reprezentata la o competitie sportiva de 15 elevi si 3 antrenori.
a) Determinati in cate moduri se pot forma echipe de cate 6 elevi.

b) Aflati in cate moduri se pot forma echipe de cate 5 elevi si un antrenor.

5. Formulati un exemplu de utilizare a elementelor de combinatorica in viata cotidiana.

Profilul real

1. a) Incercuiti litera A, daca propozitie este adevirata, sau litera F, daca ea este falsa:
,Cucifrele 2,4, 6, 8, 0 pot fi formate 100 de numere de telefon a cate cinci cifre distincte”.

b) Aflati cardinalul booleanului multimii 4 = {2, 4, 6, 8, 0}.
2. Rezolvatiin N ecuatia C7 =x* —1.

3. Inclasa a XII-a sunt 14 baieti si 18 fete. in cate moduri se pot forma echipe alcatuite din 3 baieti si 5 fete?

4. Rezolvatiin N inecuatia 747 +14P_ <30P.
5. Termenul de rangul 17 al dezvoltarii binomului (Lz +5vx ) nu-1 contine pe x. Determinati valoarea lui n.
X

6. Fie a,be N si JbeR\Q. Demonstrati cd oricare ar fi ne N, valoarea numerica a expresiei (a + Jb )" +(a— N )"

este un numar natural.
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Modulul

Elemente de teoria
probabilitatilor

Invatind matematica, inveti si gandesti!
Grigore Moisil

Obiectivele . utilizarea notiunilor de evenimente elementare si de evenimente

modulului aleatoare asociate unui experiment aleator;

. aplicarea definitiei clasice la calculul probabilitatilor;

. aplicarea formulei de inmultire a probabilitatilor la stabilirea
independentei evenimentelor aleatoare;

. aplicarea proprietatilor probabilitatii la rezolvarea problemelor;

. determinarea repartitiei unor variabile aleatoare discrete simple;

Definitia clasica a probabilitatii

Evenimente aleatoare.
Formule pentru calculul
unor probabilitati

Evenimente aleatoare
independente

Variabile aleatoare discrete



Generalitati

Blaise Pascal (1623—
1662), matematician,
fizician, scriitor si filo-

_ 3 curt istoric

Bazele teoriei probabilitatilor au fost puse in secolul al XVII-lea de
matematicienii B. Pascal si P. Fermat. De Mere, un cavaler pasionat de jocurile
de noroc, i-a propus lui B. Pascal doua probleme care nu se incadrau in contextul
matematicii acelor timpuri. Rezolvarea acestor probleme si corespondenta lui
B. Pascal cu P. Fermat privind solutiile gésite au stat la originea cercetarilor
care au pus bazele teoriei probabilitatilor. Dintre marii matematicieni care au
contribuit la dezvoltarea teoriei probabilitatilor in secolele XIX—XX i mentio-

Pierre Fermat 1 601—
1665), matematician
francez

zof francez nam indeosebi pe C.F. Gauss, S.D. Poisson, A.A. Markov, A.N. Kolmogorov,

B.V. Gnedenko, E.S. Wentzel.

Astazi, teoria probabilitatilor constituie una dintre cele mai importante ramuri
ale matematicii contemporane. Obiect de studiu al teoriei probabilitatilor
formeaza legitatile ce se manifesta in domeniul fenomenelor intamplatoare.

Siméon Denis Poisson
(1781-1840), mate-
matician francez

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), mate-
matician, fizician si
astronom german

B.V. Gnedenko

A.A. Markov

(1856-1922), mate- ' (1912-1995), mate- —

matician rus Ai.gl\(l)éKloglrgr;ogor?[V matician rus E.S. Wentzel
(1903-1987), mate- (1907-2002), mate-
matician rus maticiana rusa

Suntem deja familiarizati cu notiunea eveniment, care semnifica rezultatul unui experi-
ment sau al unei observatii. Termenul experiment se utilizeaza pentru descrierea oricarei
actiuni care poate fi repetatd pastrand conditiile de baza.

1 Aruncand 1n sus o moneda, efectuam un experiment. Rezultatele posibile — aparitia
fetei cu stema si aparitia fetei cu banul — sunt doua evenimente.

2 Incilzirea apei pana la temperatura de 100 °C reprezinti un experiment. Rezultatul —
fierberea apei — este un eveniment.

3 Dintr-o urna ce contine 5 bile albe si 2 bile negre se extrage la intamplare o bila, ceea
ce inseamnd un experiment. Extragerea unei bile albe constituie un eveniment, la fel ca si
extragerea unei bile negre. De asemenea, extragerea unei bile de alta culoare decat alba
sau neagra este un eveniment.

Observam ca evenimentele pot fi clasate n sigure, imposibile si aleatoare. Fierberea
apei la temperatura de 100 °C (la presiunea normala — 760 mmHg) este un eveniment sigur.
Extragerea unei bile de alta culoare decat cea alba sau neagra este un eveniment imposibil
(exemplul 3), la fel casi aparitia simultana a stemei si a banului la aruncarea unei monede.

Eveniment sigur (se noteaza cu E) se numeste evenimentul care se produce in mod
obligatoriu la efectuarea experimentului.

Eveniment imposibil (se noteaza cu &) se numeste evenimentul care nu se produce la
nicio efectuare a experimentului.

La aruncarea monedei, fata cu stema poate sa apard, dar poate si sa nu apara. Aici
avem un eveniment aleator. Si aparitia fetei cu banul reprezinta un eveniment aleator.

Eveniment aleator se numeste evenimentul care, in urma efectuarii experimentului, se
poate produce, dar poate si sa nu se produca.

in exemplul 3, extragerea unei bile albe si extragerea unei bile negre sunt doua eveni-
mente aleatoare.



DEFINITIA CLASICA A PROBABILITATII

1.1. Evenimente egal posibile

@m Cateva evenimente aleatoare se numesc incompatibile daca oricare dintre ele nu se

pot produce simultan la efectuarea aceluiasi experiment. In caz contrar, evenimentele
se numesc compatibile.

m 1 Castigul, pierderea si remiza intr-o partida de sah pentru oricare dintre cei doi jucatori

sunt 3 evenimente incompatibile.

2 La aruncarea zarului considerdm evenimentele:
A; = {cad i puncte}, i = 1, 6; B, = {cade un numar impar de puncte};
B, = {cade un numar par de puncte}; B, = {cad cel mult 3 puncte}.
Sunt incompatibile evenimentele aleatoare: 4,, 4,, A5, A,, As, Ag; By, B,; By, Ay, As, Ay
Evenimentele B,, B, sunt compatibile, deoarece aparitia fetei cu 2 puncte inseamna
producerea ambelor evenimente. De asemenea, sunt compatibile evenimentele: B, B;; 4,,
B, By; A, B,, B,, B,

Rezultatele unui experiment se considerd egal posibile (echiprobabile) daca, in baza
unor considerente de simetrie, se poate afirma ca toate au aceeasi sansa de a se produce.

m 1 La aruncarea unei monede, daca aceasta este perfectd, nu exista niciun motiv sa
admitem cd una dintre fete are o sansa de aparitie mai mare decat cealaltd. Deci, aparitia
stemei §i aparitia banului sunt doud evenimente echiprobabile.

2 Presupunem ca se arunca un zar perfect cubic si omogen ca densitate. Si aici nu
existd niciun motiv de a considera ca o anumita fatd are o sansa mai mare de a aparea decat
alte fete, adicd avem 6 evenimente echiprobabile.

3 Fie ca dintr-o urna ce contine 5 bile albe si 3 bile negre se extrage la intdmplare o bila.
Daca bilele sunt identice ca forma, marime §i masa, atunci se poate presupune ca toate bilele
din urna, indiferent de culoare, au aceeasi sansa de a fi extrase, adica aici avem 8 evenimente

egal posibile.

Notiunea de evenimente echiprobabile permite sa comparam doua evenimente aleatoare
din punctul de vedere al sansei de a se produce. Sa reluam exemplul 3 si sa consideram
evenimentul 4, ca bila extrasa sa fie alba, si evenimentul B, ca bila extrasa sa fie neagra.
Este evident ci A4 este mai posibil decat B. Intr-adevir, fiecare dintre cele 8 bile are aceeasi
sansa de a fi extrasa, Insd bile albe sunt mai multe decat bile negre. Spunem ca evenimentul
A are 5 rezultate (cazuri) favorabile, iar evenimentul B are 3 rezultate (cazuri) favorabile.

In experimentul cu aruncarea zarului, evenimentul constand in aparitia unei fete cu cel
putin doud puncte este mai posibil decét evenimentul constand in aparitia unei fete cu cel mult
trei puncte. Primul are 5 cazuri favorabile, iar al doilea are doar 3.



1.2. Definitia clasica a probabilitatii

Vom defini notiunea de probabilitate pentru evenimente aleatoare asociate unui experi-

ment cu numar finit de cazuri incompatibile i echiprobabile.

m Se numeste probabilitate a unui eveniment aleator A4 raportul dintre numadarul m

Probleme

% rezolvate

de rezultate egal posibile favorabile lui A si numdrul total n de rezultate egal
posibile ale experimentului.

Probabilitatea evenimentului 4 se noteaza P(4). Conform definitiei,

m
P(4)=". (1)

Formula (1) reprezintd definitia clasica a probabilitatii.
Din aceasta definitie deducem proprietitile probabilititii:
1° Probabilitatea evenimentului sigur £ este 1.
intr-adevir, deoarece pentru evenimentul sigur m = n, rezultd ci P(E)= % =1.
2° Probabilitatea evenimentului imposibil & este 0.
Deoarece pentru evenimentul imposibil m = 0, rezultd ca P(Q) = % =0.

3° Probabilitatea evenimentului aleator 4 este un numar cuprins intre 0 i 1.
Intr-adevar, numarul m al cazurilor favorabile evenimentului aleator 4 satisface

inegalitatea dubla 0 <m < n, de unde deducemca 0< % <1. Prinurmare, 0 < P(4)<1.

Din aceste proprietati rezulta ca probabilitatea oricarui eveniment 4 satisface inegalitatea

dubla 0< P(A)<1.

1 Se aruncd o moneda. Sa se calculeze probabilitatea ca va cadea fata cu stema
(evenimentul A4).
Rezolvare:

Evenimentului 4 1i este favorabil unul dintre cele doua rezultate posibile echiprobabile.

Deci, n=2, m=1 si P(A)= % Fireste, fata cu banul are de asemenea probabilitatea %

»/) /) /) /) )l

Deci, n=15, m=10 si P(A4)=

2 O urna contine 10 bile albe, 3 bile negre si 2 bile rosii. Se extrage la intdmplare o bila.
Sa se afle probabilitatea evenimentului 4 — ca bila extrasa sa fie alba.

Rezolvare:

Numarul total de cazuri egal posibile este 15, numarul de cazuri favorabile lui 4 este 10.
10_2

15 3°

3 O urna contine 4 bile albe a,, a,, a;, a, si 2 bile negre n,, n,. Se extrag simultan 2 bile.
Sa se determine probabilitatile evenimentelor aleatoare:

A, = {bilele extrase sunt de culori diferite}; 4, = {bilele extrase sunt de aceeasi culoare}.
Rezolvare:

Vom nota simbolic cu (a,, a,) extragerea bilelor a, si a,, cu (a,, a,) extragerea bilelor g,

sl a, s.am.d.



Atunci, rezultatele posibile (egal posibile) ale experimentului pot fi scrise astfel:
(a1, @), (a1, @), (ai,as), (a,m), (ai,n),
(a2, a3), (a2, a4), (a2, m1), (a2, m2),
(a3, a3), (az,m), (a3, m),
(as, m), (as, n),
(n1, na).

Observam cd n=15. Deoarece lui 4, 1i sunt favorabile 8 rezultate, iar lui 4, 1i sunt

favorabile 7, conform definitiei clasice a probabilitatii, P(4,) = 1§, P(4,)= %

5
In cazul unor probleme mai complicate, pentru calculul numerelor # §i m sunt necesare
metode eficiente de numarare, care sa permita determinarea lor fard a enumera rezultatele.
Aceste metode sunt descrise n analiza combinatoricad.

Aplicatii largi are regula de inmultire (principiul de baza al combinatoricii). Fie ca sunt
alese doud elemente x, si x, (bile, numere, carti, elevi etc.). Daca pentru alegerea lui x,

n, -n, perechi (x,, x,). Mai general, daca se aleg k elemente x,, x,, ..., x,, atunci pot fi
formate #, - n, -...-n, combinatii de forma (x,, x,, ..., x,) (unde n, este numarul modurilor

de alegere a lui x,,i=1, k).

Probleme

1 Se ia la Intdmplare un numar natural de 5 cifre. S se determine probabilitatea ca

% rezolvate

acest numar nu contine cifra 9 (evenimentul 4).

Rezolvare:

Rezultatele posibile sunt numerele de 5 cifre. Prima cifra trebuie sa fie diferita de zero,
prin urmare, exista 9 moduri de alegere. Celelalte patru cifre pot fi oricare dintre cele 10 ci-
fre: 0, 1, 2, ..., 9. Deci, fiecare dintre ele are 10 moduri de alegere. Conform regulii de
inmultire, numirul rezultatelor posibile este 9-10-10-10-10, adica 9-10".

Rezultate favorabile sunt acele numere de cinci cifre care nu contin cifra 9. Prima cifra
a unui astfel de numar este diferita de 0 si 9, iar urmatoarele patru cifre sunt diferite doar

de 9. Conform regulii de inmultire, numarul cazurilor favorabile este 8-9*.
4
Prin urmare, conform definitiei clasice, P(A4)= % =0,5832.
2 Dintr-o urna ce contine # bile numerotate cu 1, 2, 3, ..., n se extrage de k ori cate o
bila, fiecare bild dupa extragere fiind repusa in urna. Sa se determine probabilitatea ca
sunt extrase k bile diferite (evenimentul A), k < n.
Rezolvare:

Rezultatele posibile sunt combinatiile de forma (x,, x,, ..., x,), alcatuite din numerele de
pe bilele extrase. x,, sau orice alt x,, poate fi oricare dintre numerele 1, 2, ..., n, avand
bile este n-n-...-n=n". Dintre acestea, favorabile evenimentului 4 sunt combinatiile
(x,, x,, ..., x,), alcatuite din numere diferite. Numéarul acestor combinatii poate fi aflat astfel:
trebuie sd ne imaginam ca extragem k bile fara a le repune dupa extragere inapoi in urna.
Din nou, in baza regulii de inmultire, numarul de combinatii cautat este

n(n—1)(n-2)..(n—(k-1)).

Astfel, conform definitiei clasice, P(A4) =

n(n—1)..(n—(k-1)) _A_,f
n" ot



( bservatie Aceasta problema admite numeroase interpretari. De exemplu, fie ca intr-o clasd invata

k elevi. Presupunem ca anul are 365 de zile si ca ziua de nastere a fiecarui elev poate sa
cada n mod echiprobabil in oricare dintre aceste zile. Care este probabilitatea ca zilele
de nagtere ale elevilor sa fie diferite (evenimentul A4)?
Ne putem imagina o urna in care se afla 365 de bile numerotate 1, 2, 3, ..., 365. Zilele de
nagstere ale elevilor Tnseamna £ bile extrase din urna cate una, cu repunerea bilei extrase
in urni. Astfel, rispunsul rezultd, in mod evident, din problema rezolvati 2:

P(4) = 365-364-...-(3}(65—(/(—1))'
365
In principiu, oricirui experiment aleator cu o multime de evenimente elementare cel mult
numadrabila i se poate asocia un model de urne, astfel incat orice eveniment sa fie analog
cu extrageri de bile. De exemplu, experimentul cu aruncarea unei monede simetrice
poate fi Inlocuit cu extragerea unei bile dintr-o urna ce contine doud bile marcate cu
literele s si b (stema si banul). La fel, aruncarea unui zar poate fi interpretata ca extragerea

unei bile dintr-o urna ce contine 6 bile marcate cu cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6.

3 Un juriu din 5 membri este format la intamplare dintr-un grup de 10 barbati si

5 femei. Sa se determine probabilitatea ca juriul sé fie alcatuit din 3 barbati i 2 femei

(evenimentul 4).

Rezolvare:

Orice rezultat posibil inseamna 5 persoane din cele 15. Prin urmare, exista atatea rezultate
posibile, cate submultimi de 5 elemente putem forma cu 15 elemente. Numarul acestor
submultimi este C;. Dintre ele, favorabile sunt cele alcituite din 3 barbati si 2 femei. Pentru
alegerea a 3 barbati din 10 existda C;, posibilitati, iar pentru alegerea a 2 femei din 5 exista
alesin C. - C? moduri. Astfel, CC a0

P(A)= % =100l 0,40.

4 De sirbatori, Mos Craciun a pregatit pentru 4 copii cite un cadou. Incurcand cadourile,

ele au fost inmanate copiilor la intamplare. Care este probabilitatea ca fiecare copil va

primi cadoul sau?

Rezolvare:

Fie 4, B, C, D initialele numelor copiilor, iar a, b, ¢, d cadourile pregéatite de Mog Craciun

pentru 4, B, C, D, respectiv. Aplicam definitia clasica: P = %

Orice caz posibil inseamna o varianta posibild de inméanare a celor 4 cadouri si poate fi
descris printr-o permutare a literelor a, b, ¢, d. De exemplu, permutarea bacd Inseamna
ca A a primit cadoul pregatit pentru B, B a primit cadoul pregatit pentru 4, iar C si D au primit
cadourile lor. Numarul cazurilor posibile este numarul permutarilor literelor a, b, ¢, d, adica
4!. Deci, n=24.

Este evident ca exista un singur caz favorabil si el este dat de permutarea abed: m=1.
Astfel, probabilitatea ceruta este:

P=

m_ 1
n 24



robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

1. Dinmultimea {1, 2, ..., 100} se extrage la intimplare un
numar. Sunt incompatibile oare evenimentele:
{numarul extras este divizibil cu 10}, dar auitat ultimele doua cifre, insa
{numarul extras este divizibilcu 11}? tine minte cd una dintre ele este 2, iar alta este impara. Sa
B se determine probabilitatea ca va fi format numarul corect.

2. O persoand incearca sa formeze,
din memorie, un numar de telefon,

3. Intr-o urna sunt cateva bile albe si citeva bile negre, in total 25 de bile. Se extrage la intimplare o bila. Probabilitatea ca
aceasta bila sa fie alba este egala cu p, iar ca aceasta bila sa fie neagra probabilitatea este egala cu 4p. Sa se determine
numarul bilelor de fiecare culoare n urna.

4. Pe 10 fise sunt scrise numerele intregi de la 1 1a 10. La intdmplare, se extrag doua fise. Sa se determine probabilitatea ca
suma numerelor de pe aceste doua fise este egala cu 11.

5. Searunca un zar de 4 ori. Sa se determine probabilitatea ca la prima si la ultima aruncare sa cada un numar par de puncte.

C
6. ﬁf% Lucrati in perechi!

Dintr-o urnad ce contine 3 bile albe si 5 bile negre se
extrag concomitent 3 bile. Sa se determine probabilitatea
evenimentului aleator:

a) A = {sunt extrase 3 bile albe};

b) B = {sunt extrase 3 bile de aceeasi culoare};

7. Din multimea {1, 2, 3, 4} se scot, unul cate unul, toate
numerele. Sa se determine probabilitatea evenimentului:
a) A = {numerele sunt scoase in ordinea 1, 2, 3, 4};
b) B = {primul numar scos este 1};
¢) C = {primul numar scos este 1, iar al doilea numar scos
este 2}.

8. Seia la intamplare un numar intreg, care apartine inter-
valului [-3, 6]. Sa se determine probabilitatea ca acest
numar este solutie a inecuatiei |[3x—2]2>6 in Z.

Profilul real

¢) C = {sunt extrase 2 bile albe si o bild neagra};
d) D = {sunt extrase bile de culori diferite}.

A,
1. Dintr-o urnd ce contine 3 bile albe si o bila neagra se extrage de 3 ori cate o bila, fard repunerea in urna a bilei extrase.
Consideram evenimentele: 4, = {la extragerea i apare o bild alba},
B, = {la extragerea i apare o bild neagra}, i = 13
Care dintre perechile de evenimente sunt incompatibile: 4, si 4,; B, si B,; B, si B;; A siB; A4 siB,?
2. ﬁﬁj Lucrati in perechi! Din multimea de numere {1, 2, ..., 20} se ia la intAmplare un numar k. Sa se determine
probabilitatea evenimentului aleator: a) A={k>10}; b) B={5<k<13}; c) C={k">20).

15
3. Sase determine probabilitatea ca n luna decembrie a unui an, luat la intamplare, sunt cinci duminici.

4. La o loterie sunt 96 de bilete, dintre care 8 castigatoare. O persoana cumpara 12 bilete. Sa se determine probabilitatea
evenimentului aleator:  a) 4 = {exact 2 bilete din cele cumpérate sunt castigatoare};

b) B = {cel putin 3 bilete din cele cumparate sunt castigatoare}.

5. 6 fise pe care sunt scrise literele 4, 4, 4, N, N, S se asaza la intamplare in sir. Care este probabilitatea cd se obtine cuvan-
tul ANANAS?

G

. Dintr-un pachet de 36 de carti de joc se extrage la intam-
plare o carte. Sa se determine probabilitatea evenimen-
tului aleator:

a) A, ={este scos un as};

b) 4, = {este scoasa o trefld sau dama de pica};

c) A4, = {este scoasa o pica sau un rege}.

(Amintim cd un pachet de carti de joc contine 4 tipuri de
carti (caro, trefld, cupa, pica), cu acelasi numar de carti de
fiecare tip.)

=l Investigati! Care este probabilitatea ca patratul unui
numir intreg nenul si se termine cu cifra 1? Incercati sa
mai formulati o problema de acest tip.

7]



EVENIMENTE ALEATOARE. FORMULE
PENTRU CALCULUL UNOR PROBABILITATI

2.1. Multimea de evenimente elementare a unui experiment

In acest paragraf notiunile eveniment aleator si probabilitate ca notiuni matematice
vor fi ,,formalizate” sau precizate. Totodata, vor fi considerate si experimente cu un numar
finit de rezultate nu neaparat echiprobabile. in acest scop, in multimea de evenimente aleatoare
asociate unui experiment vom distinge evenimentele elementare, din care sunt alcatuite
celelalte evenimente aleatoare.

m Multime de evenimente elementare a experimentului se numeste orice multime

de rezultate posibile £ = {e,, e,, ..., e,} ale experimentului, care verifica conditiile:

1) la efectuarea experimentului se poate produce unul si numai unul din rezultatele
€l €9y -y €,
2) dupa rezultatul e; al experimentului si orice alt rezultat (neelementar), legat de

acest experiment, se poate stabili daca acesta s-a produs sau nu.

m 1 Se aruncd o moneda. In calitate de evenimente elementare pot fi considerate eve-
nimentele: s (,,apare stema”) si b (,,apare banul”). Deci, £ ={s, b}.

2 Se aruncd o monedi de doua ori. Multimea de evenimente elementare a acestui
experiment poate fi luata astfel: E ={ss, sb, bs, bb}, unde, de exemplu, bs inseamna ca la
prima aruncare cade banul, iar la a doua — stema.

3 Se arunca un zar de doua ori. In calitate de evenimente elementare pot fi considerate
perechile de numere ij, unde 7, j =1, 6. Prin urmare, E este multimea:

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Pentru acest experiment se poate construi si o altd multime de evenimente elementare.
De exemplu, £ ={e,, e,, ..., ¢}, unde ¢, ={cade suma de i+1 puncte}, i=1,11. Cum
vom alege multimea £ depinde de problema care urmeaza a fi rezolvata.

2.2. Evenimente aleatoare

Experimentului cu aruncarea unui zar 1i corespund nu numai evenimentele elementare
e, ={apar i puncte}, i=1, 6, ci si alte evenimente (neelementare), de pilda:

A = {apare numar par de puncte} sau

B = {apar cel putin 2 puncte, dar nu mai mult de 5}.

Atat A, cat si B se produc cu unele dintre evenimentele elementare si nu se produc cu
altele. Astfel, lor le corespunde céte o submultime a multimii de evenimente elementare
E={e,e,,.., e}. De exemplu, pentru 4 aceasta este submultimea {e,, ¢,, e,}, iar pentru
B — submultimea {e,, e,, ¢,, es}.




gm Orice submultime 4 ¢ £ a multimii de evenimente elementare £ a experimentului se

numeste eveniment aleator.

Conform definitiei, £ si & sunt evenimente aleatoare. Va fi comod s pastram pentru
ele denumirile respective de eveniment sigur si eveniment imposibil.

Despre evenimentele elementare din care constd 4 vom spune ca ele sunt favorabile
evenimentului aleator A.

De retinut ca daca experimentul se incheie cu un eveniment elementar din 4, atunci
spunem ca s-a produs sau s-a realizat evenimentul aleator 4.

m Consideram din nou experimentul cu aruncarea monedei de doua ori (sau, echivalent, cu
aruncarea a doua monede).
Am vazut deja cd E ={ss, sh, bs, bb}. Multimile A={ss, sb, bs}, B={ss, bb} si
C ={sh, bs}, fiind submultimi ale lui £, reprezinta evenimente aleatoare. A constd in aparitia
a cel putin unei steme, B — 1n aparitia aceleiasi fete de doua ori, C — in aparitia a doua fete
diferite.

( bservatie Evenimentul aleator poate fi descris nu numai ca o submultime a lui £, dar si ,,prin
- cuvinte”.

Problema Dintr-o urna ce contine 5 bile albe si 3 bile negre se extrage la intamplare o bila. Sa se
rezolvata construiascd o multime de evenimente elementare £ si sa se descrie ca submultimi

evenimentele 4 = {bila extrasa este alba}, B = {bila extrasa este neagra}.

i

Rezolvare:

\)) Se observa cé exista 8 rezultate posibile, fiecare constand in extragerea uneia dintre cele
3 8 bile. Pentru a simplifica rationamentele, numerotam bilele albe cu 1, 2, 3, 4, 5, iar pe cele
negre —cu 6, 7, 8. Atunci, E={e,e,, e,, €,, €5, €,, €,, &}, unde e, Inseamna extragerea

bilei cu numarul i.
Obtinem A={e,e,, e, e,, e} si B={e, e,, e}.

2.3. Operatii cu evenimente aleatoare

@m_ * Se numeste reuniune a doua evenimente 4 si B evenimentul, notat 4J B, care

constd n realizarea a cel putin unuia dintre cele doua evenimente.

* Se numeste intersectie a doud evenimente 4 si B evenimentul, notat 4 B, care
constd in realizarea atdt a evenimentului A, cdt §i a evenimentului B.

In mod similar aceste operatii se definesc pentru orice numar finit de evenimente. De
exemplu, AU BUC consta in realizarea a cel putin unuia dintre evenimentele 4, B, C.

m_ * Evenimentele 4 si B se numesc incompatibile daca 4B ={.

* Eveniment contrar evenimentului 4 se numeste evenimentul, notat 4, care consta
in nerealizarea lui 4.

* Diferenta a evenimentelor 4 si B se numeste evenimentul, notat A\ B, care
consta 1n realizarea lui 4 si nerealizarea lui B.

* Se spune ca evenimentul 4 implica evenimentul B (se noteazd A4 c B) daca
atunci cand se produce 4 se produce in mod necesar si B.



Probleme

% rezolvate

1 Din multimea de numere {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10} se extrag la intimplare concomitent
doua numere. Consideram evenimentele aleatoare:
A = {este extras exact un numar par},
B = {sunt extrase doud numere pare},
C = {este extras cel putin un numar par},
D = {sunt extrase numere de aceeasi paritate}.
a) Ce inseamna evenimentele: 4U B, A B, A4, C?
b) Ce relatie are loc intre evenimentele B si D?
Rezolvare:
a) AU B = {este extras cel putin un numar par}, deci AU B=C;
AN B este eveniment imposibil, deci 4 B =,
A= {sunt extrase doud numere pare sau nu este extras niciun numar par}, deci A=D;
C= {nu este extras niciun numar par}.
b) Bc D.

2 Dintr-o urna ce contine 5 bile albe si 3 bile negre se extrage cate o bila fara repunerea
bilei inapoi pana este scoasa o bila alba. Consideram evenimentele 4; = {la extragerea i
este scoasd o bila alba}, i > 1. Sa se scrie prin aceste evenimente, cu ajutorul operatiilor,
evenimentele:

a) B = {se efectueaza doud extrageri};

b) C = {se efectueazd cel mult doua extrageri};

c) D = {se efectueaza cel mult trei extrageri}.

Rezolvare:

Tinand cont de definitiile operatiilor, obtinem:

) B=ANA4; b)) C=4UAN4): o) D=4 U4 N4)UA4N4N4).

2.4. Formule pentru calculul unor probabilitati

1. Daca A4 si B sunt evenimente incompatibile, atunci |P(A UB)=P(A)+ P(B) |

Demonstratie:

Fie ca multimea rezultatelor experimentului consta din n rezultate echiprobabile.

Presupunem cd dintre acestea evenimentului 4 1i sunt favorabile m , rezultate, iar evenimentu-
. . m m . . o <
lui B— m,, rezultate. Deci, P(A4)= TA’ P(B)= 73 Cum 4 si B sunt incompatibile, rezulta

ca nu exista niciun rezultat care sa fie favorabil concomitent si lui A4, si lui B. Prin urmare,
evenimentului 4U B 1ii sunt favorabile m, + m, rezultate si, deci:

m,tm, _m

P(AUB)= 7A+% = P(A)+ P(B).

Aceasta formula poate fi extinsa: daca oricare doud dintre evenimentele 4, 4,, ..., 4

sunt incompatibile, atunci | P4 UA,U...U4)=P(4)+P(4,)+...+ P(4,) |




2. Dacd A4 si B sunt evenimente oarecare, atunci | P(4U B) = P(A)+ P(B)— P(AN B)|.

Demonstratie:

Vom folosi notatiile n, m,, m, de la formula precedentd. Daca evenimentele 4 si B sunt
compatibile, atunci existd un numar oarecare s # 0 de rezultate favorabile concomitent si
lui 4, si lui B. In consecinta, numirul rezultatelor favorabile reuniunii 4U B este m, +m, —s,
sinu m,+m,, deoarece in acest caz s rezultate ar fi numarate de 2 ori (o datd pentru 4 si

o data pentru B). Astfel, avem P(A)= %, P(B)= %, P(ANB)= %

m,+tmy—s _m, my s

Prin urmare, P(4UB)= =—2 4+ 2 _2=P(A)+P(B)-P(AN B).

n n n
3. | P(4)=1-P(4) .
Demonstratie:
Observim ¢ AUA=E si ANA=D. Evident, P(4U A) = P(4)+ P(4) =1 si, deci,
P(A)=1-P(A).

4. Daca AcC B, atunci | P(4A)< P(B)|.

5. Daca Ac B, atunci | P(B\A)=P(B)—P(A)|.

| Exercitiu. Demonstrati formulele 4, 5.

Probleme 1 La un referendum au fost propuse doud intrebari, fiecare cu doua variante de raspuns:
% rezolvate »da” si ,nu”. La prima intrebare 65% dintre participanti au raspuns ,,da”, la a doua
intrebare 51% au raspuns ,,da”, iar 45% din participanti au raspuns ,,da” la ambele
intrebari. Care este probabilitatea cd un participant la referendum, luat la intdmplare,
a raspuns ,,da” la cel putin una dintre intrebari (evenimentul 4)?

Rezolvare:

Consideram evenimentele:

A, = {participantul luat la Intamplare a raspuns ,,da” la prima intrebare};
el A, = {participantul luat la Intamplare a raspuns ,,da” la a doua intrebare}.
—=5 Bsteevident ca A= 4, U 4,. Deci, trebuie sa calculam P(A4, U 4,).
Aplicam formula P(4, U A4,)=P(4)+ P(4,)—P(4, N A4,).

Din conditia problemei, P(4,)=0,65, P(4,)=0,51, P(4, N 4,)=0,45.

Prin urmare, P(A4)=0,65+0,51-0,45=0,71.

2 Cantina unei scoli are 20 de mese. Pe parcursul unei saptimani un elev ia masa la
cantina scolii de 5 ori. Care este probabilitatea ca cel putin de 2 ori el std la aceeasi masa
(evenimentul A4)?

P(4)=1-P(3)

Rezolvare:

In cazul dat e mult mai simplu s calculam probabilitatea evenimentului contrar A= {elevul
mananca 5 zile la 5 mese diferite}. Pentru a determina P(Z), ne putem imagina o urna cu
20 de bile din care se scoate de 5 ori cite o bild. Cazurile favorabile lui 4 se obtin daca
bilele extrase nu sunt repuse in urna, iar numarul total de cazuri — daca fiecare bila extrasa
este Intoarsd in urnd.

m _20-19-18-17-16

Astfel, P(4)= == o =0,5814, deci P(A)=0,4186.




3 Se considera evenimentele aleatoare 4, Bsi P(4)=0,5, P(B)=0,4, P(A4(1B)=0,2.
Sa se determine probabilitatea evenimentului:

a) AUB; b)Z; C)E;

Rezolvare:

a) P(AUB)=P(4)+P(B)—P(ANB)=05+04-02=0,7.

b) P(4)=1-P(4)=1-0,5=0.5.
¢) P(B)=1-P(B)=1-0,4=0.6.

d) Pentru a calcula P(Zﬂ B), vom observa ca

d) ANB.

ANB=B\ANB (se verifici cu usurintd).
Prin urmare, P(A(\B)=P(B\ AN B)=P(B)—P(ANB)=0,4—0,2=0,2.

’robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

A

1. %ﬁ] Lucrati in perechi! Pentru fiecare dintre expe-
rimentele aleatoare sa se indice o multime de evenimente
elementare:

a) se arunca o moneda de 5 ori;

b) se arunca o moneda, dupa care se arunca un zar;

¢) se ia la intimplare o solutie in multimea Z a inecuatiei
|x=3|<7.

. Petru are in buzunarul stang doud monede a cate 5 lei si
trei monede a cate 10 lei. El ia la intamplare trei monede
si le pune in buzunarul drept. Se considerda evenimen-
tele aleatoare: 4 = {monedele de 5 lei se afld acum in
buzunarul stang}; B = {monedele de 5 lei se afld acum in
buzunarul drept}. Sd se determine probabilitatea
P(AU B).

C

. O moneda a fost aruncata de 3 ori. Fie evenimentele

A,= {la aruncarea i apare stema}, i = 1,3

Cu ajutorul operatiilor cunoscute, si se exprime prin
A,, A, 514, evenimentele:

B = {au aparut exact doud steme};

C = {au aparut cel putin doua steme};

D = {au aparut cel mult doua steme}.

. Se arunca o moneda si un zar.

Sa se determine probabilitatea
cd moneda cade cu stema, iar
zarul — cu numar par de puncte.

. Ce suma de puncte este mai probabild la aruncarea a

doua zaruri — suma de 7 puncte sau de 8 puncte?

. 22% dintre elevii clasei a XII-a nu au reusit la testul de

matematica, 18% nu au reusit la testul de fizica si 9% nu
au reusit la niciun test. Care este probabilitatea ca un
elev din clasa, luat la intamplare, nu a reusit la cel putin
unul dintre teste?

. Dinmultimea {1, 2,3, ..., 100} se extrage la intimplare un

numar. Sa se determine probabilitatea ca restul de la
impartirea lui la 8 este egal cu 2.

. Se arunca doud zaruri. Sd consideram evenimentele

aleatoare: A = {primul zar cade cu numar par de puncte};
B = {al doilea zar cade cu cel mult 4 puncte}. Sa se deter-
mine probabilititile: P(4N B), P(ANB), P(ANB).




10.

Profilul real

A,

Din multimea {1, 2, 3, 4} se extrage de doua ori cate un
numar, primul numar extras fiind repus in multime.
Pentru experimentul dat sa se indice o multime de eveni-
mente elementare £ si sd se descrie ca submultimi ale
lui E evenimentele aleatoare: A = {numarul minim extras
este 3}; B = {numarul maxim extras este 3}; C = {este
extras cel putin un numar par}.

Probabilitatea ca in ziua de luni intr-o clasa lipsesc de la
ore mai putin de 6 elevi este egala cu 0,95; probabilitatea
ca lipsesc mai putin de 3 elevi este egala cu 0,62. Sa se
determine probabilitatea ca in ziua de luni lipsesc 3—5
elevi.

Dintr-o urna ce contine 5 bile albe, 2 bile negre, 4 bile
rosii si o bild verde se extrag la intAmplare, concomitent,
4 bile. Sa se determine probabilitatea ca sunt scoase bile
de cel putin 2 culori.

@ O urna contine x bile negre
(x=2), 5 albe si 2 bile de culoare
violeta. Toate bilele sunt identice ca
marime. La intdmplare din urna se
extrag simultan 2 bile. Fie P(x)
probabilitatea cd ambele bile extrase
vor fi de aceeasi culoare.
. X —x+22
Demonstrati ca P(x) = —(x - (x46)°

G

2. @Tﬁ] Lucrati in perechi! Se considerd evenimen-
tele aleatoare 4, BC E cu P(A4)=0,4, P(B)=0,3,
P(ANB)=0,2. Sa se determine probabilitatea eveni-
mentului aleator:
a) AUB;

d) 4N B;

b) 4;
e) AUB;

¢) B;
f) AUB.

6. @ Pentru participare la un sondaj, dintr-o clasa de
25 de elevi se iau la intdmplare 2 elevi. Probabilita-

11
50°

tea ca la sondaj vor participa 2 fete este egala cu
Determinati numarul de fete din clasa.

7. @ Cu cifrele 2, 3,
4, 5, 6 se formeaza un
numar de 5 cifre care nu
se repetd. Determinati
probabilitatea ca ultime-
le 2 cifre ale numarului
format sunt impare.

ﬁﬁ] Lucrati in perechi! S& consideram 1n multimea Z inecuatiile
|[x=3|<4, |5-2x|<1, |3x+2|=5. Sa se determine probabilitatea cd o

solutie a primei inecuatii, luata la intdmplare, este solutie cel putin a uneia

dintre celelalte doud inecuatii.

@ Investigati! Sofia si Maria s-au ndscut In prima saptdmana a aceluiasi an. Sa se
determine probabilitatea ca Sofia este mai mare decat Maria cu cel putin o zi. Sunt
posibile cel putin doud metode de rezolvare a acestei probleme. Care sunt acestea?

Generalizati problema.

@ Investigati! Zarul este aruncat pana la aparitia fetei

cu 6 puncte.

Sa se determine probabilitatea ca:

a) zarul este aruncat de cel mult 3 ori;

b) mai devreme sau mai tarziu, vor cadea 6 puncte.




EVENIMENTE ALEATOARE
INDEPENDENTE

In viata cotidiana, frecvent, se vorbeste de evenimente independente. Totodata, deseori
se ajunge la contradictii: unii considera anumite evenimente independente, altii — dependente.
In teoria probabilitatilor se evitd aceastd situatie, adoptandu-se urmitoarea definitie a
independentei evenimentelor aleatoare.

mﬂ Evenimentele aleatoare 4 si B se numesc independente daca

P(AN B) = P(4)- P(B).

Problema

Se arunca un zar si se considera evenimentele:
A = {apar cel mult 3 puncte}, B = {apar 3 sau 6 puncte}.
Sunt oare independente aceste evenimente?

% rezolvata

Rezolvare:
intai calculim P(A), P(B) si P(AN B):

P(A)=%=%, P(B)=%=%, P(AﬂB)z%.

conform definitiei, evenimentele 4 si B

Deoarece P(AF]B):%:P(A).P(B)= % %’

N | —

sunt independente.

Evenimentele 4 si B, care se referd la experimente ce nu au nicio legatura intre ele, fara
indoiala, sunt independente. in consecinta, probabilitatea producerii lor concomitente este
P(A)- P(B).

Problema Fie doua urne: prima contine 3 bile albe si 2 bile negre, iar a doua contine 4 bile albe si
% rezolvata 3 bile negre. Din prima urna se extrag la intamplare, concomitent, 2 bile, iar din a doua urna
se extrage o bila. Sa se determine probabilitatea ca toate cele 3 bile extrase sa fie albe.

Rezolvare:
Notam evenimentele aleatoare:

A = {bilele extrase din prima urna sunt albe}, B = {bila extrasa din urna a doua este alba}.
Evenimentul ca cele 3 bile extrase sa fie toate albe reprezinta intersectia A4()B. Este

c; 3 4
i i P(A)=—=—, P(B)=—=.
evident ca P(A) 10 (B) 7
Evenimentele 4 si B sunt independente, deoarece se refera la diferite experimente.
. . . < 34 12 6
Deci, probabilitatea ca cele 3 bile extrase sa fie albe este 0770 " 35"

m Evenimentele 4, B, C, ... se numesc independente (in totalitate) daca probabilitatea

intersectiei oricaror dintre ele este egala cu produsul probabilitatilor evenimentelor
intersectate.
De exemplu, evenimentele 4, B si C sunt independente daca au loc egalitatile:
P(ANB)=P(4)-P(B), P(ANC)=P(4)-P(C), P(B[1C)=P(B)-P(C),
P(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(C).



“’robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

A

. O moneda se arunca de doud ori. Sa se arate cd eve-

nimentele aleatoare 4 = {la prima aruncare cade stema}
si B = {la a doua aruncare cade banul} sunt indepen-
dente.

[egioNe]

A = {pe primul zar apar cel mult 5 puncte};
B = {pe al doilea zar apar cel mult 2 puncte};

C ={suma punctelor ce apar pe zaruri este mai mare decat4}.
Care din perechile de evenimente 4 si B, 4 si C, B si C sunt independente?

C

Se arunca zarul o datd. Consideram evenimentele:
A = {cad cel putin 4 puncte}, B = {cad 3 sau 4 puncte}.
Sa se arate ¢a A4 si B sunt evenimente independente.

TCTC Lucrati in grup! Se arunca doud zaruri. Consideram evenimentele:

2. Doi tragatori trag cate un foc simultan si in mod indepen-
dent la o tintd. Probabilitatile de a nimeri tinta sunt:
0,8 pentru primul tragator si 0,75 pentru al doilea traga-
tor. Sa se determine probabilitatea ca tinta sa fie atinsa
de cel putin un tragator.

5. Dintr-un pachet de 36 de carti de joc se extrage la
intamplare o carte. Evenimentul A4 constd in faptul ca

este extrasa o ,,pica”, iar evenimentul B — ca este extrasa
0 ,,dama”. Sunt oare independente aceste evenimente?

Profilul real

A,

. Este aruncatd o moneda si un zar. Sa se arate ca eveni-
mentele aleatoare 4 = {moneda cade cu stema} i B = {za-
rul cade cu numar par de puncte} sunt independente.

B,

. Laun depozit se verifica calitatea produselor. Probabi-
litatea ca un produs sa fie defectuos este 0,1. Sa se de-
termine probabilitatea ca:

2. Se arunca douad zaruri repetat pana se obtine suma de
5 puncte.
Sa se determine probabilitatea ca:
a) zarurile sunt aruncate de doua ori;
b) zarurile sunt aruncate cel mult de doua ori.

4. Pe segmentul [-5, 27] se ia la intdmplare un numar
intreg. Sunt oare independente evenimentele aleatoare:
A = {numarul luat este solutie in Z a inecuatiei

a) din 3 produse unul este defectuos;
b) din 3 produse cel mult unul este defectuos.

G

. Intr-un centru comercial sunt instalate doud aparate identice de cafea. Probabilitatea ca spre sfarsitul zilei cafeaua sa se
termine intr-un aparat este egala cu 0,3; probabilitatea ca in ambele aparate cafeaua sa se termine este egala cu 0,12. Sa
se determine probabilitatea ca spre sfarsitul zilei va mai fi cafea in ambele aparate.

|x—3]<4}; B= {numarul luat este solutie in Z
ainecuatiei [x+3|<5}7?

. @ Investigati! Doi jucatori, 4 si B, arunca pe rand o monedd de mai multe ori. Castigator este considerat acela care
primul obtine stema. Prima aruncare o face jucatorul 4, a doua — B, a treia — 4 s.a.m.d. pana atunci cand unul dintre ei
obtine stema.

a) Sa se determine probabilitatea ca 4 sa castige pana la a sasea aruncare.

b) Sa se determine pentru fiecare jucator probabilitatea de a fi castigator Intr-un joc de durata nelimitata (adica dus pana
la castigul unuia dintre jucatorti).



VARIABILE ALEATOARE DISCRETE

4.1. Notiunea de variabila aleatoare discreta

In viata cotidiana sunt situatii cAnd o marime poate lua diferite valori sub influenta unor
factori aleatori. De exemplu, este imposibil sa stim anticipat cate apeluri vor sosi la o centrala
telefonica Intr-un interval anumit de timp sau céte accidente rutiere se vor produce maine in
Chisinau. De asemenea, nu putem prezice numarul nou-nascutilor de sex masculin dintr-o
sutd de nou-ndscuti la 0o anumitd maternitate.

Atare marimi, ca numarul apelurilor telefonice, numarul accidentelor rutiere etc., sunt
variabile care depind de diverse circumstante intdmplatoare sau, in terminologia teoriei
probabilitatilor, de rezultatele unor experimente.

m Se numeste variabila aleatoare (discreta) orice functie reald definitd pe multimea

evenimentelor elementare a unui experiment oarecare.

Vom considera numai variabile aleatoare cu un numar finit de valori posibile.

m Valorile posibile x,, x,, ..., x, ale variabilei aleatoare & si probabilitatile p, = P(§ =x,),

p,=P&=x,), ..., p,=P(§=x,) constituie repartitia variabilei aleatoare &.

Repartitia variabilei aleatoare & se scrie sub forma unui tabel

cu doua linii: prima linie contine valorile posibile ale lui &, iar a X1 X3 .. Xy,
doua — probabilitatile corespunzitoare acestor valori.
< pPr P2 Pn
Se poate demonstra ca p, +p, +...+ p, =1.
Probleme 1 Dintr-o urna cu 4 bile albe si 2 bile negre se extrag la intimplare concomitent 2 bile.
% rezolvate Sa se scrie repartitia variabilei aleatoare &, ce reprezintd numarul de bile albe extrase.
Rezolvare:

Valorile posibile ale variabilei aleatoare & sunt 0, 1, 2. Calculdm probabilitatile corespun-
zatoare acestor valori. La extragerea concomitentd a 2 bile, evenimente elementare sunt
perechile (neordonate) de bile, numarul lor fiind C. =15.

2
P(& =0) = P (sunt extrase doud bile negre) = C—22 = %;
© Toco g
P(& =1) = P (este extrasd o bila alba si una neagrd) = 4C2 2= 15
2 6
P(& =2)= P (sunt extrase doua bile albe) = % = %

6

Astfel, obtinem repartitia variabilei aleatoare &: 0 1

2
1 8 6
15 15 15
2 Din multimea {1, 2, 3} se extrage la Intdmplare de 2 ori cate un numar, cu intoarcerea

primului numar in multime. Fie £ numarul maxim extras. Sa se determine repartitia lui &.

Rezolvare:
Evenimente elementare sunt perechile ordonate: £= {11, 12, 13, 21, 22, 23,31, 32, 33}.




De aici deducem: P(&=1)= %, PE=2)= % =%, P& =3)= %
Astfel, £ are repartitia: 1 5 3
1 1 5
50503
/ bservatie In unele cazuri, repartitia poate fi determinata fard a fi nevoie sa scriem multimea E.

>

4.2. Valoarea medie a variabilei aleatoare discrete

m Valoare medie a variabilei aleatoare & cu repartitia

X1
Pl P2 - Pn

se numeste numarul M (&) =x,p, +x,p, +...+ X, D,.

Valoarea medie a variabilei aleatoare frecvent se utilizeaza in viata de zi cu zi. De exemplu,
temperatura medie, salariul mediu, nota medie etc.

Probleme 1 Fie £ variabila aleatoare cu repartitia din tabelul alaturat. - T 3 5
% rezolvate Sa se calculeze valorile medii ale variabilelor aleatoare & 1 1 1 q
s =26 clalsl o
Rezolvare:
ME=-1141.113. 1513
66 "6 "2 o 2 2 6 10
Pentru a calcula M(n), trebuie sa aflam repartitia lui n: | | | !
P — -_— _— p—
Deci, M()=—-2-++2.L46.1110. L6 . 6 6 6 2

6 6 6 2

2 Un tragator, care dispune de 3 cartuge, trage la o tintd pana o atinge sau pana
foloseste toate cartusele. La fiecare tragere, tinta este atinsa cu probabilitatea 0,8. Sa se
determine repartitia variabilei aleatoare £, care exprima numarul cartuselor folosite, si
sa se calculeze valoarea medie M (&).

Rezolvare:

Daci tinta este atinsa din primul foc (ceea ce are loc cu probabilitatea 0,8), atunci & =1
si, deci, P(§ =1)=0,8. Daca tinta nu este atinsd din primul foc (fie un eveniment 4), ci
din al doilea foc (fie un eveniment B), atunci sunt folosite doud cartuse si & =2. Deci,
P(&=2)=P(ANB)=P(A4)-P(B)=0,2-08=0,16 (4 si B — evenimente independente).
Dacid tinta nu este atinsd nici din primul si nici din al doilea foc, atunci este tras al treilea foc.
In acest caz, £=3.

Probabilitatea P(& = 3) poate fi calculatd din conditia P(E =1)+ P(§ =2)+ P({ =3)=1:
P =3)=1-0,8-0,16=0,04.

Astfel, putem scrie repartitia variabilei aleatoare &: | 2 3

Calculdm valoarea medie: 0,8 0,16 0,04
ME)=1-0,8+2-0,16+3-0,04=1,24.




"“robleme propuse

Profilul real
A,

1. Searunci doud zaruri. Fie & suma punctelor care cadpe | 2. Intr-o urni se afld 5 bile albe si 3 bile negre. Se extrag

zaruri. Sa se determine repartitia variabilei aleatoare & si concomitent 3 bile. Fie £ numarul de bile albe extrase. Sa
valoarea medie M (&). se determine repartitia variabilei aleatoare & si valoarea
medie M (&).

B,

3. Intr-o ladi se afla 5 piese, una dintre ele fiind rebut. Din 4. ﬁﬁ} Lucrati in perechi!
lada se extrage cate o piesa, fara repunerea ei in urna,
pana este extrasa piesa rebut. Sa se determine repartitia
variabilei aleatoare £, care exprima numarul pieselor
extrase, si sa se calculeze valoarea medie M (&).

Pe directia deplasarii unui auto-
mobil sunt 4 semafoare, fiecare
permitandu-i trecerea cu probabi-
litatea 0,5. Fie £ numdrul sema-
foarelor trecute fara oprire. Sa se
determine repartitia variabilei ale-
Cl atoare & si valoarea medie M (&).

5. @ Investigati! 6. @ Investigati! Cineva se afla pe axa Ox In originea de
O tinta circulard (impartita in
8 sectoare de arii egale) este
instalata astfel incat sa se poata

roti Tn jurul axei sale. Daca viteza

coordonate si arunca o moneda simetrica de mai multe
ori. Atunci cand cade stema, el face un pas spre dreapta,
iar atunci cand cade banul, face un pas spre stanga. Fie
& abscisa pozitiei persoanei date dupa trei arunciri ale
este suficient de mare, atunci un monedei. Sa se determine repartitia variabilei aleatoare
tragator nu poate distinge ci- & sivaloarea medie a ei (lungimea pasului este egala cu
frele scrise in sectoare si este nevoit si tragi la intAmplare. o unitate — distantd). Generalizati problema pentru n
Daca nimereste in sectorul &, atunci el castiga k lei. Este aruncari ale monedei.

oare convenabil sa participi la acest joc daca pentru a
trage un foc trebuie sa platesti 5 lei?

xercitii si probleme recapitulative

Profilurile umanist, arte, sport

Q
1. [%—‘—?é Lucrati in grup! O urna contine 5 bile albe, 3 bile negre si 4 bile rosii.

Se extrag concomitent 4 bile. Se considera evenimentele: J
A, = {se extrag bile de doua culori}, J

A4, = {se extrag cel putin doua bile albe},

A, = {se extrag 3 bile rosii},

A, = {se extrag: o bild neagra si cel putin o bila rosie}.

a) Sa se indice cateva perechi de evenimente (dintre cele enuntate) incompatibile si cateva
perechi de evenimente compatibile.

b) Ce reprezintd evenimentele 4, N 4,, 4,1 4,?

2. Se arunca un zar de doua ori. Sa se determine probabilitatea evenimentului:
a) A = {la prima aruncare cade un numar de puncte mai mare decat la a doua aruncare};
b) B = {suma punctelor este mai mica decat 5}.



3. Presupunem ca ati uitat ultimele doua cifre ale unui numar | 5, @ Cu literele a, b, ¢, d, e, calculatorul genereaza in
de telefon si le formati la intamplare, tindnd minte doar ca
aceste cifre sunt impare si distincte. Sa se determine
probabilitatea cd numarul este format corect.

mod aleator un cod din 5 simboluri, astfel incat fiecare
litera se contine o singura data. Determinati probabilitatea
ca in cod primul simbol va fi vocala.

4. Searunca o moneda de 2 ori. Consideram evenimentele:

A= {laprima aruncare cade stema}, | & @ Probabilitatea ca intr-o zi de iulie va ploua este

B = {cad doua steme}. egald cu % Determinati probabilitatea ca in doua din
Sunt oare independente aceste primele trei zile din luna iulie va ploua.

evenimente?

1. @ Investigati! Se stie ci 5 dintre cei 40 de pasageri | & Din multimea de numere {1, 2, 3, ..., 350} seialaintdm-
plare un numar. Sa se determine probabilitatea ca acest

ai unui avion sunt implicati in furtul unei sume mari de 8 o ” ]
numar se divide cu cel putin unul dintre numerele 5, 13.

bani. La scara avionului, inspectorul politiei judiciare R A
declaré Ci pentru a deplsta Cel putin un infractor este 9. Intr-O ladé sunt 12 plese, dlntl'e care 4 au defecte. In alti

suficientd perchezitio- lada sunt 15 piese, dintre care 3 au defecte. Din fiecare
narea a 6 pasageri luati lada se extrage cate o piesd. Sa se determine probabilitatile
la intdmplare. Care este evenimentelor aleatoare:

motivul acestei decizii a A = {ambele piese sunt fara defecte},

inspectorului: un calcul B = {ambele piese sunt cu defecte}.

i iscul? 22 .. . . P
rezonabil sau riscul? 10. ﬁ?ﬁ Lucrati in grup! Proiect Probabilitatea in viata

de zi cu zi.

Profilul real

1. ﬁfﬁj Lucrati in perechi! A, B si C sunt evenimente 2. Pe o bancd cu 5 locuri se agaza 5 persoane. Care este

aleatoare. Se stic ca: probabilitatea ca 3 persoane anumite nimeresc alaturi?

P(A4)=0,5, P(B)=0,1; P(C)=0,7;

P(BUC)=0,8;, P(4NB)=03.

a) Sunt incompatibile evenimentele 4 si B? Sunt oare
independente?

b) Sunt incompatibile evenimentele B si C? Sunt oare
independente?

¢) Sunt oare incompatibile evenimentele 4 i C?

B,
3. O doamna are 8 prietene si vrea sa invite la un ceai 5 dintre ele. Se stie ca:
a) doua dintre prietenele sale sunt certate si categoric nu ar accepta sa vina impreuna;
b) doua dintre prietenele sale categoric nu ar veni una fara cealalta.
Doamna, uitdnd de relatiile dintre prietene, invitd la intdmplare 5 dintre ele. Sa se determine probabilitatile evenimentelor
aleatoare: 4 = {invitatia respecta conditia a)}; B = {invitatia respecta conditia b)};

4. Dintr-o urna ce contine 2 bile albe si o bild neagra se extrage cate o bila fara intoarcere pana atunci cand vor fi extrase bile
de ambele culori. S se determine valoarea medie M (), unde & este numarul extragerilor efectuate.

5. Intr-un tren compus din 3 vagoane urca 9 cilatori, fiecare alegand vagonul la intamplare. Si se determine probabilitatea
evenimentului aleator:
a) A = {in primul vagon urcd 3 persoane};
b) B = {in fiecare vagon urca cate 3 persoane};
¢) C = {in primul vagon urca 4, in al doilea vagon urca 3 si in al treilea vagon urca 2 persoane}.




9.

6. @ La o loterie sunt puse in joc
100 de bilete, printre care 10 bilete
cu castig a cate 200 de lei, 20 de
bilete cu castig a cate 100 lei, restul
biletelor fiind fara castig. Deter-
minati probabilitatea castigului su-
mei totale de 200 de lei daca se
cumpara 2 bilete.

Un muncitor opereaza cu doud masini, care functioneaza
independent una de alta. Probabilitatea ca in decursul
unei ture masinile sa nu se defecteze este: pentru prima
masina — 0,95, pentru a
doua masina—0,90. Sa se
determine probabilitatea
ca cel putin una dintre

10. Un vanator trage Intr-o

7. @ Intr-un centru de tehnologii informationale

activeazi 4 programatori, 5 ingineri si 3 testeri. In luna
iulie 8 angajati ai centrului, luati aleator, vor beneficia de
concediu. Determinati probabilitatea cd in luna iulie in
centru va ramane sa activeze cel putin cate un specialist
de fiecare profil.

@ Se arunca simultan 4 zaruri. Determinati proba-

bilitatea ca suma punctelor aparute este egala cu 22.

tintd mobild, care vine
spre el. Probabilitatea de
a nimeri tinta din primul
foc este egald cu 0,4 si
creste cu 0,1 la fiecare foc ulterior. Sa se determine
probabilitatea de a nimeri tinta de doud ori din trei focuri.

masini sa functioneze
fara defectiuni in decur-
sul unei ture.

11. @ Investigati! Se propune urmatorul joc.
Pentru o miza de 6 lei, aruncam zarul. Daca apar 6, 5 sau
4 puncte, atunci primim 18 lei, 6 lei sau, respectiv, 1 leu. In
celelalte cazuri nu primim nimic.
a) Fie £ variabila aleatoare ce reprezinta castigul intr-o
partida (diferenta dintre suma primita i miza). Sa se de-
termine repartitia lui & si valoarea medie M (§).
b) Un jucator se prezinta la joc avand in buzunar doar
10 lei. Care este probabilitatea ca el sa poatd juca doua
partide?

o
20

o]
12. %E‘r Lucrati in grup! Proiect Probabilitatea in activitdtile profesionale ale parintilor.

=———9r

s

st sumativ

Timp efeciy de lucry:
45 de minute

Profilurile umanist, arte, sport

1. Dintr-o urna ce contine 15 bile, numerotate 1,2, 3, ..., 15, se extrage la intamplare o bila.
a) Scrieti multimea de evenimente elementare E.
Sa se reprezinte ca submultimi ale lui £ evenimentele:
A = {numarul bilei extrase este divizibil cu4};

B = {numarul bilei extrase este divizibil cu 5}.

b) Descrieti ce semnifica evenimentele: AN B, 4B, ANB.

2. Un tanar economist cauta un loc de munca. El a fost la interviuri de angajare la o banca si la o companie de asigurari.
Ténarul evalueaza probabilitatea reusitei la banca ca fiind egala cu 0,5, iar la compania de asigurari ca fiind egala cu 0,6.
Totodata el sperd, cu probabilitatea 0,3, sa primeasca oferte de munca de la ambele organizatii. Determinati probabilitatea
ca tanarul sa primeasca cel putin o oferta.



3. Se arunca un zar de doua ori. Sa consideram evenimentele aleatoare: 4 = {suma punctelor care se obtin este un numar
par}; B = {suma punctelor care se obtin este un numar divizibil cu 3}. Aratati ca:

a) 4 si B sunt evenimente independente;

b) 4 si B sunt evenimente compatibile.

4. Lao loterie sunt 25 de bilete, dintre care 5 castigatoare. Cineva cumpara 6 bilete. Determinati probabilitatile
evenimentelor aleatoare.

A = {este castigator exact un bilet cumparat};

B = {este castigator cel putin un bilet cumparat}.

Profilul real

1. Dintr-o urna ce contine 3 bile albe, 2 bile negre si o bila rogie se extrag simultan 2 bile. Se considera evenimentele
aleatoare: 4 = {printre bilele extrase una este alba}, B = {printre bilele extrase este si bila rosie}.

a) Incercuiti litera A, daca propozitia este adevarata, sau litera F, daca ea este falsa:

2 2
| P=2,
b) Completati caseta: P(B)= I:I

c¢) Ardtati ca evenimentele 4 si B sunt independente.

2. Laun examen, un elev trebuie sa extraga 3 bilete din 20, dintre care 8 sunt cu subiecte de algebra, 7 — cu subiecte de
geometrie §i 5 — cu subiecte de trigonometrie. Elevul extrage biletele cate unul (fara intoarcere). Determinati probabilitatile
evenimentelor aleatoare:

4, = {sunt extrase 3 bilete cu subiecte de algebra};
4, = {este extras un bilet cu subiecte de algebra};

A, = {sunt extrase 3 bilete in ordinea urmatoare: cu subiecte de algebra, cu subiecte de geometrie, cu subiecte de
trigonometrie}.

3. Dinmultimea {1, 2, 3,4, 5} se extrag la intdmplare concomitent trei numere, care se scriu in ordine crescatoare: x, < x, < x;.
Se considera evenimentele aleatoare: 4 ={x, =2}, B ={x, =5}. Sa se determine probabilititile:
a) P(4);
b) P(B);
¢) P(AUB).

4. Dinmultimea {1,2,3,4,5, 6} se extrage de doua ori cate un numar, primul numar dupa extragere fiind repus in multime. Fie
& o variabila aleatoare egald cu numarul acelor numere din multime care nu au fost extrase niciodatd. Determinati:
a) repartitia lui & ;

b) valoarea medic alui & .
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Modulul | Flemente de statistica
matematica
si de calcul financiar

Omul invdtat isi poarta mereu averea cu el.

Proverb
Obiectivele . reprezentarea rezultatelor observatiilor prin desene si tabele, construirea
modulului si interpretarea diagramelor statistice;

. determinarea frecventelor: absolute, relative, cumulate;
. determinarea mediei aritmetice, a medianei si modului unei serii statistice;

. extragerea informatiei reprezentate in forma de tabele si diagrame;

. aplicarea elementelor de calcul financiar in diverse contexte.
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1. Notiuni fundamentale

2. Inregistrarea si gruparea
datelor

3. Reprezentarea grafica
a datelor statistice

Marimi medii ale seriilor
statistice

Elemente de calcul financiar



NOTIUNI FUNDAMENTALE

Statistica este stiinta care se ocupa cu colectarea, inregistrarea, gruparea, analiza si
interpretarea datelor referitoare la un anumit fenomen, precum si cu formularea unor
previziuni privind comportarea viitoare a acestui fenomen.

Populatia statisticd reprezintd o multime de elemente de aceeasi natura, care au trasaturi
esentiale comune §i care sunt supuse unui studiu statistic.

Elementele populatiei statistice se numesc unitdti statistice. Numarul unitatilor statistice
se numeste volumul, sau efectivul total al populatiei statistice, iar trasatura comuna a unitatilor
statistice se numeste caracteristica statisticd, sau variabild statisticd.

m 1 Sa presupunem ca ne intereseaza rezultatele obtinute de elevii clasei a XIl-a la teza

de matematica. In acest caz populatia statistica este multimea elevilor clasei. Elevii reprezinta
unitatile statistice ale populatiei, iar numarul de elevi — volumul (efectivul) populatiei statistice.
Caracteristica statisticd este nota la teza.

2 Sa presupunem ca ne intereseazd numarul populatiei in localitatile din Republica
Moldova. Atunci:

- populatia statistica este multimea localitatilor din Republica Moldova (1 681 de localitti);

- unitatile statistice sunt localitatile din Republica Moldova;

- volumul populatiei statistice este 1 681;

- caracteristica statisticd este numarul populatiei intr-o localitate.

Caracteristica care este masurabild (nota, Tndltimea, masa corporala etc.) se numeste
caracteristicd cantitativi (numerica).

Caracteristica care nu poate fi masurata (culoarea ochilor, profesia, sexul etc.) se numeste
caracteristica calitativa.

Caracteristica statistica cantitativa ce poate lua orice valoare dintr-un interval numeric
se numeste caracteristicd continud (inaltimea, masa corporald etc.).

Caracteristica cantitativa ce nu poate lua decat anumite valori izolate din intervalul sau
de variatie se numeste caracteristicd discretd (nota, numarul populatiei intr-o localitate
etc.).

Caracteristicile statistice se mai numesc variabile statistice. Valorile inregistrate de
aceeasi caracteristica la unitatile populatiei statistice se numesc variante.

Prima etapd a oricarei cercetdri statistice este colectarea datelor si se mai numeste
observare statisticd. De obicei, se apeleaza la observari partiale de tipul sondajelor: din
populatia statistica se aleg la intdmplare # unitati statistice si referitor la ele se efectueaza un
studiu restrans. Aceasta submultime a populatiei statistice se numeste selectie sau esantion.

Eficacitatea datelor obtinute prin sondaje statistice este conditionata de gradul de
reprezentativitate a selectiilor extrase, adica de masura in care trasaturile esentiale ale
structurii populatiei statistice se regasesc In structura selectiilor extrase.



INREGISTRAREA S| GRUPAREA DATELOR

Pentru a verifica cunostintele de matematica, fiecarui elev dintr-un grup de 50 de elevi
i-au fost propuse 20 de probleme. Numarul de probleme rezolvate de elevi (caracteristica
statistica) este dat Tn ordinea prezentarii lucrarilor:

11, 14,11,12,8,17,11, 14,10, 12,12, 10, 12,8, 17, 11, 10,
11,12,10,10, 11,8, 11,12, 11, 11,17, 16, 10, 12, 8, 16, 12,
10,11, 16, 10,11, 12,8,10,11, 12,11, 11, 17, 11, 10, 12.

Aceste numere formeaza un tabel de date statistice si reprezintd o masa dezordonata
de rezultate, fara a ne permite s tragem prea multe concluzii. De aceea este necesar sa
efectudm o grupare a datelor. O modalitate fireasca de grupare este cea din tabelul 1.

Tabelul 1
8 5
10 10
11 15
12 11
14 2
16 3
17 4

Acum, analizand datele din tabel, putem trage unele concluzii cum ar fi: majoritatea
elevilor au rezolvat cate 10—-12 probleme, ceea ce constituie 50-60% dintre problemele
propuse; 4 elevi au rezolvat cate 17 probleme, ceea ce constituie 85% dintre probleme.
Acest tabel ne poate inlesni compararea cu alte date de acelasi gen.

Tabelul 1 reprezintd gruparea datelor pe variante.

in urma operatiei de grupare pe variante, se obtine un sir de perechi de valori, care se
numeste Serie statisticd.

Mentiondm ca in exemplul de mai sus seria este un rezultat al analizei statistice a unui
fenomen 1n raport cu o singura caracteristica.

in tabelul 2 este prezentati seria statistici intr-o forma generala.

Tabelul 2

Variantele caracteristicii Numarul de unitati

n.

1

Xy n,
X n,
X, n,
r

Total n=2ni

Aici se presupune ¢d x, <x, <...<X,.
Elementele din tabelul 2 au urmatoarele semnificatii: x, este varianta i a caracteristicii X;
n, este numarul de unitati la care s-a inregistrat varianta x, si se numeste frecventa absolutd

a variantei x,.



Tabelul 2 poate fi prezentat si sub forma unui tabel cu doua linii:

Variantele caracteristicii, x; 3% 3%y .. X, Total

-
Numirul de unititi, n, n, n, n, n= Z”i
i=1

Atunci cand caracteristica cantitativa de grupare prezintd un numar mare de variante,
indeosebi dacd ea este continud, se efectueaza gruparea datelor pe intervale de variatie.

Inregistrandu-se durata de functionare a 65 de lampi electronice, au fost obtinute datele

(in ore) reflectate in tabelul 3:
Tabelul 3

134 14,7 152 15,1 13,0 8,8 14,0 17,9 15,1 16,5 16,6
142 16,3 14,6 11,7 164 15,1 17,6 14,1 18,8 11,6 13,9
18,0 124 17,2 14,5 16,3 13,7 155 16,2 84 14,7 154
11,3 10,7 16,9 158 16,1 12,3 14,0 17,7 14,7 16,2 17,1
10,1 15,8 183 17,5 12,7 20,7 13,5 14,0 15,7 21,9 143
17,7 154 10,9 182 17,3 152 16,7 17,3 12,1 19,2

Grupand datele pe intervale (clase), obtinem tabelul 4:

Tabelul 4
intervalului intervalului intervalului n;
1 8,4-10,4 9,4 3
2 10,4—-12,4 11,4 7
3 12,4 —-14,4 13,4 13
4 14,4 —-16,4 15,4 21
5 16,4 — 18,4 17,4 17
6 18,4 —20,4 19,4 2
7 20,4 —22,4 21,4 2

Punctul de plecare la alcatuirea intervalelor de grupare se alege convenabil:
0 sau valoarea minima, sau un numadr ,,putin” mai mic decat valoarea minima din
tabelul de date. Vom conveni ca extremitatea dreapta a fiecarui interval (cu exceptia,
eventual, a ultimului interval) sd nu apartind intervalului. Astfel, intervalul 8,4-10.,4,
care poate fi scris ca [8,4;10,4), cuprinde variantele x, care verifica conditia
8,4<x,<10,4.

In exemplul dat, intervalele au aceeasi lungime, ceea ce, in general, nu este

obligatoriu. Primul si ultimul interval pot avea lungimi diferite de lungimile celorlalte

Charles H. Sturges
(1846-1926), statis- intervale, mai ales in cazul caracteristicii continue.
e ETE e La alegerea numarului de intervale 7 se recomanda sa folosim formula lui Sturges:
r=14+3322lgn,
unde 7 este volumul selectiei date.
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Marimea / a intervalului se calculeaza conform formulei
h= Xmax ~ *min
r

b

unde x,,, six, . reprezintd varianta cea mai micd si, respectiv, cea mai mare.

Daca marimea intervalului trebuie sa fie numar intreg, atunci 4 se rotunjeste la numarul
natural urmator.

In exemplul dat, 1+3,3221g65 = 7,02, adica r="7;
Xpax — Xmin 21,9 8,4

X, =219, x, =84, p 7

=19, adica h = 2.

Pentru r, pe langa formula lui Sturges, exista si alte formule, mai argumentate. in general,
alegerea numarului de intervale este o problema neelementara. In cele ce urmeazi vom
tine cont de o regula generald, care cere ca r sa fie ales intre 5 si 20.

Numarul », de date (observatii) care cad 1n intervalul i se numeste firecventa absoluti a
. .. n; . . . < <
intervalului, iar f, =— — frecventd relativa. Frecventi absolutd cumulatd corespun-
n

i
zatoare intervalului / se numeste marimea F, = Zn ., 1ar frecventd relativa cumulati —
1 i Jj=1
marimea ;Zn ;-
Jj=1
In mod analog se definesc notiunile firecventd absolutd, frecventd relativa si frecventdi
cumulatd (absolutd sau relativia) ale unei variante x;.

(~ ) bservatie

>
Lot

Valoarea unei frecvente relative se poate exprima in procente.

Un tabel statistic poate fi completat cu aceste frecvente.

Completand tabelul 1, obtinem tabelul 5.
Tabelul 5

Frecventa

Numarul de Frecventa 2 Frecventa Frecventa
2 absoluta .o oo
probleme rezolvate | absoluta v relativa relativa
cumulata o
X; n; F. fi cumulata
8 5 5 0,10 0,10
10 10 15 0,20 0,30
11 15 30 0,30 0,60
12 11 41 0,22 0,82
14 2 43 0,04 0,86
16 3 46 0,06 0,92
17 4 50 0,08 1,00

Analizand datele din tabelul 5, conchidem ca 41 din numarul total de 50 de elevi au
rezolvat cel mult cate 12 probleme (din 20 propuse). Observam, de asemenea, ca frecventa
relativa cumulata a variantei x; = 11 este 0,60 (ceea ce Inseamna cd 60% dintre elevi au
rezolvat cel mult cate 11 probleme).

Mentiondm cd notiunile de variabild aleatoare si de probabilitate sunt modelele teoretice
ale notiunilor de caracteristica statistica si, respectiv, de frecventa relativa.

ikd I



’robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

A

1. S-averificat temperatura unor copii sanatosi. Rezultatele, rotunjite pana la sutimi, sunt urmatoarele:
36,52; 36,57; 36,60; 36,65; 36,68; 36,69; 36,71; 36,76; 36,79; 36,83; 36,84; 36,87; 36,92; 36,98.
Sa se grupeze aceste date pe 5 intervale; pentru aceasta toate datele se vor situa in intervalul (segmentul) [36,5; 37,0].
Tabelul construit sa se completeze cu frecventele relative.

2. @% Lucrati in perechi! Consumul lunar de energie electrica (in kW) Intr-un bloc de locuit, inregistrat pe apartamente,
este prezentat in tabelul urmator:

16 27 87 98 58 69 29 40 19 71
82 42 53 17 24 84 95 55 66 54
75 45 66 36 57 27 48 18 39 9
30 9 21 91 18 82 8 73 94 58
85 66 96 77 9 88 19 99 29 10

a) Care este populatia statistica si care este caracteristica statistica?
b) Sa se grupeze aceste date pe intervalele: [0, 10), [10, 20), ..., [80, 90), [90, 100].

3. Inaltimile (in cm) ale jucatorilor echipei nationale de volei a Frantei (2007) sunt:
196,169, 186, 183,180, 187,191, 183, 168, 186, 181, 182.
a) Care este populatia statistica? b) Care este caracteristica statistica?

4. Se considera o selectie de volum n =20 a unei caracteristici statistice:
30, 100, 70, 60, 40, 30, 60, 40, 40, 70, 60, 40, 70, 60, 70, 60, 60, 70, 60, 60.
Care varianta are frecventa relativa cumulata egala cu 0,77

C

5. Se considera fragmentul de mai jos, din poezia lui Mihai Eminescu ,,La steaua’:

La steaua care-a rasarit Poate de mult s-a stins in drum
E-o cale-atdt de lunga, In departari albastre,
Ca mii de ani i-au trebuit lar raza ei abia acum
Luminii sa ne-ajunga. Luci vederii noastre.

Sa se determine frecventele absolute ale literelor a, e, i, o, u, d. Rezultatele sa se prezinte sub forma unei serii statistice,
care sa fie completata cu frecvente relative si cu frecventa relativa cumulata.

Profilul real
A,
1. Se considera o selectie de volum »n =20 aunei caracteristici statistice: 5, 8, 3,6, 7,4,3,3,4,5,4,6,7,4,5,6,8,4,5, 8.
Care varianta are frecventa relativa cumulata egala cu 0,757
2. Ceasurile expuse in vitrinele unui magazin arati ore aleatoare. Inregistrindu-se indicatiile a 50 de ceasuri, s-au obtinut
urmatoarele date:
00:39 03:05 07:13 09:04 02:34 04:35 11:05 05:16 10:33 06:50
11:32 04:19 10:19 00:27 06:08 01:56 09:37 02:28 03:49 11:21
01:07 06:41 11:04 02:07 04:42 08:06 00:09 04:30 07:16 08:39
05:44 09:21 01:25 10:52 09:40 02:41 10:11 03:18 10:14 00:41
08:43 02:14 04:05 05:07 03:27 06:20 04:15 07:01 00:53 02:30

a) Care este populatia statistica si care este caracteristica statistica?
b) Sa se grupeze aceste date pe 12 intervale: [0, 1), [1, 2), ..., [11,12].
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. La o fabrica de conserve, borcanele sunt umplute cu ajutorul unui sistem automatizat. Pentru a verifica regimul de
functionare a sistemului, se iau la intdmplare 75 de borcane si se cantareste continutul lor. Rezultatele sunt trecute in
urmatorul tabel:

Masa (g) [730,740) [740,750) [750,760) [760,770) [770,780]
Numarul de borcane 5 7 52 9 2

a) Care este populatia statistica studiata?
b) Ce caracteristica statistica este studiata? Care este tipul ei?
¢) Ce procent din numarul total de borcane au masa mai mica decat 750 g?

. Datele ce urmeaza reprezinta varsta la care unii actori au obtinut Premiul Oscar:

32 51 35 76 32 48 62 41 31 46
37 53 45 37 60 48 43 56 47 40
36 33 55 42 38 40 42 39 45 36
32 61 39 40 56 43 44 46 60

a) Sa se grupeze aceste date pe intervale alegdnd numarul intervalelor conform formulei lui Sturges. Marimea lor se va
alege rotunjind prin adaos la cel mai apropiat numar intreg.

b) Sa se completeze tabelul construit cu frecventele relative si cu frecventele relative cumulate.

¢) Sa se comenteze tabelul completat.

G

. ﬁfﬁj Lucrati in perechi! In tabel sunt prezentate masele corporale ale nou-nascutilor (in kilograme) la o maternitate:

3,9 2,6 3,7 3,4 2,0 3.5 3,2 3.8 3.0 42
3.8 3,7 2.1 3.8 29 37 26 35 2,4 3.6
3,0 52 2.7 3,5 3.0 2,5 41 3,3 38 3,1
3,6 38 25 42 33 40 3,8 25 35 3,0
3,3 2,2 42 4,6 29 39 28 34 40 2.6
4.8 33 35 3,0 45 3.1

a) Sa se grupeze aceste date pe intervalele:

[2,0;2,4),[2,4;2,8),[2,8; 3,2),[3,2; 3,6), [3,6;4,0), [4,0;4,4),[4,4,4,8),[4,8; 5,2].
Sa se completeze tabelul construit cu frecventele relative si cu frecventele relative cumulate.
b) Sa se grupeze aceste date alegand numarul intervalelor conform formulei lui Sturges.

Indicatie. n =56, 1g56=1,748, r =6, h=0,533...; luam A =0,6 (rotunjim prin adaos la cea mai apropiata zecime).

. @ Investigati! Fie X caracteristica statistica ce reprezinta lungimea cuvintelor (numarul de litere) din primele 11 randuri

de pe pagina 3 a acestui manual. Alcatuiti seria statistica, grupand pe variante. Completati tabelul cu frecventele relative.
Efectuati o analiza similara in baza unui text literar (poezie, povestire, articol de ziar etc.). Comparati rezultatele, comentati.




REPREZENTAREA GRAFICA A DATELOR
STATISTICE

Pentru a obtine o imagine sugestiva a datelor statistice, ele pot fi reprezentate cu ajutorul
graficelor (diagramelor).

3.1. Histograma si poligonul frecventelor

Histograma se foloseste in cazul in care datele sunt grupate pe intervale de variatie.
Pentru a construi histograma frecventelor, pe axa absciselor se trec intervalele de grupare.
Pe fiecare dintre ele, considerat ca baza, se construieste un dreptunghi de inaltime propor-
tionala cu frecventa (absoluta sau relativa) a intervalului dat.

Histograma frecventelor absolute corespunzatoare seriei statistice din tabelul 4 este pre-
zentatd in figura 6.1.

Poligonul frecventelor absolute este linia poligonald care uneste punctele (x;, n,),
unde x; este mijlocul intervalului i, i =1, . Seriei statistice din tabelul 4 1i corespunde poli-

gonul din figura 6.2. Poligonul frecventelor relative este linia poligonala care uneste punctele

(L S i=1r
A A
20 ] 20
15 15
10 10 7
5 5
o 8,410,412,414,416,418,4 20,4 22,4' o 8,410,412,414,416,418,4 20,4 22,4'
Fig. 6.1 Fig. 6.2
A
A. Moivre a masurat Tnaltimea a 1375 200 ; S

de femei luate la intamplare. Histograma

ce corespunde rezultatelor masuratorilor 150

grupate pe intervale este prezentatd in fi-

gura 6.3. 100
Daca am dispune de mai multe date, de

o
Abraham Moivre |

. exemplu, am avea Tnaltimile a unui milion de
(1667-1754), mate- 50

femei, si masuratorile s-ar efectua cu exac-

matician francez ) .. -
titate de un milimetru, atunci histograma,
practic, ar coincide cu o curba de forma unui 140 145 150 155 160 165 170 175 180 185 190"
clopot (curba lui Gauss) (fig. 6.3). Fig. 6.3
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3.2. Diagrame prin batoane. Diagrame cu bare

Diagramele prin batoane (bastoane) se folosesc in cazul caracteristicilor discrete care
iau un numar mic de valori. Ele se construiesc astfel: pe axa orizontald trecem variantele x;
ale caracteristicii X si din punctele obtinute ridicdim segmente verticale, avand lungimea
proportionald cu frecventa absolutd sau relativa a variantei respective x,. Unitdtile de masura
de pe axa orizontala si de pe axa verticala pot fi diferite.

Problema

% rezolvata

Un contor Geiger a inregistrat numarul de a-particule emise pe parcursul a 25 de unitati

de timp, a cate 7,5 secunde fiecare. Au fost obtinute urmatoarele rezultate:
3,0,4,6,3,5 4,4,2,3,1,5,3,4,2,5,6,4 1,2, 7,6, 5, 3, 4
Fie x, numarul de particule emise timp de 7,5 secunde si n, frecventa absoluta a varian-
tei x,. Sa se scrie datele sub forma de serie statisticd si sd se construiascd diagrama prin
batoane a seriei obtinute.

{?ezolvare:
In urma gruparii pe variante, obtinem seria statisticd din Tabelul 6
tabelul 6. Diagrama prin batoane a acestei serii statistice este
prezentatd in f’lgura 16).4. 7 A “
6
1 2
> 2 3
4 3 5
3 4 6
2 5 4
1 ‘ 6 3
o0 1 2 3 4 5 6 x 7 1

Fig. 6.4

Diagramele cu bare sunt folosite, In principiu, pentru caracteristicile statistice calitative
sau cantitative discrete cu un numar nu prea mare de variante. Aceste diagrame sunt utilizate
pentru compararea variantelor dintr-o serie statistica sau din cateva serii.

O diagrama cu bare este formatd din bare orizontale sub forma de dreptunghiuri sepa-
rate. Fiecdrei variante a caracteristicii statistice 1i corespunde un dreptunghi. Bazele drept-
unghiurilor se iau congruente si se situeaza pe axa verticald. Inaltimea fiecarui dreptunghi
reprezintd frecventa (absolutd sau relativa) a variantei sau este proportionala cu frecventa.

Probleme 1 Elevii unei clase au fost intrebati despre activitatile preferate in timpul liber. Rezultatele
% rezolvate sunt prezentate sub forma unei serii statistice:

i‘@ —| jocuri

Activitati preferate [iSunvale:! sport filme lecturi electronice Total

Numarul de elevi 4 9 6 7 4 30

Care este caracteristica statisticd si care sunt variantele ei? Sa se construiasca diagrama
cu bare respectiva.



Rezolvare:

Caracteristica statistica calitativa este ,,activitatea preferatd”, cu urmatoarele variante:
muzica, sport, filme, lecturi, jocuri electronice. Diagrama ilustreaza comparatii intre variante.

) I I I
Jocuri
electronice
) Lecturi
N
[+
5
= Filme
1 )
=y
o p—
= Sport
~N—
o p—
>
= ..
51 Muzica
< [ [ [

Cu ajutorul acestei dia-
grame putem analiza preferin-
tele elevilor. Constatam, de
exemplu, cd acelagi numar de

1 2 3 4 5 6 7

elevi prefera muzica si jocurile

8 .. a4
electronice, iar cea mai indra-

9
Numarul de elevi gitd activitate este sportul.

2 in conditiile problemei 1. tindndu-se cont de sexul elevilor, au fost obtinute urmatoarele

rezultate sub forma de doua serii statistice:

Activitati preferate [Sivale1 sport filme lecturi

Fete 3 4
Baieti 1 5
Total 4 9

jocuri

Sa se construiasca diagrama cu bare respectiva.

Rezolvare:

Obtinem urmatoarea diagrama:

Jocuri
electronice

Lecturi

Filme

Sport

Muzica

D
=1
<
5
.
5]
S
=%
o
=
o]
N
o=
»
o
=
<

—
e
e
—

1 2 3 4 5 6

Numarul de elevi

electronice ol
3 4 1 15
3 3 3 15
6 7 4 30
[ ] fete
I baieti

Cu ajutorul acestei diagrame, prefe-
rintele baietilor la alegerea activitatilor
in timpul liber sunt comparate cu prefe-
rintele fetelor. Analizand diagrama, con-
chidem, de exemplu, ca:

1) baietii preferd cel mai mult sportul;
2) fetele aleg muzica si lecturile mai des
decat baietii;

3) fetele si baietii prefera in egala masu-
ra filmele;

4) baietii In egald masura aleg lecturile
si filmele.

Exercitiu. Realizati un sondaj printre elevii clasei referitor la petrecerea timpului liber.
Construiti diagrama cu bare respectiva si analizati rezultatele sondajului.



3.3. Reprezentarea structurii seriilor calitative

Structura seriilor calitative poate fi reprezentatd cu ajutorul diagramelor structurale
(cerc de structurd, patrat etc.). Ariile figurilor geometrice respective reprezinta 100%, iar
partile lor au arii proportionale cu marimile caracteristicilor.

m Consideram urmatoarea serie calitativa (tabelul 7):

Tabelul 7

Structura categoriilor de carti realizate de
o editura in anul 2022

Manuale 42,5
Proza 20,4
Poezie 15,8 V
Carti de specialitate 11,6 05
Dictionare 9,2
Alte carti 0,5

Fig. 6.5

Figura 6.5 ilustreaza datele din tabelul 7 cu ajutorul cercului de structura.

Pentru a ne orienta mai rapid in tendintele fenomenelor, folosim diagrame prin pdtrate
si diagrame prin cercuri. Patratele si cercurile se construiesc astfel incat ariile lor sa fie
proportionale cu marimile indicatorilor (caracteristicilor) respectivi.

Problema In tabelul 8 este prezentat numérul populatiei municipiului Chisinau (in mii), in diferiti ani.
% rezolvata
Tabelul 8
m 1939 1950 1965 1989 2016

Numarul
populatiei

112,0 134,0 279,2 661,4 746,8

Sa se reprezinte aceste date cu ajutorul:
a) diagramei prin patrate;
b) diagramei prin cercuri.

Rezolvare:

a) Reprezentam populatia anului 2016 printr-un patrat
cu latura de aproximativ 27 de unitati (4/746,8 =27), iar
populatia anilor 1939, 1950, 1965 si 1989 — prin patrate cu
laturile respectiv de 11, 12, 17 si 26 de unitati («/ﬁ =11,
V134 = 12, ...). Obtinem diagrama din figura 6.6 (unitatea

. . - g n . <
poate fi consideratd egala cu 7 cm, n fiind un numar

natural ales in functie de marimea preconizata a diagramei;
in cazul nostru, n=4). Fig. 6.6




b) Pentru a construi diagrama prin cercuri, intdi alegem
razele cercurilor. incepem de la cercul mai mare, care este
cercul populatiei anului 2016. Aria lui trebuie sa fie propor-
tionald cu numdrul populatiei (in mii): 7z7° = 746,8 (fira restran-
gerea generalitatii, am luat coeficientul de proportionalitate 1).
Deducem cd r=16 unitti. Pentru celelalte cercuri obtinem,
in mod analog, razele: 6, 7, 10 si 15 unitati. Ramane sa alegem
marimea unitatii. Ea poate fi oricare, dar suficient de mare
pentru a putea trasa si cercurile mici. Alegem marimea unitatii

1989

@

Fig. 6.7

din conditia: 16 unitdti =2 cm.
Obtinem diagrama din figura 6.7.

"robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

1. Se dau notele obtinute de elevii clasei a XII-a la lucrarea scrisa la matematica
(in ordinea 1n care elevii sunt trecuti in catalog): 10,9, 4,5, 8,3,7,8,9,5,8,7,5,7,9,8,6,7,8,6,8,5,7,6,5, 8,4, 3.

Sa se reprezinte aceste date cu ajutorul diagramei prin batoane. ke

2. In cadrul selectiei pentru o competitie importanta doi tragatori, X si ¥,
au tras la tintd, fiecare de 20 de ori. Rezultatele sunt prezentate in 50 4 6
tabelul alturat, sub forma de doud serii statistice. S se construiasci 30 6 4
diagrama cu bare. 20 5 3
10 4 6
B 0 1 1

0] o]
3. %‘%ﬂ Lucrati in grup! Realizati In clasd un sondaj pri- -
ind srul brilor familiilor elevilor. Si Numairul Cauza Frecventa
vind numéarul membrilor familiilor elevilor. S se grupeze variantei relativi (%)

rezultatele pe variante si sd se construiasca diagrama prin

1 Vor sa para ,,duri” 35%
batoane.
2 Din lipsa de incredere in sine 25%
4. Inclasele liceale s-a realizat un sondaj: ,,Cum credeti, de 3 Au probleme in familie 12%
ce unii copii 1i hartuiesc pe alti copii?” Rezultatele sunt 4 D e 10%
reflectate de seria statistica alaturata . -
5 Din ,,placere” 10%
Sa se construiasca diagrama cu bare. Sa se efectueze o e
C . 6 Sunt rautaciosi 5%
analiza a diagramei.
7 Din plictiseala 3%

5. Printre parintii ai cdror copii frecventeaza gradinita ,,Scufita Rosie”, s-a realizat un sondaj despre durata (in minute)
deplasarii de la domiciliu la gradinita. Au fost obtinute urmatoarele rezultate:
18 30 12 15 13 26 23 35 B 17 5 20 10 14 15 40
30 25 31 5 9 15 16 5 7 11 16 19 9 24 8 32
23 36 7 21 20 6 18 30 10 12 41 16 30 21 34 5
27 23 41 39 19 19 37 43 13 24 6 23 32 14 43 32
25 39 20 37 38 38 24 2 31 40 16 35 3 27 12 44

a) Sd se grupeze aceste date pe intervalele: [5, 12); [12, 19);[19, 26); [26, 33); [33, 40); [40, 47].
b) Sa se construiasca histograma si poligonul frecventelor absolute.



6. ﬁfﬁ] Lucrati in perechi! 3 monede au fost aruncate simultan de 20 de ori. Numarul de steme dupa ordinea aparitii a

condus laurmatorulrezultat: 1 0 1 32320320220321211.

a) Sa se grupeze datele pe variante (sau pe intervale).

b) Sa se completeze tabelul construit cu frecventele absolute, relative si cumulate.

¢) Sa se construiasca histograma si poligonul frecventelor (sau diagrama prin batoane).

Clubul sportiv al unui liceu are 30 de membri. Numiirul de sportivi

7.
rosie 4
Culorile tricourilor sportivi- albastri 10
lor sunt reflectate in seria <
. galbena 1
statistica:
verde
violeta 7
Sa se construiasca cercul de structura. Total 30
5 A
8. Infigura alaturati este data diagrama prin batoane a unei 4
serii statistice. Care e aceasta serie? 3
2
il |
O 1 2 3 4 5 6 7
Profilul real
A,
1. Realizati in clasa un sondaj privind durata drumuluidela | 2. Aruncati o moneda pana ob-
domiciliu pana la scoala (in minute). tineti stema de 2 ori succesiv
a) Sa se grupeze datele pe variante (sau pe intervale). si inregistrati numarul de arun-
b) Sa se completeze tabelul construit cu frecventele ab- cari efectuate. Repetati expe-
solute, relative si cumulate. rimentul de 20 de ori.
¢) Sa se construiasca histograma si poligonul frecventelor Sa se reprezinte rezultatele
(sau diagrama prin batoane). obtinute cu ajutorul diagramei
prin batoane.

B,
3. Valorile coeficientului de inteligenta al elevilor unei clase sunt urmatoarele: 75, 85, 87, 90, 94, 96, 97, 99, 100,
100, 102,102,102, 103,104,104, 105, 105, 106, 107,108, 108,111,112, 114,114,114, 114, 116, 124.
a) Sa se grupeze aceste date pe intervalele: [75, 85), [85, 95), [95, 105), [105, 115),[115, 125].
b) Sa se construiasca histograma si poligonul frecventelor absolute.

4. Dupa un examen la matematica, la care au participat 100 de elevi, N Numiirul
s-a efectuat un sondaj. Elevii au fost rugati sd-si exprime opinia [ EIFEINI] de elevi

asupra notei luate la examen, alegand una dintre variantele: l n;
1) categoric nu sunt de acord (,,categoric nu”); 1 categoric nu
2) nu sunt de acord (,,nu”); 2 nu 9
3) in principiu sunt de acord (,,in principiu da”); 3 in principiu da 40
4) sunt de acord (,,de acord”);

N N " 4 de acord 35
5) intru totul sunt de acord (,,intru totul da”).

5 intru totul da 15

Rezultatele sondajului sunt reprezentate cu ajutorul seriei statistice.
Sa se construiasca cercul de structura. Total 100




5. In tabelul aldturat sunt prezentate 5 tari din care vin cei mai multi Studentii

tineri sd studieze in universitatile din Republica Moldova (anul de Romania 2661
studii 202 1.-2022?. . . Israel 083
Pen‘Fru seria statisticd corespunzatoare sa se construiasca: India 690
a) diagrama cu bare; — =
b) cercul de structura. craina

Federatia Rusa 78
C . Alte tari 351

0480

6. [}D—'—?‘ﬁ] Lucrati in grup!
1. Sa se realizeze printre colegii de clasa un sondaj privind modalitatea de a ajunge la scoala: pe jos, cu transportul in
comun, cu autobuzul scolar, cu bicicleta, cu autoturismul, cu alt mijloc de transport.
2. Sa se alcatuiasca seria statistica.
3. Sa se construiasca diagrama cu bare corespunzatoare.
4. Sa se efectueze o analizd a diagramei: a) Ce mijloc de transport este folosit de cei mai multi elevi?
b) Ce mijloc de transport este folosit de cei mai putini elevi?

7. Sa se construiasca diagrama cu bare si sa se compare varsta Rep, Moldova & o
de pensionare in diferite tari. Romania 63 65
Varsta de pensionare in Republica Moldova si in alte cateva Germania 65 65
tari este reflectatd de seriile statistice alaturate. Franta 62 62

Ucraina 60 60
Federatia Rusa 60 65

8. @ Investigati! Se considera fraza ,,Elementele populatiei statistice se numesc unitati statistice”.
a) Sa se determine frecventele absolute si relative ale literelor din aceasta fraza si s se reprezinte rezultatele prin-
tr-o serie statistica. Sa se compare frecventele relative calculate cu frecventele relative ale literelor in limba romana
(prezentam, pentru aceasta, frecventele in limba romana ale unor litere (in %): e — 11,47;1—9,96; a — 9,95; u — 6,20;
c—5,28;n-6,47;t—6,04;1-4,48; 04,07, 4—4,06; p—3,18; t— 1,00).
b) Cu ajutorul diagramei prin batoane sa se reprezinte seria frecventelor absolute ale vocalelor din aceasta fraza.

Virsta donatorului %

. A . . .. 0,20 5
9. Un centru de transfuzie a sangelui a facut bilantul anual al colectarilor de [0,20)
sange. In seria statistic alaturata sunt reflectate datele referitoare la varstele [20,30) .
donatorilor. [30,40) 26
a) Sa se construiasca cercul de structura. [40,50) 30
b) Ce unghiuri corespund intervalelor (pe cercul construit)? >50 25
Total 100
A
. . . . . . 0’6 I
10. Se da poligonul frecventelor relative ale unei caracteristici I
statistice. Sa se indice o serie statistica ce corespunde acestui
poligon. Este unica aceasta? Argumentati. 041-- T
02 +--+

v




MARIMI MEDII ALE SERIILOR STATISTICE

4.1. Media aritmetica

Fie X o caracteristica statistica cantitativa si o selectie de n valori distincte x,, x,, ..., X

Marimea X = %ixi se numeste medie aritmeticd (simpld) a lui X.
=1
Daca datele selelc,tiei sunt grupate pe variante, atunci media aritmetica se defineste astfel:
X :%ixini, unde ini =n.
i=1 i=1
Daca datele selectiei sunt grupate pe intervale, atunci media aritmetica se defineste astfel:

=

I . . .. . .
=— E x'n,, unde x; este mijlocul intervalului i.
n4
i=1

In ultimele doud cazuri, X se numeste medie aritmeticd ponderatd a lui X.

m 1 Pentru datele din tabelul 1 obtinem:
5-8410-10+15-11+11-12+2-144+3-16+4-17
50
ceea ce Inseamnd cd numdrul mediu de probleme rezolvate de un elev este 11,62. Putem

trage concluzia ca 30 de elevi (din 50) au rezultate sub medie.

=11,62 (probleme),

x=

2 Pentru datele din tabelul 4 obtinem:

9,14-3+11,4-7+13,4-13+15,4-21+17,4-17+19,4-2+21,4-2
65

x=

=15,11.

Media aritmeticd este o valoare tipicd importanta, care ne ajuta sa trecem la etapele
urmadtoare ale cercetdrii statistice, in special la comparatii (compararea mediei unei caracte-
ristici in doud populatii statistice).

Uneori, media aritmetica poate ascunde o realitate. Fie, de exemplu, 8, 2, 7, 7, 1 notele a
5 elevi obtinute la o teza. Aici x =5, adica fiecare elev are, in medie, o nota trecatoare,
ceea ce nu corespunde realitatii.

Pentru completarea analizei seriilor statistice, pe 1angd media aritmetica, se utilizeaza
valorile unor variante concrete, care ocupa in sirul datelor ordonate (crescator sau descres-
citor) anumite pozitii. In primul rand, aici se are in vedere mediana si modul seriei statistice.

4.2. Mediana

4.2.1. Mediana unei succesiuni de numere

Mediana (Me) a unei succesiuni de n numere, ordonate crescator sau descrescator,
este numdrul care se afli la mijlocul succesiunii.

Daca succesiunea contine un numar impar de variante, atunci mediana este chiar termenul
central. Pentru o succesiune cu un numar par de variante, mediana este media aritmetica a
celor doi termeni centrali. De exemplu, pentru succesiunea 2, 3, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 10 avem

Me = 6, iar pentru succesiunea 1, 2,2,4,7,9,9, 10 avem Me :i27 =5,5.

27



4.2.2. Mediana unei serii statistice

Fie X o caracteristica statistica si s consideram o selectie a ei de volum n. Mediana Me
este valoarea care separd volumul selectiei ordonate crescator in doud parti egale,
dupa numarul de elemente. Mediana nu este neaparat una dintre variantele selectiei.

In cazul gruparii pe variante, mediana se determina astfel:

1) calculam frecventele absolute cumulate;

2) gasim prima frecventd absolutd cumulatd mai mare decét ntl,

2 b
medianei. valoarea Me este valoarea variantei corespunzatoare a lui X.

ea indica locul

% rezolvata mediana seriei 2 3 3
statistice grupate 7 10
pe variante: > =

7 9 21
Rezolvare: 10 4 925
n+l_25+1_ 13
B ) . Total 25

Prima frecventa absolutd cumulata, mai mare decat 13, este 21, si aceasta indica locul
medianei: linia variantei x, = 7. Prin urmare, Me =7.

In cazul in care datele statistice sunt grupate pe intervale, mediana se contine in
. . .. . < < . A, N1 .
primul interval a carui frecventa absolutd cumulata este mai mare decat - Acest inter-

val se numeste interval median.
Vom explica pe baza unei probleme cum se afla insasi valoarea medianei.

Problema Sa se determine mediana seriei statistice grupate pe intervale:
% rezolvata Frecventa absoluta Frecventa absoluta

[4,8) 7 7
[8,12) 3 10
[12,16) 8 18
[16,20] 7 25
Total 25 25

Rezolvare:

Avem n =25, ntl_ 13. Intervalul [12, 16) este primul interval a cdrui frecventa cumu-

2
lata este mai mare decat 13: 18 >13. Deci, mediana se contine in acest interval. Daca toate

cele 25 de variante ar fi scrise 1n ordine crescatoare, atunci mediana ar fi cea de a 13-a
varianti, care este cuprinsa intre limitele 12 si 16. In intervalul [12, 16) se afld 8 variante. In
statistica se presupune cd acestea cresc uniform de la 12 la 16, cresterea fiind egald cu
16—12

5 - 0,5.

Pe de alta parte, a 13-a varianta a seriei este a 3-a dintre cele 8 variante situate in
intervalul [12,16) (deoarece la stanga de intervalul [12, 16) se afla 10 variante).

16;2 =13,5. Astfel, Me=135.

Deci, varianta a 13-a este 12+ (13-10)-



| [Elemente de statistici matematica si de calcul financiar
4.3. Modul

Modul (Mo) sau dominanta unei serii statistice reprezintd valoarea caracteristicii cu
frecventa cea mai mare.

In cazul in care datele sunt grupate pe variante, modul se determina nemijlocit con-
form definitiei.

Problema Sa se determine modul seriei statistice grupate pe variante:

% rezolvata 2) . 0 3 5 6 7 b) 0 1 3 4 8
O: : 7 4 B s 4 5 3

Rezolvare:
a) Mo=6, deoarece frecventa ei, fiind egala cu 7, este cea mai mare.

b) Mo=1; Mo=4. Aici existd doud valori modale. Spunem ca aceasta serie statistica
este bimodala.

( bservatie Dacd toate variantele caracteristicii statistice au aceeasi frecventa, atunci seria respectiva
- nu are mod.

Daca datele sunt grupate pe intervale de variatie, determinarea modului presupune
mai intai identificarea intervalului cu frecventd maxima (care se numeste interval modal).
Apoi modul se calculeaza conform formulei:

’ ’

n —n

Mo=x_.+h 21
"y =) + () — )’

este limita inferioara a intervalului modal, # — marimea intervalului modal, ], n},

unde x.

inf

n; — frecventele respective ale intervalelor premodal, modal, postmodal.

Intr-o banca s-au inregistrat sumele retrase de 100 de clienti in cursul unei siptamani.
Datele au fost grupate pe intervale.

Problema

% rezolvata

Numairul clientilor

Numarul Suma retrasa (in euro)
intervalului intervalul Care et rztras SHIE
1 [0,200) 5
2 [200, 400) 20
3 [400, 600) 28
4 [600, 800) 25
5 [800, 1000) 18
6 >1000 4
Total 100

Sa se afle modul sumei retrase.

Rezolvare:
Intervalul modal este [400, 600), deoarece frecventa lui, egald cu 28, este cea mai
mare. Se constatd ca x,, =400, A =200, n, =20, n, =28, n; =25. Prin urmare,
28—-20 8

Mo =400+2 =400 +200- - = 5454,
0=400-+200 00 e sy = 400+200- 1 = 545,




f bservatie Mediana si modul sunt caracteristici importante ale seriei statistice, care completeaza

>

media aritmetica. Totodata, pot fi date exemple care arata cd in unele cazuri mediana si
modul, 1n calitatea lor de caracteristici, sunt mai eficiente decat media aritmetica. Bunaoara,
o cutie postala sau un bancomat nu se instaleaza la mijlocul unei strazi, dar in punctul ce
imparte numarul populatiei care locuieste pe aceasta stradd in doud parti egale
(aproximativ egale).

robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

1. Proprietarul unei firme este interesat de durata convorbirilor telefonice ale angajatilor in timpul programului de lucru.
Au fost Inregistrati urmatorii timpi (in minute):
3,1,4,2,5,1,1,2,7,10,5,10,1,4,5,2,3,5,4,4,2,1,7,8,10,5,1,2,7,5.
Grupand datele pe variante, sa se determine media aritmeticd, mediana si modul seriei statistice obtinute.

2. Inscoala sunt doui clase de a IX-a. In prima sunt 29 de elevi si inaltimea medie a lor este 162 cm, iar in a doua sunt 25 de
elevi si indltimea medie a lor este 159 cm. Sa se determine inaltimea medie a tuturor elevilor din clasele a IX-a.

B
3. Pe parcursul anului 2020 in Republica Moldova au fost Numirul de accidente (1)

inregistrate 1988 de accidente rutiere. Repartizarea lor pe luni 300
zilele sdptdmanii este redata de seria statistica alaturata. marti 286
a) Sa se determine numarul mediu de accidente inregistrate miercuri 273
intf—o Zi. joi 274
b) In ce zi frecventa relativa cumulata este mai mare decat 0,7 L.
si mai mica decit 0,8 vinett 281
sambata 297
duminica 277
Total 1988
4. |y Lucratiin perechi! Vechimea in muncd a angaja- [0, 5) 3
tilor unei firme este reflectata in tabelul alaturat. [5, 10) I
Sa se determine media aritmetica, mediana si modul seriei [10, 15) 10
statistice. [15.20) 15
[20, 25) 19
[25, 30) 18
[30, 35)
[35, 40] 2
Total 80

5. Inprimul trimestru, la teste si la lucrrile individuale Raluca a luat urmatoarele note:
lamatematica: 8,7,10,9, 8, 8,9, 10;
lafizica: 7,8, 10, 8,9, 8.
La care dintre discipline succesele Ralucdi sunt mai bune?



6. [Z] mvestigarit Se considerd o selectic de n valor distinct S . ——ve
R nves lga,l € considera o Se ec,le € n valori distincte Lunglmea stluletllor (cm) Numal‘ul de Stluletl (n,')

ale caracteristicii statistice X: x,, x,, ..., x,. Sa se arate ca

1 2
suma algebrica a abaterilor variantelor de la media aritmetica 2(9)’3 4
este egald cu zero: Y (x, —x)=0. ’
s 21( Y 205 5
Ce alte proprietati evidente mai pot fi formulate? 210 7
7. In tabel sunt prezentate rezultatele masuratorii lungimii 215 16
(in centimetri) a 60 de stiuleti. 20 15
a) Sa se determine media aritmeticd, mediana si modul 05
lungimii stiuletilor. 5 3’ 0
b) Ce procent din numarul total de stiuleti au lungimi T ’ ] =
care difera de media aritmetica x cu cel mult 5 mm? ota
Profilul real
Al Timpul (min.) Persoane (1)
1. Timpul petrecut zilnic in fata televizorului de 100 de persoane este prezentat in Pani la 30 24
tabelul alaturat. [30, 60) 25
Sa se determine media aritmeticd, mediana [60, 90) 39
si modul seriei statistice respective. [90, 120) 10
[120, 150] 2
Total 100
iniltimea (cm) Numarul de elevi (7,)
2. Sedainaltimea elevilor claselor gimnaziale, rezultatele fiind (150, 155) 12
grupate pe intervale. [155,160) 28
a) Sa se construiasca histograma frecventelor relative. [160, 165) 51
b) Sa se calculeze media aritmeticd, mediana si modul acestei [165, 170) 46
serii statistice. [170, 175] 13
Total 150

3. Clasele a XII-a, A si B, isi com-
para rezultatele la sfarsit de tri- 1 Pl 3 4 5 6 7 8 9 10
mestru. Se ajunge la concluzia ca
ele sunt similare, deoarece in

ambele cazuri medianele sunt
egale (cu 6). Dar ce credeti voi?

Numirul deboabe | Numarul de spice

B, [8, 11) 2
4. S-au luat la intamplare 50 de spice de orz. Hi’ 12 132
Numarand boabele pe care le contine fiecare -
spic, s-au obtinut urmatoarele rezultate (gru- 117, 20) L
pate pe intervale, in tabelul alaturat). [20, 23) 12
; . o [23, 26) 6
Sa se determine media aritmetica, mediana si 126, 29]

modul seriei statistice respective.
p Total 50




5. ﬁﬁﬁjﬂ Lucratiin perechi! 60 de elevi din clasele a I1-a au fost testati la viteza de citire (numarul de cuvinte citite intr-un

minut). Rezultatele, ordonate crescator, sunt urmatoarele:

25 26 28 30 30 33 33 34 35 35 35 35 35 36 37
39 41 41 42 43 45 45 49 50 50 50 50 52 53 53
54 56 57 57 57 57 58 58 61 62 62 67 67 68 70
74 75 75 78 78 78 80 85 85 &7 87 94 102 102 112

a) Sa se scrie seria statistica a acestui tabel de date si sa se determine media aritmetica, mediana si modul ei.

b) Sa se grupeze datele acestei serii statistice pe intervalele: [25; 35), [35; 45), [45; 55), [55; 65),[65; 75), [75; 85), [85; 95),
[95;105),[105; 115].

Sa se determine media aritmetica, mediana si modul dupa gruparea datelor pe intervale si sa se compare valorile lor cu cele
de la punctul a).

6. La un concurs de matematica au fost A 7 9 7 6 8 10 8 9 9
propuse 9 probleme. Cei mai buni dintre

rticipanti, elevii A, B si C luat
participanti, elevii A, B si C, au lua 10 g 9 10 7 6 6 g g

notele prezentate n tabel.
Cum credeti ca au fost repartizate locurile I, IT si III intre acesti participanti? Argumentati.

G
7. @ Investigati! Argumentati urmatoarea formula de calcul al medianei unei serii statistice grupate pe intervale:

n+l_ z fipm
Me = x, . (Me)+ h(Me) - zn—’
Me

unde x,,(Me) este limita inferioara a intervalului median, /#(Me) — marimea intervalului median, z fipm — suma
frecventelor absolute ale intervalelor precedente intervalului median, #,, — frecventa absoluta a intervalului median.

7
9 Europa

s . . . . i . 30
8. |y Lucratiin perechi! Repartitia pe continente a uscatului, ce constituie Antarctida

Asia

aproximativ 150 milioane km?, este reprezentata prin cercul de structura alaturat. 5
Sa se determine: Australia

a) ariile continentelor: x,, x,, x,, x,, X5, X, (scrise in ordinea crescitoare);

. . . ) 20
b) aria medie a continentelor; Africa

¢) mediana succesiunii de numere x,, x,, X, X,, X, X,. 29
America

9. La o intreprindere lucreaza 120 de muncitori: lacatusi, strungari si frezori. Numarul acestora este direct proportional,
corespunzator, cu 5, 2, 3. Salariul lunar al muncitorilor constituie 9050, 10200 si 11000 de lei, respectiv. Sa se determine
media aritmeticd, mediana si modul salariului unui muncitor.

10. In urma examinarii duratei convorbirilor telefonice (in minute), efectuate la o centrala telefonici, s-au obtinut datele
reflectate in seria statistica de mai jos.

Durata (intervalul) [0,2) [24) [4,6) [68 [810) [10,12] Total

Frecventa (n;) 12 18 24 16 18 12 100

1) Sa se calculeze durata medie a unei convorbiri.

2) Admitem ca intervalele se regrupeaza cate doua, astfel ca ele devin: [0, 4), [4, 8), [8, 12]. Sa se calculeze durata medie
a unei convorbiri pentru seria noud.

3) Ce concluzie puteti formula?



ELEMENTE DE CALCUL FINANCIAR

5.1. Procente, dobanda simpla, dobanda compusa

Un procent este a suta parte (o sutime) dintr-o marime initiald (de bazd) G.
Pentru a calcula numarul 7 care constituie p% dintr-un numar G, aplicam formula:

G
T=—:p.
100 ¥
Problema Dintre cei 800 de elevi si eleve ai unui liceu, 40% locuiesc in vecinatate i vin la ore pe
% rezolvata jos. Cati elevi si eleve vin pe jos la ore?

Rezolvare:

Marimea de baza G =800, numarul de procente p =40, deci T = % -40 =320 (elevi
si eleve).

Raspuns: 320 de elevi si eleve.

Pentru a afla numarul de procente p pe care il constituie numarul 7 din marimea de
baza G, aplicam formula:

p%=%-100%.

Problema Dintre cei 800 de elevi si eleve ai unui liceu, 56 de elevi si eleve vin la ore cu parintii (cu
% rezolvata autoturisme). Cate procente din totalul de elevi si eleve vin la liceu cu autoturisme?
Rezolvare:
56

Avem G =800, 7'=56. Prin urmare, p% = 200 100% = 7%.
Raspuns: 7%.

Pentru a determina un numar necunoscut (marimea initiald) G, daca se cunoaste ca
un numar dat 7 constituie p% din G, aplicam formula:

G=L.100.
I2

Aceste probleme pot fi rezolvate (respectiv aceste formule pot fi memorate) utilizand
schema: G — 100%
T — p%,
care exprima faptul cd marimile 7 si p sunt direct proportionale, adicd este adevarata
.. G 100
propozitia: — =——.
Sl
In continuare se aplica proprietatea de baza a proportiei: G- p=7-100. Din aceasti
egalitate se obtine una dintre marimi, fiind cunoscute celelalte doua.

Problema In clasele primare ale unei scoli invati 210 elevi si eleve,
% rezolvata ceea ce constituie 35% din numarul total de elevi si eleve ai
scolii. Cati elevi si eleve invata 1n aceasta scoala?
Rezolvare:
T =210, p% =35%.

Deci, G = % -100 =600 (elevi si eleve).

Raspuns: 600 de elevi si eleve.




Problema

% rezolvata

Procentele au o aplicare larga in domeniul financiar. In particular, ele se utilizeaza la
determinarea sumei care trebuie achitatd pentru folosirea unui capital K imprumutat. Aceasta
suma S depinde de marimea capitalului si se determind, de obicei, ca o parte a sa: de exemplu,
S :%K . In practica se stabileste procentul pe care il constituie suma achitata (dobanda)

1
o S 10X
din capitalul imprumutat: p% = X 100= N a 100 =10%.

Dobinda D este suma care trebuie achitata pentru folosirea unui capital K imprumutat.

Rata dobdénzii este raportul dintre marimea dobanzii (de obicei in perioada de un an) si
marimea capitalului K Tmprumutat. Traditional, ea se exprima in procente, deci acest raport
se inmulteste cu 100.

Frecvent, persoane fizice (agenti economici) dau bancilor bani cu imprumut (plaseaza
bani la banci). In asa caz se perfecteazi contracte de depozite bancare (se constituie
depozite). In contracte se stipuleaza principalii parametri: suma plasata, termenul de imprumut,
rata anuald a dobanzii, responsabilitatea juridica s.a.

O persoana detine doud depozite a cate 5 mii lei la o bancd, cu rata anuald a doban-
zii de 12%: unul pe termen de un an, altul pe termen de 1,5 ani. Ce suma trebuie sa
restituie banca clientului la sfarsitul termenului in fiecare caz?

Rezolvare:

Marimea capitalului este K =5000, p=12%, deci, in primul caz, dobanda este

D = % 12 =600. Peste un an, banca va restitui suma imprumutata si dobanda aferenta,
adica 5000+ 600 =5600 (lei).
In al doilea caz, dobanda va constitui D, = % -12-1,5=600-1,5=900. Astfel, banca

va restitui clientului suma 5000+ 900=5900 (lei).
Raspuns: 5600 lei; 5900 lei.

Dobanda calculata in modul expus se numeste dobdnda simpla.

Dobéanda pentru utilizarea unui imprumut (depozit) se achita de catre banci la sfarsitul
fiecarei perioade (luna, trimestru, an). Astfel, clientul trebuie sa se prezinte periodic la banca
pentru ca: fie a) sd primeasca aceste dobanzi; fie b) sa le adauge la suma existentd, ca in
perioada urmatoare sd ia o dobanda mai mare decat in perioada precedenta.

Vom determina castigul clientului la aplicarea fiecarui procedeu de ¢ ori (¢ perioade)
consecutiv. Fie ca suma initiala este S, sirata dobanzii pentru fiecare perioada este constan-

td — p. In cazul a) la expirarea unei perioade dobanda va fi S,

P b
® 100° o 100°
va aparea (va fi) in cont la sfarsitul perioadei &, k£ =1, ¢ (adaugand fiecare dobanda la suma

P ; :
100 deci la expirarea a ¢

perioade dobanda va creste de ¢ ori: ¢- S, In cazul b) notam i = S, —suma care

precedentd). Avem:

S, =8, +8, -%=So(l+i), S, =S 48 i=S1+i)=S,(1+i), ...

S, =S ,+i-S =8 _,(1+i)=S,(1+) - A+i)=S,(1+i)"",

S =8, ,(1+i)=S,(1+i)".



Deci, daca la sfarsitul fiecarei perioade dobanda se aduna la suma acumulata pana in

perioada precedenta, rata dobanzii este constantd, p, suma initiald este S, atunci la sfarsitul

perioadei ¢ se va obtine suma: 7 )
S =S, 1+

100 |
Dobéanda obtinuta in urma aplicarii acestui procedeu (cand dobanda calculata la fiecare

etapa se adauga la suma de baza si generecaza o dobandad majoratd in urmatoarea perioada)

se numeste dobdndd compusd. Evident, ea este mai mare decat S, -——-f— suma a ¢

p
100

dobanzi simple.

Pentru a acorda servicii atractive, bancile propun sa se constituie depozite prin care

dobanda se adauga la cont lunar, trimestrial sau anual. Se spune ca depunerea se realizeaza
cu capitalizare. Acest fapt se stipuleaza neaparat in contract.

Probleme

% rezolvate

1 Se depune la o banca o suméa de 10 000 lei pe termen de 2 ani la rata anuala a dobanzii
de 7%. Sa se determine suma din cont la sfarsitul termenului, daca:

a) dobanda este simpla; b) dobanda este compusa, cu capitalizare anuala.
In care caz suma este mai mare si cu cat?

Rezolvare:

a) 32:10000(1+2'%):11400 (lei).

3 7Y .
b) S, _10000(1+100) =11 449 (lei).

Astfel, 11 449 —11400 =49 (lei).

Raspuns: a) 11400 lei; b) 11449 lei.
Suma finala in cazul dobanzii compuse este cu 49 lei mai mare decat in cazul dobanzii

simple.

Problema

% rezolvata

Se recomanda de a efectua calculele intermediare cu o exactitate de 4 zecimale.

2 In conditiile problemei precedente, sé se calculeze suma finala in cazul capitalizarii
efectuate lunar.

Rezolvare:

Se obtin 24 de perioade, rata dobanzii pentru fiecare luna fiind a %.
S 7\ . :

Atunci, S,, = 10000(1 +m) =11 498,06 (lei).

Raspuns: 11498,06 lei.

1. Daca procentul de plasare a sumei S, variazd pe durata de timp ¢ (rata e flotanta)

(t:Ztk) si pe fiecare perioadd 7, plasarea se face cu rata p, (dobanda simpla),
k=1
- Di

atunci dobanda totald se va calcula astfel: D, =S, - 100 ‘1.
k=1
2. Daca perioadele intermediare se calculeaza in fractiuni de an — trimestre, luni, zile,
1 2 1 2 1 2

atunci ¢, va avea respectiv forma: .. In contract se

T 3600 3607
specifica numarul de zile intr-un an bancar: 360 sau 365 (eventual 366) de zile.
La o bancad s-a depus suma de 54 000 u.m. in regim de dobanda simpla la ratele anuale de

10%, 12%, 13% pentru perioadele consecutive de 200, 150 si, respectiv, 100 de zile. Sa
se determine dobanda totald aferentd, daca anul bancar are 360 de zile.



Rezolvare:

.. 10 _ 12 B 13 _
Aici p, = 360t =200; p, = 360t =150; p, 360t =100.
Deci, D, =54OOO-10'200+12 150+13'100=7650 (um.).

100-360
Raspuns: 7650 u.m.

5.2. Buget. Profit. Preturi

Viata si activitatea oricarei familii, persoane este Tnsotita de cheltuieli (plati pentru
alimente, transport, servicii etc.) si venituri (salarii, burse, dobanzi etc.). Pentru a evita
surpriza de a ramane fard bani la un moment dat sau pentru a planifica o achizitie
costisitoare (procurarea unui obiect scump, efectuarea unei calatorii etc.), e bine sa
se tind evidenta banilor, sa se planifice viitoarele cheltuieli si venituri. Se mai spune ca
trebuie sa formam bugetul familiei sau al unei persoane.

% Bugetul este totalitatea prevederilor de venituri (cu indicarea lor) si de cheltuieli

(cu indicarea destinatiei) pentru o anumita perioada.
Bugetul trebuie intocmit astfel incat sa prevada cheltuielile obligatorii (alimente,

transport, taxe,

...), precum si acumulari pentru cheltuieli neprevazute sau pentru

realizarea unei afaceri costisitoare.

Exemple de bugete lunare (u.m.)

Bugetul lui Petru (student)

Venit Cheltuieli
1. Rezerva 500 1. Transport 70
2. Bursa 700 2. Chirie 600
3. Ajutor (de la parinti) 2100 3. Materiale didactice, internet 300
3300 4. Produse alimentare, nealimentare 2100
X(/// E « — 5. Divertisment (cinema, teatru etc.) 200
=& . 3270
Bugetul familiei Paduraru
Cheltuieli
Venit 1. intretinere apartament 1610
1. Salarii 14200 2. Abonament TV, internet 200
2. Dobanda din depozite | 200 3. Haine 510
14400 4. Produse alimentare, nealimentare 6000
: 5. Transport, carburanti 890
6. Divertisment (cinema, teatru etc.) 650
7. Bani de buzunar 500
8. Rambursarea creditului 450
10810




el wye

credit, cum se formeaza preturile s.a.

Pretul de cost (de productie) este pretul care reflecta totalitatea cheltuielilor pentru
producerea unui bun (produs).

Pretul de cost include cheltuielile legate de forta de munca, mijloacele de productie (materie
prima, energie, inchirierea spatiului, utilaj s.a.), eventual si cheltuielile de desfacere.

Orice producator tinde spre o afacere profitabild, adica in urma vanzarii produselor nu
numai sa acopere cheltuielile suportate, dar si sa obtind un venit mai mare decat aceste
cheltuieli.

Profitul total (brut) P al unitatii economice este diferenta dintre veniturile Incasate V' si
cheltuielile suportate C intr-o anumita perioada de timp:
P=V-C.
Gradul de rentabilitate a unei Intreprinderi, deci potentialul acesteia de a crea profit, este
determinat de rentabilitatea economica:

R, =X, (1)

unde P este profitul brut, X, —marimea capitalului permanent.

Problema O intreprindere a obtinut intr-un an un venit de 2 milioane u.m. si a suportat cheltuieli in
% rezolvata sumd de 1100000 u.m. Care este rentabilitatea economica dacd intreprinderea are un
capital de 9 milioane u.m.?

Rezolvare:
Profitul total obtinut de intreprindere este:
P =2000000-1100000=900000 (u.m.).

900000

~9000000 01.

Conform formulei (1), rentabilitatea economica R,

Raspuns: 0,1.

E bine sé stim ca nu toatd suma de bani platitd de cumparator la magazin 1i revine
producatorului bunului procurat. In linii mari, pretul (achitat de cumparator) se formeaza
conform urmatoarei scheme:

| Pretul de productie |

+
| Adaosul (profitul) producatorului | Suma totala pe care o incaseaza producatorul din vanza-

+ re, sau pretul de achizitie al comerciantului.

TVA =P Suma pe care o Incaseazd comerciantul la vanzare
+ (pretul final).

| Adaos comercial |

+

TVA

TVA (taxa pe valoarea addugatd) este un impozit (in folosul statului) care se stabileste
asupra operatiunilor privind transferul proprietatii bunurilor sau asupra operatiunilor privind
prestarile de servicii (In cadrul exercitarii activitatii profesionale).

7]



Probleme

% rezolvate

Problema

% rezolvata

REDUCERI

PANA LA

60% .

TVA se calculeaza din marimea venitului pe care vrea sa-l incaseze proprietarul bunului.
La fiecare operatiune de schimb al proprietarului, in bugetul de stat se transfera diferenta
T, - T,, T, fiind TVA calculata la operatiunea curentd si 7, — TVA calculata la operatiunea
precedenta (si achitatd de proprietarul precedent). Deci, in bugetul statului se transfera
taxele pentru valorile addugate de fiecare proprietar. Aceste taxe se adauga de fiecare data
la pret si sunt achitate in final de consumator.

1 Sa se determine profitul obtinut din producerea unui litru de lapte, daca pretul de cost
este de 6 u.m., TVA este 8% si magazinul procura de la producétor 1 / de lapte la pretul
de 7,2 u.m..

Rezolvare:

Pentru a determina profitul obtinut din producerea unui litru de lapte, trebuie sa aflam
venitul x Tncasat de producator. Magazinul achita acest venit si TVA, deci obtinem ecuatia

x+xi:7,2, cu solutia x = 6,67.
100

Astfel, pentru 1 / de lapte producatorul incaseaza 6,67 u.m.. Diferenta 6,67 —6=0,67 u.m.
reprezintd profitul obtinut din producerea unui litru de lapte.

Raspuns: 0,67 u.m.

2 Un magazin plateste producatorului pentru un ventilator 360 u.m., suma ce include TVA
20%. Care va fi pretul ventilatorului la magazin daca adaosul comercial este de 75 u.m.?

Rezolvare:

Suma 360 se constituie din suma x ce-i revine producétorului si din TVA (7)), deciavem
ecuatia x+ x-0,2=360, cusolutia x =300. Astfel, producatorului ii revin 300 u.m. pentru
acest produs.

Pretul final P, se constituie din: 300 u.m. — pretul producatorului, 75 u.m. — adaosul
comercial si TVA (7;) calculata din suma lor —375 u.m., care constituie 375-0,2="75 (u.m.).
Deci, P, =300+75+75=450 (u.m.).

Raspuns: 450 u.m.

Unitatile comerciale oferd reduceri (rabaturi) cu diferite ocazii, pentru a mari fluxul de
cumparatori. De acest fapt e important sa se tina cont, indeosebi cand bugetul intocmit este
unul auster.

Un student preconiza sd procure un tricou la pretul de 110 lei. Cu ocazia sarbatorilor de
iarnd, magazinul ofera reduceri de 15%. Ce suma a economisit studentul?

Rezolvare:
o L 110 o :
15% din 110 constituie 100" 15=16,5 (lei).

Raspuns: 16,5 lei.

Pentru o buna parte din cetateni, principala sursa de venituri este salariul. E bine sa stim
ca marimea salariului anuntat pentru un anumit post este diferita de suma achitata salariatului.
Salariul brut este suma pe care o oferd unitatea economica pentru indeplinirea unui anumit
volum de lucru. Din aceasta suma se fac retineri pentru: asigurarea obligatorie de asistenta
medicald, fondul de asigurari sociale, impozitul pe venit. Suma obtinuta dupa aceste defalcari
reprezintd salariul net al angajatului.



Problema Salariul brut al Mariei Grigorita este de 3 800 u.m. Care este salariul net al dnei Grigorita
% rezolvata daca pentru contributiile obligatorii se retin in total 27% din salariul brut?

Rezolvare:

Salariul net constituie 73% din salariul brut, deci marimea lui va fi:
3800 .,

Raspuns: 2774 u.m.

Revenind la organizarea (formarea) bugetului unei persoane, familii, mentionam ca pen-
tru majorarea venitului pot fi practicate diverse modalitati ce tin de domeniul financiar. Despre
una deja s-a vorbit: plasarea unei sume de bani la banci (perfectarea contractelor de depozite).
Pentru acest imprumut bancile platesc dobanzi.

O altd modalitate de majorare (temporard) a veniturilor este contractarea
unui credit (imprumut). Persoana (agentul economic) care acorda imprumut se
numeste creditor, suma Tmprumutata se numeste credit, iar persoana (agentul
economic) care ia imprumut — debitor.

avaan bancare ‘ Creditul este comod pentru realizarea unei afaceri costisitoare, fiindca ulte-

« Serviciile comunaie ] . R . . . -
| g rior el poate fi rambursat in transe. La contractarea creditului se specifica ter-
{oschimp valutar el g - . . < A es
- Sranstoruri nter ; menele de rambursare, marimea transelor pentru fiecare perioada, rata dobanzii

care trebuie platita creditorului, obligatiunile, penalitatile etc.
Creditele sunt diverse. Ele se clasifica in functie de:
¢ tipul creditului — credit bancar, comercial, bugetar (investitional), ...;
¢ durata imprumutului — credit pe termen scurt (pand la un an), pe termen mediu
(1-5 ani), pe termen lung (peste 5 ani);
+ plasamentul creditului — intern, international (daca debitorul, creditorul sunt din diferite

tari).
Problema Un antreprenor a acordat un credit de 16000 u.m. pe o perioada de 1,5 ani In regim de
% rezolvata dobanda simpla, cu rata anuald a dobanzii de 18%. Sa se determine suma pe care o va
primi antreprenorul la sfarsitul acestui termen.
Rezolvare:
Calculdm dobanda simpla (S, =16000):
_ P e 18 e000-152
D, = 100 S, -t 100 16000-1,5=4320(u.m.).

Deci, la sfarsitul termenului antreprenorul va primi suma:
S,=S,+D,=16000+4320=20320 (u.m.).

Raspuns: 20320 u.m.

Creditul pe termen scurt sau mediu poate fi rambursat Intr-o singura transa la sfarsitul
termenului. In acest caz se aplici dobanda simpld. Rambursarea creditului pe termen lung
se poate efectua dupa diverse scheme. De exemplu, suma initiald se imparte in parti egale
si se achitd periodic impreuna cu dobanda pentru suma neachitata, sau suma imprumutata si
dobanda totald se impart la numarul de subperioade si se achitd sume egale in fiecare
subperioada.



7 robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

A

. Venitul anual al unei familii este de 120 000 u.m.

a) In bugetul anual al familiei este preconizati pentru
vacanta suma de 16 000 u.m. Ce procent reprezinta aceasta
suma din venitul familiei?

b) Ce suma trebuie preconizata pentru alimente daca cota
lor in bugetul familiei este de 22%?

. Bugetul lunar al unui student este 200 u.m.: 80 u.m. —
bursa si 120 — ajutorul parintilor. Dupa concursul ora-

. %ﬁ] Lucrati in perechi! Se constituie un depozit in
suma de 1000 lei, cu rata anuala a dobanzii de 4,5%.

Ce suma va obtine persoana peste 4 ani:

a) In regim de dobanda simpla;

b) in regim de dobanda compusa, cu capitalizare anuala;
¢) in regim de dobanda compusa, cu capitalizare lunara?

C

senesc al tinerilor inventatori el a fost premiat cu o bursa
de merit, care e mai mare cu 25% decat cea pe care o
primea. Cu cate procente a crescut bugetul lunar al
studentului dacd el primeste doar bursa de merit si
ajutorul parintilor ramane acelasi?

Un client a depus o suma de bani la o banca cu o rata
anuald de 9% in regim de dobanda simpla. Ce suma a
depus clientul daca dupa un an el a primit 2452,5 lei?

O banca a acordat un credit in suma de 4 500 lei la o rata
anuald a dobanzii de 7%. Ce suma va primi banca peste 2
ani: a) cu capitalizare anuala;

b) cu capitalizare lunara?

O persoana a depus la o banca o suma de bani in regim
de dobanda compusa (cu capitalizare anuald), cu rata
anuala de 6,5%, si dupd 2 ani a primit 3 970 lei. Ce suma
de bani a fost depusa initial?

. Pentru un computer s-au platit la magazin 2 500 u.m. Pretul include 20% TVA si adaosul comercial de 31%. Care este pretul

computerului la producator?

. In bugetul anual al unei familii, pentru alimente erau planificate initial 20% din venituri. S-au economisit 8% din aceste
cheltuieli si astfel economiile familiei s-au majorat cu 400 u.m. Sa se afle suma planificata pentru distractii, daca ea

reprezintd 5% din venituri.

Profilul real

A,

. [%%S Lucrati in grup! Pentru plasarea banilor, o banca
propune 3 tipuri de depozite:

a) in regim de dobanda simpla, la rata anuala de 9%;

b) in regim de dobanda compusa cu capitalizare anuala,
la rata anuala de 8%;

¢) in regim de dobanda compusa cu capitalizare lunara, la
rata anuala de 8%.

Care depozit este mai convenabil pe termen de 1,5 ani?

. Pentru producerea a 15 trotinete s-au cheltuit in total
2040 u.m., si in urma vanzarilor intreprinderea a obtinut

B,

. Din venitul anual al unei familii cheltuielile pentru
imbracaminte reprezinta 8%, iar pentru distractii — 6%.
Daca cheltuielile pentru imbracaminte s-ar reduce cu 40%,
iar pentru distractii — cu 25%, atunci economiile ar
constitui 114,24 u.m. Sa se afle venitul anual al familiei.

un profit de 244,8 u.m. Sa se afle pretul de vanzare al unei
trotinete, daca TVA a fost de 10%.

@ Investigati! O persoand vrea sd depund 10000 u.m.
la banca pe un termen de 2 ani si are 2 variante:

a) primul an —rata dobanzii (simpl&) de 5%, al doilea an —
de 7% (la fel, dobanda simpld) (din suma acumulata dupa
un an);

b) un depozit in regim de dobanda compusa, la rata anuala
de 6,1%, cu capitalizare lunara.

Care varianta va aduce un venit mai mare?

Dupa 3 ani, in contul unui depozit cu rata anuald r
a dobanzii compuse cu capitalizare anuald erau
5788,125 u.m. Sa se afle rata r, daca la deschiderea
depozitului in cont erau:

a) 5000 u.m.; b) 4500 u.m.

. Un credit de 10 000 u.m. se achita peste 10 ani. Ce suma se achita in total daca rata anuala a dobanzii compuse (cu

capitalizare anuald) este de: a) 10%; b) 16% ?

G

. O fabrica produce 200 de tricouri si primeste de la magazin 90 u.m. pentru fiecare. Sa se afle profitul total al fabricii, daca
materia prima costd 10000 u.m., cheltuielile de productie constituie 30% din costul materiei prime si

TVA este de 20%.



xercitii gi

Profilurile umanist,

A

. Sa se determine care dintre exemplele ce urmeaza
reprezinta o caracteristica statistica:

a) numarul zilelor lunii noiembrie;

b) varsta studentilor admisi in anul 2023 la Universi-
tatea de Stat din Moldova;

c) cantitatea de carburanti necesarda unor automobile
pentru parcurgerea distantei de 100 km;

d) varsta la care un cetatean al Republicii Moldova poate
vota pentru prima data in viata.

. Seda distanta (in kilometri) parcursa cu 10 litri de carburanti de
50 de autoturisme de aceeasi marca.

2.

a) Sa se construiasca histograma si poligonul frecventelor ab-
solute.

b) S se calculeze media aritmetica, mediana si modul acestei
serii statistice.

. Un ansamblu muzical a contractat un credit (pe o perioada de o
lund, cu rata anuald a dobanzii 18%) in suma de 100 000 u.m.
pentru a efectua un turneu. Fiecare concert aduce un profit de

probleme recapitulative

arte, sport

loana Padure are lunar un salariu brut de 2700 u.m. Din
acest salariu se retin n total 37% (asigurare obligatorie
de asistenta medicald, impozit pe venit, achitare credit
s.a.). Colega sa, Ana Luchian, are un salariu brut de
2550 u.m., din care se retin in total 32%. Al cui salariu net
este mai mare §i cu cat?

Distanta (km) Numarul
interval de autoturisme (n;)

[85, 90) 2
[90, 95) 8
[95, 100) 18

[100, 105) 14

[105, 110) 5

[110, 115] 3

Total 50

cel putin 5000 u. m. Cate concerte trebuie sa sustind in

aceasta lund ansamblul ca dupa intoarcerea creditului el sa obtina si un profit de cel putin 15000 u.m.?

C

. ﬁfﬁj Lucrati in perechi! Seria statisticd de mai jos reflecta

a elevilor este de 1,64 m, indltimea medie a fetelor este
de 1,6 m. Sa se determine indltimea medie a baietilor.

. @ Investigati! Credite bancare: avantaje §i riscuri.

Numarul Frecventa absoluta
de frati si surori (numarul de elevi)

numarul de frati si surori ai fiecaruia dintre cei 30 de elevi ai unei 0 7
clase. 1 12
a) Sd se determine numarul mediu de frati i surori ai unui elev. Pl 6
b) Sa se indice numarul de frati i surori a carui frecventa relativa 3 2
cumulata este mai mare decat 0,8 si mai mica decat 0,9. 4 )
¢) Sa se construiasca diagrama cu bare a seriei statistice. - ;

. Uncolectiv artistic are finantare de stat 50 000 u.m. lunar, | 7. @ Investigati! Sa se reprezinte evolutia recordurilor la
dar are dreptul sa desfasoare activitate concertistica saritura in indltime de la primul record (2 m, 1912, George
pentru a-si creste venitul. Cu cate procente va creste Horine) pana la recordul actual (2,45 m, 1993, Javier
venitul lunar dacé castigul (lunar) de la aceste concerte Sotomayor) cu ajutorul unei serii statistice, unde recor-
este de 42 000 u.m., din care se transfera statului impozite durile vor fi grupate pe 5 intervale. Caracteristica statis-
in marime de 12 %? ticd X fiind indltimea (record), si se determine media

aritmetica X.
. %r—?‘—%: Lucrati in grup! Proiect Credit pentru casa mea.
Profilul real
A,
. Intr-o clasa sunt 21 de fete si 14 baieti. Inaltimea medie | 3. O scoala de sport intentioneaza si procure 150 de tre-

ninguri la pretul de 110 u.m. fiecare. Intrucat se cumpara
un lot mare, magazinul oferd un rabat de 15%. Ce suma se
va achita in final daca se va plati si TVA in marime de
10% din pretul net (dupa reducere)?



B1 70,4 71,3 70,1 69,9 70,6 69,8

Q
4. [(ix-ﬂ—'%ﬁ Lucrati in grup! S-a preparat o solutie de acid azotic 23:3 ;g:z 23:3 ggj Zg:? ;(l)zg
71,5 70,5 69,4 70,5 72,2 71,7
70,4 68,1 67,6 70,3 68,7 71,1

(HNO,) de concentratia 70%. La verificare, in urma a 60 de
masuratori, s-au obtinut urmatoarele valori ale concentratiei:

a) Sd se grupeze aceste date pe intervalele: 69,7 70,4 67,3 68,4 70,2 69,6
[67,68),[68,09),[69,70),[70,71),[71,72),[72,73). 70,1 67,7 68,9 70,9 69,9 72,4
b) Si se construiasca histograma frecventelor relative. 70,6 69,8 70,1 72,5 70,3 71,8
c¢) Sa se determine media aritmetica, mediana si modul 70,4 692 70,2 71,6 70,5 72,3
concentratiei solutiei. 70,8 70,6 68,9 70,4 71,6 709
5. Iﬁfﬁj Lucrati in perechi! Sunt date publicitatii vanzarile de auto-
turisme ale unui magazin specializat. Renault 27
a) Care este caracteristica statisticd? Este cantitativa sau calitativa? Peugeot 25
Daca este cantitativa, atunci este discretd sau continud? Citréen »
b) Sa se construiasca diagrama circulara a acestei serii statistice. BMW 7
6. Lamagazin, un televizor costd 2 900 u.m., iar la depozitulAde electronice Mercedes 6
si ellect?ocasnice el se propune cu un. rabat de 25%. Intrucat se .Va Toyota 3
achita si 16% TVA, cumparatorul considera cd pretul final se va obtine Total 5

scazand 9% din suma de 2 900 u.m. Are dreptate cumparatorul?

G

7. Numarul de puncte acumulate de participantii la un concurs este reflectat
de histograma frecventelor absolute.
a) Sa se determine media aritmetica, mediana si modul seriei statistice

A

Numarul de concurenti
— N W B W

respective.
b) Ce procent din numarul total de concurenti au acumulat mai putin de
6 puncte? T
8. @ Investigati! Dupa corectarea lucrarilor la matematica ale elevilor 0f 2 4 6 8 10 12
unei clase s-a constatat ci nota medie este 6,9. Numarul de puncte

a) Daca nota fiecarei lucrari ar fi fost cu 1,1 puncte mai mare, care ar fi fost nota medie?
b) Daca nota fiecarei lucrari ar fi fost cu 10% mai mare, care ar fi fost nota medie?

Q Q o . . . ~ .
9. [}ﬂ—‘—?ﬁ] Lucrati in grup! Proiect Siguranta financiara a statului.

=——93I

st sumativ

Timp efectiy de lucry:

) ) 45 de minute
Profilurile umanist, arte, sport

1. Completati spatiile astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:

a) ,,Datele statistice pot fi grupate pe sau pe

2

b) ,,Histograma se foloseste in cazul in care datele sunt grupate pe

¢) ,,Mediana unei succesiuni de numere, ordonate sau , este numarul care se afld

2
Prenumele | Frecventa absoluta

David 846
Sofia 747

2. Tabelul alaturat prezintd cele mai frecvente prenume ale nou-nascutilor

inregistrati in Republica Moldova in anul 2020. Amelié 729
Construiti diagrama prin bare. Matei 663
Bogdan 568



| [Elemente de statistici matematica si de calcul financiar

3. Se contracteaza un credit in suma de 6 000 u.m. pe un termen de 2 ani. Ce suma va restitui debitorul daca:

a) rata anuald a dobanzii simple este de 20%);

b) rata anuald a dobanzii compuse, cu capitalizare anuala, este de 18%?

4. Evolutiarecordurilor mondiale la proba de 100 m (barbati) din 1912 Numairul recordurilor (7;)
7

pana in 2007 este reflectata in urmatorul tabel, unde recordurile [9,58:9,79)
sunt grupate pe intervale.

o o [9,79;10,00) 10
a) Care es.te ctaractérlstl'ca sta‘ltlstlca.X? [10,00: 10.21)
b) Determinati media aritmetica a lui X. [10.21: 10.42) 7
. . . 9
¢) Cui i apartine ultimul record? [10,42: 10.63]
Profilul real
Salariul (mii lei) Numarul de angajati (n,)
1. Repartitia angajatilor unei firme dupa salariul lunar net [3.0:3,5) 4
este redata de. seria .statisticé alétura.ti. - [ 3: 5; 42 0) 6
a) Cgmp}etap spatiul pentru a obtine o propozitie [4.0:4.5) 16
adevarata: e =
,Datele statistice sunt grupate pe 7. [4,5:5.0)
b) Aflati media aritmetica. [5.0;3,9]
oy . L [5,5;6,0] 3
¢) Determinati mediana acestei serii.
Total 43
2. Tabelul alaturat prezintd cele mai frecvente prenume de fetite Sofia 747
inregistrate in Republica Moldova in anul 2020. Amelia 729
Construiti diagrama prin bare. Anastasia 448
Maria 438
Victoria 431

3. Un credit de 10 000 u.m. se achita peste 10 ani. Ce suma va achita debitorul daca:
a) rata anuald a dobanzii simple este de 19%;

b) rata anuald a dobanzii compuse este de 16% si capitalizarea se efectueaza anual?

25,0
4. Se considera seria statistica de volum 120, reprezentatd prin cercul de structura
alaturat. 50.8
Determinati frecventa absoluta a valorii B a caracteristicii statistice respective.
12,5
11,7
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Modulul

Poliedre

Geometria este arta de a rationa corect pe figuri incorecte.

Henri Poincare

Obiectivele . recunoasterea poliedrelor, clasificarea lor dupa diferite criterii;
modulului . construirea sectiunilor poliedrelor cu diferite plane;
. recunoasterea figurilor geometrice plane din cadrul poliedrelor;

. utilizarea in diferite contexte a proprietatilor poliedrelor;

« utilizarea in diferite contexte a formulelor pentru calculul ariilor
suprafetelor i volumelor poliedrelor.

Notiunea de poliedru

Prisma

Piramida

Trunchiul de piramida

Volumul poliedrelor

7= %HW ek + o)



NOTIUNEA DE POLIEDRU

Amintim ca in geometrie prin figura se intelege orice multime de puncte. Cele mai simple
figuri geometrice sunt punctele, dreptele, semidreptele, segmentele, planele, semiplanele.
Acestea sunt figuri plane. Cubul, paralelipipedul dreptunghic, unghiul diedru sunt figuri
geometrice spatiale, deoarece ele contin si puncte necoplanare.

gm_ * Se numeste sfera de centru O si raza R, R > 0, multimea punctelor spatiului situate

la distanta R de punctul O. Segmentul ce uneste punctul O cu un punct arbitrar al
sferei se numeste raza a sferei.

* Se numeste corp sferic deschis (inchis) sau bilid deschisa (inchisa) de centru O
siraza R, R > 0, locul geometric al punctelor spatiului ale caror distante pana la punc-
tul O sunt mai mici decat numarul R (sunt mai mici sau egale cu numarul R).

* Un punct al figurii spatiale se numeste punct interior al figurii daca exista un corp
sferic deschis, cu centrul in acest punct, ale carui puncte, toate, apartin figurii. Multimea
punctelor interioare ale figurii se numeste interiorul figurii.

* Un punct al spatiului se numeste punct exterior pentru o figurad daca exista un
corp sferic deschis, cu centrul in acest punct, ce nu contine niciun punct al figurii.

* O figura se numeste domeniu daca toate punctele ei sunt interioare si oricare doua
dintre ele pot fi unite printr-o linie franta, formata din puncte ale figurii.

* Un punct al spatiului se numeste punct de frontiera al unei figuri
daca orice corp sferic deschis, cu centrul in acest punct, contine
puncte ce apartin figurii si puncte ce nu apartin figurii. Multimea
punctelor de frontiera ale figurii date se numeste frontiera figurii.

* O figura se numeste figura finitd sau marginita daca exista un
corp sferic ce o contine.

* Se numeste corp geometric (corp) un domeniu finit impreuna cu
frontiera lui.

* Frontiera corpului se mai numeste suprafata corpului.

1 Corpul sferic Inchis de centru O si raza R este corp geometric
(fig. 7.1). Sfera de centru O si raza R este suprafata acestui corp.
Multimea tuturor punctelor situate la distante mai mici decat R de la
centrul O formeaza interiorul corpului sferic si este domeniu. Punc-
tele 4 si C sunt puncte de frontiera, iar punctul B este punct interior.

’M 2 In figura 7.2 este reprezentat un unghi diedru. Aceasta

figura nu este marginita si este formata doar din puncte de frontiera.
Unghiul diedru nu este corp geometric.

3 Fie 4, B, C, D puncte necoplanare. Figura formata
Fig.7.2 din reuniunea segmentelor 4B, AC, AD, BD, BC, DC se numeste
tetraedru transparent. Tetraedrul transparent nu este corp geo-
metric, deoarece constd doar din puncte de frontiera (fig. 7.3). D Fig.7.3




I — v

A

4 Amintim cd figura ce consta din partea finitd a planului
marginitd de un poligon se numeste suprafatd poligonala.
Fie 4, B, C, D puncte necoplanare. Figura formata din reuniunea
suprafetelor triunghiulare ABC, DBC, ADC, DAB se numeste
tetraedru opac. Aceasta figurd nu are puncte interioare, deci nu p
este corp geometric (fig. 7.4).

5 Fie 4, B, C, D puncte necoplanare. Figura formatd din
reuniunea tuturor segmentelor DM, unde punctul M apartine
suprafetei triunghiulare 4ABC, se numeste tetraedru sau pirami-
da triunghiulara (fig. 7.5).

Aceasta figura este un corp geometric, deoarece ea este mar-
ginita si constd numai din puncte interioare si puncte de frontiera.
Punctele suprafetelor triunghiulare ABC, ABD, ACD, BCD sunt
puncte de frontierd, iar toate punctele N e (DM) sunt interioare 4 C
(fig. 7.5).

Intr-adevir, fie R cea mai mica distanta de la punctul N pani la
planele ABC, ABD, ACD, BCD. Atunci, corpul sferic de centru N Fig.7.5

si raza § este format numai din puncte ale tetraedrului.

Fig.74

Admitem, fard a demonstra,

eorema 1 Orice semidreapta cu originea intr-un punct interior al unui corp geometric intersecteaza

£

frontiera lui cel putin intr-un punct.

gm * Se numeste poliedru corpul a carui frontiera (suprafata) consta dintr-un numar finit

de suprafete poligonale.

* Suprafetele poligonale ce marginesc poliedrul se numesc fete ale poliedrului, laturile
fetelor se numesc muchii, iar extremitatile lor — varfuri ale poliedrului. Segmentul ce
uneste doua varfuri ale poliedrului care nu apartin aceleiasi fete se numeste diagonala
poliedrului.

( bservatie In continuare vom numi fetele poliedrului cu numele poligonului care margineste suprafata
- poligonala.
gm_ * Poliedrul se numeste poliedru convex daca el se afla de aceeasi parte a fiecarui

plan ce contine o fata a lui.

* Un poliedru convex se numeste poliedru regulat daca toate fetele lui sunt poligoane
regulate congruente si numarul de muchii de la fiecare varf este unul si acelasi in
poliedrul respectiv.

Exista numai cinci tipuri de poliedre regulate: tetraedrul regulat, cubul, octaedrul regulat,
dodecaedrul regulat, icosaedrul regulat (a se vedea Harta notionala, pag. 150).

m_ * Corpul K se numeste congruent cu corpul K’ daca existd o izometrie f a spatiului,

astfel incat f(K)=K".

« Corpul K se numeste asemenea cu corpul K’ daca existd o transformare de
asemanare [ a spatiului de coeficient A, astfel incat f(K)=K’ Numarul A se
numeste coeficient de aseminare a corpurilor K si K.

a7



PRISMA

paralele distincte oo §i B daca existd un segment //C
AB cu extremitatile in aceste plane si care contine % {
punctul C (fig. 7.6).

oA /
Vom spune ca punctul C este situat intre planele / -

Fig. 7.6

Observam ca multimea punctelor situate intre planele paralele o si 8 este un domeniu,
iar aceste plane formeaza frontiera lui.

m Se numeste strat determinat de planele paralele distincte o si  reuniunea multimii

punctelor situate intre aceste plane si a planelor o si f.

gm Fie A4 4,...A, o suprafata poligonala inclusa in

planul &, g— o dreaptd neparaleld cu planul o
si B — un plan paralel cu planul o, B =#ca.
Poliedrul format din intersectia stratului determi-
nat de planele o si  cu reuniunea dreptelor
paralele cu dreapta g ce trec prin fiecare punct
al suprafetei poligonale A4 4,...4, se numeste
prisma (fig. 7.7).

Fig.7.7

‘ La translatia paralela, de-a lungul dreptei g, ce aplica planul ¢« pe planul B, poligonul
A A,...A, se aplica pe un poligon A4'A;...A . Deci, aceste poligoane sunt congruente.
Fetele A4 A4,..4, si A/A,..A, se numesc bazele prismei.

Prin urmare, am demonstrat

Bazele prismei sunt poligoane congruente.

£

Celelalte fete ale prismei (4,4,4,4;, A,A,A;A4;, ...) se numesc fete laterale; muchiile
paralele cu dreapta g (4,4, A,4,,...) se numesc muchii laterale.

Segmentul HH’ cu extremitatile in planele bazelor o si B, perpendicular pe ele, se
numeste Indltimea prismei (fig. 7.7). Distanta dintre planele bazelor prismei de asemenea
se numeste Indltime a prismei.

Din definitia prismei rezultd ca muchiile laterale sunt paralele si congruente.
Prin urmare, fetele laterale ale prismei sunt paralelograme.

O prisma se numeste prismd triunghiulard (patrulaterd sau n-unghiulara)
daca baza ei este un triunghi (patrulater sau poligon cu n laturi).

Suprafata prismei n-unghiulare este formatd din doud poligoane n-unghiulare
(bazele ei) si din n paralelograme (fetele laterale ale prismei).

 Suma ariilor tuturor fetelor unei prisme se numeste aria totala a prismei.

 Suma ariilor fetelor laterale ale unei prisme se numeste aria laterala a prismei.
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atunci

"/ Jofiniti

Dacanotam cu .</,, ./, .«/, respectiv aria totald, aria laterala si aria unei baze a prismei,

by = el + 2l .

* O prisma se numeste prisma dreapta daca muchiile ei laterale sunt perpendiculare
pe baze (fig. 7.8).

* O prisma se numeste prisma oblica dacd muchiile ei laterale nu sunt perpendiculare
pe baze (fig. 7.7).

Mentiondm ca fetele laterale ale prismei drepte sunt dreptunghiuri si muchia laterala

coincide cu Tndltimea prismei. Daca notdm lungimea muchiei laterale a prismei drepte cu /,
iar perimetrul poligonului de la baza cu &, atunci aria laterali a prismei drepte se calculeaza
folosind formula

'/ Jefinitis

Z=71)

Prisma dreapta a carei baza este un poligon regulat se numeste prisma regulata.

Daca notam raza cercului inscris in baza prismei regulate cu » si folosim notatiile

precedente, obtinem formula de calcul a ariei totale a prismei regulate:

|l =P 1+ P r| sau |.f=P(+7)].

D, C

m O prisma se numeste paralelipiped daca baza ei este |

un paralelogram. A t B,
I
Toate fetele paralelipipedului sunt paralelograme I

(fig. 7.8). D - —-|-/cC
7/
A B

Problema

% rezolvata

Fig.7.8

Paralelipipedul drept a carui baza este un dreptunghi se numeste paralelipiped
dreptunghic.

Patratul lungimii diagonalei unui paralelipiped dreptunghic este egal cu suma patratelor
lungimilor muchiilor sale ce pornesc din acelasi varf.

Exercitiu. Demonstrati teorema 3.

Paralelipipedul dreptunghic care are toate muchiile congruente se numeste cub.

Evident, toate fetele cubului sunt patrate congruente. Cubul are noud plane de simetrie.

O cutie de carton are forma si dimensiunile indicate in figura 7.9 a). Ea se deschide
separand doua parti taiate dupa segmentele AD,, D,C,, C,B prin rotirea in jurul dreptei
AB (fig. 7.9 b)).

a) Stiind ca toti peretii cutiei sunt dreptunghiuri, sa se calculeze lungimea bandei adezive
necesare pentru inchiderea cutiei prin lipirea ei dupa linia frantda 4D,C,B.

b) Poate oare fi impachetatd in aceastd cutie o sabie cu lungimea de 72 cm? (A se
neglija latimea sabiei.)



a) b)
A, D,
B, e “ C
7 4 ! !
- |
7
-7 1 28cm
7
AS-]-—<=-20
53cm s
B 45em C ,
Fig.7.9
Rezolvare:

a) Cutia este un paralelipiped dreptunghic. Deoarece
AD,=BC, = NITEp T M =53 (cm), obtinem ca lungimea bandei adezive este
AD, +D,C, +C,B=159 cm.
b) Conform teoremei 3, diagonala
AC,=AE5 728 557 =
=53v/2 = 74,9 (cm).
Prin urmare, sabia cu lungimea de 72 cm

poate fi Tmpachetata in cutie amplasand-o
de-a lungul diagonalei acesteia (fig. 7.10). A

Fig. 7.10
m Intersectia nevida a unui poliedru cu un plan se numeste sectiune a poliedrului cu
acest plan. Se mai spune 1n acest caz ca planul sectioneaza poliedrul si acest plan se

numeste plan secant.

Sectiunile unui poliedru cu un plan pot fi: a) puncte; b) segmente; c) poligoane.

Vom cerceta numai sectiunile-poligoane, celelalte cazuri fiind triviale.

A construi sectiunea poliedrului cu planul dat inseamna a indica punctele de intersectie a
planului secant cu muchiile poliedrului si a uni aceste puncte prin segmente ce apartin fetelor
poliedrului. In general, punctele de intersectie a planului secant cu muchiile poliedrului sunt
varfuri ale poligonului ce se obtine la sectionarea poliedrului cu planul dat, iar segmentele ce
apartin fetelor sunt laturi ale acestui poligon.

Pentru a construi sectiunea poliedrului cu planul dat, procedam astfel:

1) indicam in planul fiecarei fete a poliedrului, intersectate de planul secant, doud puncte

ce apartin sectiunii,

2) gasim punctele de intersectie a dreptei determinate de aceste puncte cu muchiile

poliedrului;

3) unim aceste puncte si evidentiem sectiunea.

Planul secant poate fi definit in mai multe moduri (trei puncte necoliniare, un punct si o
dreaptd ce nu trece prin acest punct s.a.).

m 1 Sectiunea prismei cu un plan determinat de doua muchii laterale ce nu apartin aceleiasi
fete este un paralelogram. Aceastd sectiune se numeste sectiune diagonald a prismei.

2 Sectiunea paralelipipedului cu un plan ce trece printr-o diagonala a paralelipipedului este
un paralelogram. Planul secant este definit in acest caz de extremitatile diagonalei si un
punct de pe o fata (sau de pe o muchie).

3 Sectiunea prismei cu un plan paralel bazelor este un poligon congruent cu bazele
prismei.
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Probleme 1 Sa se construiascd sectiunea unei prisme patrulatere ABCDA,B,C,D, cu planul
% rezolvate determinat de punctele 4,, C, si C (fig. 7.11).
4 4,
A A
D D
B B
C Fig.7.11
Rezolvare:

Planul 4CC contine muchiile paralele A4, si CC,, care nu apartin aceleiasi fete.
Deci, obtinem sectiunea diagonala — paralelogramul ACC, 4,.

2 Fie ABCDA,B,C,D, un paralelipiped, iar punctul M intersectia planului BDA, si a

diagonalei AC, (fig. 7.12). Sa se afle raportul AM : MC,.

Rezolvare:

Punctul M este punctul de intersectie a media-
nelor triunghiului B4,D. Intr-adevir, planul B4, D
se intersecteaza cu planele 44,C,, ABC,, ADC,,
determinate de diagonala AC, side muchiile 44,
AB si respectiv AD dupa dreptele ce contin me-
dianele triunghiului BA,D.

Consideram sectiunea paralelipipedului cu pla-
nul 44,C, sifie [4,L] mediana laturii BD a triun-
ghiului B4,D, iar [MK]||[[A4,], K€ [AC]. Din
asemdnarile A4A L ~AKML, AAKM ~ AACC,
si din faptul ca M este centrul de greutate al triunghiului B4,D obtinem:

1:3=ML:LA =KM : A4, = KM :CC, = AM : AC,.
De aici, obtinem AM : MC, =1:2.

Fig.7.12

3 Muchia laterald a unei prisme are lungimea /, iar perimetrul poligonului cu varfurile
l in punctele de intersectie a dreptelor suport ale muchiilor laterale cu un plan per-
'ﬂiL = y ! pendicular pe ele (sectiunea perpendiculard pe muchie) este % Sa se determine
aria laterala a prismei.
Rezolvare:
Consideram, pentru determinare, prisma
ABCDEA,B,C D, E, sisectiunea FGHKL perpendiculard
pe muchia laterala (fig. 7.13). Pentru aria laterala a pris-
mei obtinem:
A, = AA, - FG + BB, -GH +...+ EE, - FL =
=I(FG+GH+..+FL)=1-2.
Deci, aria laterala a unei prisme este egala cu pro-
dusul dintre lungimea muchiei laterale si perimetrul
sectiunii perpendiculare pe muchia laterala a prismei.
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’robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

A

Aria totald a unui cub este de 96 cm?. S se afle:
a) lungimea diagonalei cubului;
b) lungimea diagonalei unei fete a cubului.

Diagonala unei prisme patrulatere regulate este de 13 cm,
iar diagonala fetei laterale — de 12 cm. Sa se afle aria
totald a prismei.

Baza unei prisme drepte este un romb cu latura de 6 cm si
unghiul ascutit de 60°. Cea mai mare diagonala a prismei
formeaza cu planul bazei un unghi de 45°. Sa se afle:

a) lungimile diagonalelor prismei;

b) aria totald a prismei.

Lungimea fiecarei muchii a unei prisme hexagonale regu-
late este de 6 cm. Sa se afle:

a) lungimile diagonalelor prismei;

b) ariile sectiunilor diagonale;

c) aria totald a prismei.

Iﬁ?ﬂ%q Lucrati in perechi! Baza unei prisme drepte este
un trapez isoscel cu bazele de 10 cm si 4 cm. Unghiul
ascutit al trapezului este congruent cu unghiul format de
diagonala prismei si planul bazei si este de 45°. Sa se afle
lungimea:

a) muchiei laterale a prismei;
b) diagonalei prismei.

@ In desenul alaturat 7

4, D,

ABCDA,B,C,D, este un cub. ,/
Desenati proiectia ortogonala /
a segmentului BD, pe planul
(ABB,). N

C

3.

11.

Baza unei prisme drepte cu toate muchiile de 4 cm este
un romb cu un unghi de 30°. S se determine aria totald a
prismei.

Baza unei prisme drepte este un triunghi dreptunghic, a
carui ipotenuza este de doud ori mai mare decat o cateta.
Sa se afle masurile unghiurilor sectiunii prismei cu planul
determinat de mijloacele muchiilor laterale.

Sa se determine cantitatea de vopsea necesara pentru a
vopsi pe dinafara un garaj de forma si dimensiunile indi-
cate in desen, consumul de vopsea fiind de 40 g la 1 m?.

19m 04m

15

35m

10. @ Determinati aria totald a paralelipipedului

dreptunghic cu dimensiunile 1 cm, 2 cm §i 3 cm.

Lungimile laturilor bazei unui paralelipiped drept sunt
de 6 cm i 8 cm, iar masura unghiului format de ele este
de 60°. Lungimea muchiei laterale este de 8 cm.

Sa se afle:

a) lungimile diagonalelor paralelipipedului;

b) aria totald a paralelipipedului.

12. Lungimea laturii bazei unei prisme triunghiulare regulate este de 6 cm, iar indltimea ei este de 8 cm.
Sa se afle unghiul format de doua diagonale, ce pornesc din acelasi varf, ale fetelor laterale ale prismei.

13.

14.

Prin latura bazei prismei triunghiulare regulate ABCA B, C, este dus un plan care intersecteazd muchia
laterald opusa in mijlocul ei . Se stie ca latura bazei este de 6 cm, iar muchia laterala este de 8 cm.

Sa se afle:
a) aria triunghiului ABE;

b) aria totald a poliedrului EABB,4,, unde 4,B,E este sectiunea paraleld cu bazele prismei.

Muchiile unui paralelipiped dreptunghic au lungimile de 2 cm, 3 cm, 6 cm. Sa se afle:

a) lungimile diagonalelor acestui paralelipiped;

b) masura unghiului format de o diagonala a paralelipipedului si fetele lui.
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11.

12.

Profilul real
A,
@ Daci cubul ABCDA,B,C,D,, D, C,| 3. Baza unui paralelipiped drept este un romb. Lungimea
reprezentat in desenul alaturat, ! B laturii rombului este de 6 cm, iar mdsura unghiului ascutit
are lungimea muchiei egald cu ‘ | este de 60°. Se stie cd aria laterala este de 144 cm®. Sé se
2 cm, atunci distanta de la var- : afle lungimile diagonalelor paralelipipedului.
ful B, la planul (44,C) este l/)’_ “77" 77 C | 4. Baza unui paralelipiped dreptunghic este un patrat cu
egala cu |:| cm. A / B latura de 10 cm, iar muchia laterala a paralelipipedului
. este de 12 cm. Sa se afle:
In desenul alaturat ABCDA,B,C,D, este un cub a) aria totald a paralelipipedului dreptunghic;
cu muchia de 1 cm. Scrieti in caseta lungimea diagona- b) distanta de la centrul unei baze pani la dreapta ce
lei AC, a cubului. uneste centrul celeilalte baze cu un varf al primei baze.
AC, = I:I cm.
5
ﬁﬁﬂ Lucrati in perechi! a) inaltimea prismei;
Peretii a doud camere cu dimensiuniile 4 m x Sm x 2,6 m b) distanta de la punctul 4, pana la mijlocul laturii BC;
o . . ’ ¢) distanta de la punctul 4 pana la mijlocul laturii B.C ;
si3m x4 m x 2,6 murmeazi si fie tapetati. S o
) . ’ . d) aria laterala a prismei.
= Suprafata usilor si ferestrelor consti-
tuie 10% din suprafata totald a peretilor. | 8. Baza prismei triunghiulare 4BCA, B,C, este un triunghi
Cate rulouri de tapete se vor cumpara echilateral cu latura de 6 cm. Muchia laterald A4, formea-
daci dimensiunea foii din rulou este za cu planul bazei un unghi de 60°. Se stie ca proiectia
de0,5mx* 10 m? punctului 4, pe planul bazei coincide cu mijlocul latu-
L ) . . rii BC. Sd se afle:
Baza prismei triunghiulare 4BCA,B,C, este un triunghi a) inaltimea prismei;
echilateral cu lungimea laturii a. Muchia laterala 44, b) distanta de la punctul 4 pana la mijlocul laturii B,C,.
formeaza cu laturile bazei 4B si AC unghiuri congruente, R
masura lor fiind ¢ Se stie cd A4, =b. 9. In prisma patrulatera regulatd ABCDA B C\D, se stie cd
Siseafle: a)aria laterald a prismei; AB =a, AA, = h. Sa se afle masura unghiului format de
b) iniltimea prismei. dreptele: a) 4B, i BC ;
. . D . b)A4,C siAB..
&Tﬁﬂ Lucrati in perechi! Baza prismei triunghiulare i !
ABCA,B,C, este un triunghi echilateral cu latura de 6 | 10. Toate muchiile prismei hexagonale regulate
cm. Muchia laterala A4, formeaza cu planul bazei un ABCDEFA B,C D E\F, sunt congruente.
unghi de 60°. Se stie ca proiectia punctului 4, pe planul Sa se afle cosinusul unghiului format de dreptele:
bazei coincide cu centrul cercului inscris in triunghiul a) AB, 51 BC; b) 4B, 5i CD;
ABC. Sa se afle: c) 4B, 5i DE,; d) 4B, si EF;
e) 4B, si BD; 1) 4B, siBE..
G
In prisma triunghiulara regulatd ABCA,B,C, se stie ca perpendiculara pe baze si este un romb cu un unghi
AB=a, AA = h. de 30°. Sa se afle Indltimea prismei.
8) 4 se afle masura unghiului format de dreptele 4,5 13. Diagonala unei prisme patrulatere regulate are lungi-

siB,C.
b) Sa se determine relatia dintre a si 4, astfel incat drep-
tele mentionate sa fie perpendiculare.

Baza unei prisme este un trapez isoscel cu laturile
paralele de 88 cm si 56 cm si cele neparalele de 34 cm.
Una dintre sectiunile diagonale ale prismei este

mea d si formeaza cu planul bazei un unghi de masu-

ra ¢. Sa se afle:

a) aria suprafetei laterale
a prismei;

b) aria sectiunii diagonale
aprismei.

"Q/r=-7(/+/‘)



PIRAMIDA

m Fie A4 4,...A, osuprafatd poligonald si " un punct ce nu apartine

planului poligonului. Poliedrul format din reuniunea tuturor
segmentelor V4, unde punctul 4 apartine poligonului 4, 4,...4, ,
se numeste piramida de varf V' si baza A4 4,...4, (fig. 7.14).

Piramida de varf V' si baza 4 A4,...4, se noteazd VA 4,...A,.
Punctele 4, 4,,..., A, se numesc vérfuri ale bazei, segmentele
VA,, VA,, ..., VA, se numesc muchii laterale, suprafetele
triunghiulare VA A4,, VA, 4,, ..., VA, /A, se numesc fete laterale
ale piramidei, unghiurile AVA,, A,VA,, ..., A VA, se numesc
unghiuri plane de la varful piramidei (fig. 7.14).

Consideram dreapta ce trece prin varful J al piramidei perpendiculara pe planul bazei,
care intersecteaza acest plan in punctul O. Segmentul VO se numeste indaltimea piramidei
(fig. 7.14). Lungimea acestui segment de asemenea se numeste indltime.

Mentionam ca piramidele pot fi clasificate dupa numarul de laturi ale poligonului de la
baza: triunghiulare, patrulatere, pentagonale etc.

m Piramida se numeste piramida regulata daca baza ei este un poligon regulat si

proiectia varfului pe planul bazei coincide cu centrul de simetrie al bazei.

Toate fetele laterale ale piramidei regulate sunt triunghiuri isoscele congruente.

Inaltimea unei fete laterale a piramidei regulate, corespunzitoare laturii bazei, se numeste
apotemd a acestei piramide.

Arie totald a unei piramide se numeste suma ariilor tuturor fetelor piramidei.

Se noteaza .o/,.

Suma ariilor fetelor laterale ale unei piramide se numeste arie laterald a piramidei.

Se noteaza .o/, .

Daca notam aria bazei cu .«/,, atunci obtinem |.«/, =./, + ./, |.

Daca intr-o piramida regulata se cunosc lungimea / a apotemei, semiperimetrul p al
bazei si lungimea r a razei cercului inscris in baza piramidei, atunci avem:

ML=h-p|, |UJB=r'p| si |a/T=p(h+r) |

Daca muchiile laterale ale piramidei sunt congruente, atunci poligonul de la baza este
; inscriptibil si indltimea piramidei trece prin centrul cercului circumscris bazei.

Demonstratie:

Fie A4 4,...A, baza piramidei, V' — varful ei, iar O —
piciorul inaltimii (fig. 7.14).

Obtinem A4 VO =AA4,VO=...=AA4,VO ca triunghiuri
dreptunghice ce au o cateta comuna si ipotenuzele con-
gruente. Din congruenta triunghiurilor mentionate rezulta
cd OA4, = 04, = ...= O4,, adica varfurile poligonului de la
baza sunt egal departate de punctul O. Deci, punctul O
este centrul cercului circumscris bazei. B>
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Daca unghiurile formate de inaltimea piramidei si muchiile laterale (sau unghiurile for-
mate de muchiile laterale cu planul bazei) sunt congruente, atunci poligonul de la baza este
inscriptibil si indltimea piramidei trece prin centrul cercului circumscris bazei.

eorema ) Daca fetele laterale ale piramidei formeaza cu planul bazei unghiuri diedre congruente,
£ atunci in poligonul de la baza poate fi inscris un cerc, iar inaltimea piramidei trece prin
centrul acestui cerc.

Mentionam ca unghiurile diedre formate de planul bazei piramidei si fetele ei laterale se
numesc unghiuri diedre de la bazd.

Exercitiu. Demonstrati teorema 5.

Corolarul 1 Daca indltimea piramidei formeaza cu fetele laterale unghiuri congruente, atunci in poligonul
de la baza poate fi Inscris un cerc, iar Tndltimea piramidei trece prin centrul acestui cerc.

Corolarul 2 Daca naltimile fetelor laterale ale piramidei duse din varful lor comun sunt congruente,
atunci in poligonul de la baza poate fi inscris un cerc i indltimea piramidei trece prin centrul
acestui cerc.

gm Sectiunea piramidei cu un plan ce trece prin varful piramidei si o diagonala a bazei se

numeste sectiune diagonala.

Sectiunea unei piramide cu un plan se construieste la fel ca si sectiunea prismei cu un
plan.

Problema Baza piramidei SABCD este paralelogramul ABCD
% rezolvata cu laturile 4B=6cm si AD=10cm. Fetele latera-
le SAB si SAD sunt perpendiculare pe planul bazei si
formeaza un unghi diedru de 120°. Cea mai mare
muchie laterald a piramidei este de 14 cm (fig. 7.15).
Sa se reprezinte sectiunile diagonale ale piramidei.
Sa se determine ariile acestor sectiuni.

Rezolvare:

Sectiunile cerute sunt triunghiurile SAC si SBD. Con-
form teoremei cosinusurilor aplicata trinughiului ABC si
ABD obtinem AC=+/76 cm, BD=14 cm.

Cum [4B], [AC] si [AD] sunt proiectii ale oblicelor construite din acelasi punct S pe ace-
lasi plan ABC, rezulta ca cea mai mare oblica este oblica SD (ea are cea mai mare proiectie).
Deci, SD = 14 cm.

Determindm indltimea S4 a piramidei:

SA =142 =10 =+/96 = 4/6.

Prin urmare, ;. =3 4 AC =146 - 219 = 4114 (em?).

Cum ASBD este isoscel cu laturile SD=BD =14 cm, SB=2+33 cm, obtinem

oAy =N5379 cm’.



Modulul 7

eorema 6
£

Dacé un plan paralel cu baza piramidei de indltime # intersecteaza o muchie laterala
a ei si distanta de la varful piramidei la planul secant este 4, atunci planul sectioneaza

o - . . . . h
piramida dupa un poligon asemenea cu baza, coeficientul de asemanare fiind I

Demonstratie:

Fig.7.16

Corolar ol ey =h*:H*=k’, unde .</,_ — aria sectiunii, .-/, — aria bazei.

"’robleme propuse

Fie ca muchia V4, a piramidei VA4, 4,...4, este intersectata in punctul A,
de planul ¢ paralel cu baza (fig. 7.16). Consideram omotetia cu centrul V si
. h _ VO
coeficientul £ = T=70"
Aceasta omotetie aplica punctul 4, pe punctul 4/, iar planul bazei — pe
planul ce trece prin punctul 4’ paralel cu baza, adica pe planul . Cum
omotetia este o transformare de asemanare, rezultd ca sectiunea piramidei

cu planul o este un poligon asemenea cu baza. b

Profilurile umanist, arte, sport

A

. Bazaunei piramide este un dreptunghi cu laturile de 3 cm
si4 cm. Fiecare muchie laterald a piramidei are lungimea
de 6,5 cm. Sa se afle aria sectiunii diagonale a piramidei.

. Latura bazei unei piramide patrulatere regulate este de
8 cm, iar indltimea ei este de 7 cm. Sa se afle:

a) lungimea muchiei laterale a piramidei;

b) masura unghiului diedru format de fata laterala si planul
bazei.

. Baza unei piramide este un triunghi dreptunghic cu
catetele de 5 cm si 12 cm. Muchiile laterale formeaza cu
planul bazei unghiuri congruente de 45°. Sa se afle inal-
timea piramidei.

. Baza unei piramide este un dreptunghi cu laturile de 6 cm
si 8 cm. Indltimea piramidei este de 10 cm si trece prin
punctul de intersectie a diagonalelor bazei. Sa se afle
masura unghiului format de o muchie laterala si planul
bazei.

C

. Baza unei piramide este un triunghi echilateral cu latura
de 6 cm. Una dintre muchiile laterale este perpendiculara
pe planul bazei si congruenta cu latura ei. Sa se afle aria
laterald a piramidei.

3. Aria laterala a unei piramide patrulatere regulate este de

140 cm?, iar aria totala este de 165 cm?. Sa se afle:

a) lungimea laturii bazei piramidei;

b) indltimea piramidei;

c) distanta de la varful piramidei la planul secant paralel
1200

cu baza, astfel incat aria sectiunii sa fie de 253 oM -

. ﬁfﬁﬂ Lucrati in perechi! Baza unei piramide este un

triunghi echilateral cu latura de 12 cm. Muchiile laterale
formeaza cu planul bazei unghiuri congruente de aceeasi
masura 30°. Sa se afle:
a) inaltimea piramidei;
b) aria totala a piramidei.

. Baza unei piramide este un triunghi dreptunghic avand

catetele de 12 cm si 16 cm. Inaltimile fetelor laterale
formeaza cu indltimea piramidei unghiuri congruente de
aceeasi masura 45°. Sa se afle:

a) indltimea piramidei; b) aria laterala a piramidei.
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Profilul real

A,

. Baza unei piramide este un triunghi dreptunghic avand
catetele de lungimi 5 cm si 12 cm. Muchiile laterale
formeaza cu planul bazei unghiuri congruente de masura
60°. Sa se determine Inaltimea piramidei.

. ﬁfﬁ] Lucrati in perechi! Baza unei piramide este un
trapez isoscel avand lungimile laturilor paralele 10 cm si

A=

40 cm. Se stie ca inaltimile fetelor laterale, duse din varful

B, /A

. Bazapiramidei regulate VABC

este triunghiul echilateral E
ABC culaturaegalacu 12 cm.

Muchia laterala este egala cu

5 cm. Sa se afle aria triunghiu- C A

lui BCE, unde E este mijlocul

muchiei laterale VA. B

. @ Investigati! Acoperisul unui rezervor are forma unei

piramide hexagonale regulate cu indltimea de 2 m si latura
bazei de 6 m. Sa se afle numarul de foi de tabla de forma
dreptunghiulard necesare pentru acoperis, daca o foaie
are dimensiunile de 0,7 m si 1,4 m si pentru Incheieturi se
folosesc 10% din suprafata necesara de tabla.

. Baza piramidei este un paralelogram ale carui diagonale
au lungimile d| si d,. Unghiurile diedre de la bazd au
aceeasi masura ¢. Sa se afle:

a) aria laterala a piramidei;

b) ariile sectiunilor diagonale ale piramidei.

. Baza unei piramide este un romb si proiectia varfului pe
planul bazei coincide cu punctul de intersectie a diago-
nalelor bazei. Sa se demonstreze ca unghiurile diedre de
la baza sunt congruente.

. Baza unei piramide este un trapez isoscel. Proiectia
varfului pe planul bazei coincide cu punctul de intersectie
a mediatoarelor laturilor laterale ale trapezului. Sa se
demonstreze ca:

a) unghiurile formate de muchiile laterale si planul bazei
sunt congruente;

b) muchiile laterale sunt congruente.

piramidei, sunt egale cu 12,5 cm. Sa se determine:

a) Inaltimea piramidei;

b) aria laterald a piramidei;

¢) masura unghiurilor diedre de la baza piramidei;

d) aria sectiunii piramidei cu planul care trece prin mijlocul
inaltimii piramidei si este paralel cu baza ei.

. Sa se afle lungimea muchiei laterale si aria laterala a unei

piramide regulate cu latura bazei de 20 cm si unghiul diedru
de la baza de 60°, daca piramida este:

a) triunghiulara;

b) patrulatera;

¢) hexagonalg;

d) n-unghiulara, n>3.

. Baza piramidei VABC este triunghiul echilateral ABC cu

lungimea laturii 16 cm. Fata laterala V'CB este perpen-
diculara pe planul ABC. Se stie ca
m(LVAB)=m(£LVAC)=60°. Sa se afle:

a) lungimile muchiilor laterale ale piramidei;

b) aria laterala a piramidei;

¢) masura @ aunghiului diedru format de fetele V4B si
CAB.

k= plh+n)

Q
10. %—?ﬁo Lucrati in grup! Proiect Aplicatii ale piramide-

lor: de la piramidele egiptene pdna la piramidele con-
temporane.




Problema

% rezolvata

L a+h

TRUNCHIUL DE PIRAMIDA

Daca o piramida este intersectatd de un plan paralel cu
baza, atunci se obtin doua poliedre situate in semispatii
diferite delimitate de acest plan. Unul dintre aceste poliedre
este o piramida, iar celalalt poliedru se numeste trunchi de
piramida (fig. 7.17).

Poligonul din sectiune si poligonul de la baza piramidei
se numesc baza micd si, respectiv, baza mare ale trun-
chiului de piramida, celelalte fete ale trunchiului de piramida
sunt trapeze si se numesc fete laterale. Laturile neparalele
ale fetelor laterale se numesc muchii laterale. Segmentul
cu extremitatile in planele bazelor trunchiului de piramida,
perpendicular pe ele, se numeste indltimea trunchiului de B
piramida ([0OO’], fig. 7.17). Lungimea acestui segment de Fig. 7.17
asemenea se numeste indltime a trunchiului de piramida.

Aria totald a unui trunchi de piramida se noteaza ./ si este suma ariilor tuturor
fetelor trunchiului. Suma ariilor fetelor laterale se numeste arie laterald si se notea-
74 .«,. Daca aria bazei mici este .+, iar aria bazei mari este ./, atunci obtinem:

oty =l + oolly + oo, |.

—

Trunchiul de piramida obtinut dintr-o piramida regulatd se numeste trunchi de
piramidi regulati. Iniltimea unei fete laterale a trunchiului de piramida regulata
se numeste apotemd. Daca lungimea apotemei unui trunchi de piramida regulata
este /, iar lungimile laturilor bazelor sunt a si b, atunci

h |,

lv/L =n

2

unde 7 este numarul de laturi ale bazei.

Pot fi construite diverse sectiuni ale planului cu trunchiul de piramida: sectiuni diagonale,

( /bservatie
' sectiuni paralele cu bazele, sectiuni care contin indltimea etc.

a)

Cosul unei hote are dimensiunile indicate in desen. hem
Cati metri patrati de tabla sunt necesari pentru con-
fectionarea unui astfel de cos dacéd pentru in- bbé&
cheieturi se folosesc 10% din suprafata nece- Scm
sard de tabla (fig. 7.18 a))? | <

Rezolvare: 90cm

Cosul hotei are forma unui trunchi de piramida 4BCDA,B,C\D, de care
este atasat paralelipipedul dreptunghic 4,B,C,D,ABCD (fig. 7.18 b)).
Calculam aria laterala ./, a paralelipipedului: ./ =4-0,9-0,05=0,18 (m®).

B Aflam naltimea 4 a trapezului ABB, A, si determindm aria laterald ./, a
¢ trunchiului de piramida:

_____ 0,9+0,24
B20C, h=y045 033 =0306 (m), =4 "252500306=0,70 (m)

A
D

A /E, """

A

5, Calculam aria cosului: .« =.+/ +./, =0,18+0,70 =0,88 (m?).
Deci, necesarul de tabla este: 0,88+0,1-0,88=0,968 =1 (m?).



"“’robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

A

. Laturile bazelor unui trunchi de piramida patrulatera
regulatd sunt de 4 cm si 14 cm, iar muchia laterala este de
13 cm. Sa se determine:

a) aria laterald a trunchiului de piramida;

b) indltimea trunchiului de piramida;

c) ariile sectiunilor diagonale ale trunchiului de piramida.

. Lungimile laturilor bazelor unui trunchi de piramida
patrulatera regulata sunt de 6 cm si 16 cm, iar indltimea
este de 10 cm.

Sa se determine:

a) lungimea muchiei laterale a trunchiului de piramida;
b) aria laterala a trunchiului de piramida.

C

. O groapa sdpata in forma de trunchi de piramida patrulaterd regulata are
adancimea de 1,5 m. Latura bazei de jos este de 0,8 m, iar latura bazei de sus —de

2. |y Lucratiin perechi! Laturile bazelor unui trunchi

de piramida triunghiulara regulata suntde 4 cmsi 10 cm,
iar muchia laterala este de 5 cm. Sa se afle:

a) aria laterald a trunchiului de piramida;

b) indltimea trunchiului de piramida;

¢) aria sectiunii trunchiului cu planul care trece prin
mijlocul Tnaltimii si este paralel cu bazele trunchiului.

. Lungimile laturilor bazelor unui trunchi de piramida

triunghiulara regulata sunt de 2 cm §i 8 cm, iar Inaltimea
este de 6 cm. Sa se afle:

a) lungimea muchiei laterale a trunchiului de piramida;
b) aria totald a trunchiului de piramida.

"JT:JJL-F%'F&{
b

1,6 m. Sa se determine lungimea muchiei laterale a trunchiului (gropii).

Profilul real

A,

. Lungimile laturilor bazelor unui trunchi de piramida triunghiulara regulata sunt a i b (a < b), iar masura unghiului diedru
de la baza mare este ¢. Sa se afle: a) inaltimea trunchiului de piramida;

b) apotema trunchiului de piramida;

c) aria laterald a trunchiului de piramida.

. ﬁfﬁj Lucrati in perechi! In trunchiul de piramida
patrulaterd regulatd ABCDA B,C D,, AB =a, AB=b
(a <b) si masura unghiului format de muchia laterala si
planul bazei mari este . Sa se determine:

a) aria triunghiului 4B D ;

b) cosinusul unghiului diedru format de planul AB D,
si planul bazei ABCD;

c) ariile sectiunilor diagonale.

G

3. Un piedestal de granit are forma unui trunchi de piramida

patrulaterd regulata. Laturile bazelor suntde 2,8 msi 2 m,
iar muchia laterala
este de 3,64 m. Sa
se determine Tnalti-
mea piedestalului
(cu aproximatie de
0,01 m).

. Bazele unui trunchi de piramida sunt dreptunghiuri. Laturile bazei mici sunt de 3 cm i 4 cm, iar ale bazei mari—de 9 cm si
12 cm. Muchia laterala este de 13 cm. Sa se afle:  a) aria sectiunilor diagonale;
b) aria laterald a trunchiului de piramida.



VOLUMUL POLIEDRELOR

5.1. Notiunea de volum al corpului

In clasele precedente deja am calculat volumele unor corpuri, insa formulele respective
n-au fost demonstrate. In cele ce urmeaza vom prezenta demonstratiile acestora.

Vom considera numai corpuri simple, adica corpuri ce pot fi divizate intr-un numar finit
de tetraedre care nu au puncte interioare comune.

m Se numeste functie volum functia f: K >R, f=7(K), care asociaza fiecarui

corp simplu K un numar real nenegativ 7 (K), numit volumul corpului respectiv,
astfel incat au loc proprietatile:

1° daca corpurile K, si K, sunt congruente, atunci 7(K,) = 7(K,);

2° daca corpul K este reuniunea a doua corpuri K si K,, ce nu au puncte interioare
comune, atunci 7(K) = 7(K,) + 7(K,) (proprietatea aditiva),

3° exista corpul K, al carui volum este egal cu unitatea de volum, adica 7(K,) = 1.

In calitate de unitate de volum, de regula, se ia volumul cubului a carui muchie are
lungimea egala cu 1, fara a specifica unitatea de masura a lungimii laturii. Astfel, daca latura
cubului este 1 mm, 1 cm, 1 m etc., atunci acestora le vor corespunde, respectiv, unitati de
volum 1 mm?3, 1 cm3, 1 m3 etc.

Din proprietatea 2° a functiei volum rezulta urmatoarea

Dacé corpul K se include in corpul K, adicd K, c K,, atunci
1K) <7 (K,).

Pentru simplificarea calculului volumelor corpurilor, vom admite, fara a demonstra,

Principiul lui Cavalieri

£ Fie K, 51 K, doua corpuri simple si o un plan. Daca corpurile K| i K, sunt amplasate
fatd de planul o astfel incat pentru orice plan f3 ||a sectiunile corpurilor K si K, cu
planul B au arii egale, atunci 7(K,) = 7(K)).

Pentru a ilustra principiul lui Cavalieri, vom considera doud piramide, K, si K,: baza
piramidei K este un triunghi dreptunghic isoscel cu catetele de lungime \/Ea, iar pirami-
da K,, de aceeasi indltime cu K|, are baza un patrat cu latura de lungime a (fig. 7.19).

Bonaventura

Francesco Cavalieri ;
(1598-1647), | B
geometru italian
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Fie o un plan arbitrar fixat. Piramidele se amplaseaza astfel, incat bazele lor sa se
contind in planul ¢, iar varfurile lor sa fie situate In unul din semispatiile delimitate de pla-
nul o (fig.7.19).

Fie planul B ||o¢ care intersecteaza piramidele K, si K.

Daca aria sectiunii piramidei K, cu planul B este .+, iar aria sectiunii piramidei K, cu

) . S . A D ..
planul B este .<4, atunci se poate ardta ca —-=-—= (corolarul teoremei 6 din § 3, ariile
a a

bazelor piramidelor date sunt egale cu @°), de unde ./ = ./,
Deci, 7(K)) = 7(K)).

( bservatie Din cele relatate mai sus rezultd ca piramidele (respectiv prismele) cu ariile bazelor
- egale si cu Inaltimile congruente au volume egale.

5.2. Volumul paralelipipedului

Admitem fard demonstratie urmatoarea teorema.

Volumul unui paralelipiped dreptunghic este egal cu produsul lungimilor muchiilor ce
: pornesc din acelasi varf.

7 =abc

( bservatie Aici si in celelalte teoreme se considera ca lungimile muchiilor se exprima in aceleasi
. unitati de masura.
Corolar Volumul cubului cu muchiaa este | 7" =a’|.

5.3. Volumul prismei

Volumul prismei este egal cu produsul dintre aria bazei si indltime.

Demonstratie:
Fie o planul suport al bazei prismei date, /7 —inaltimea prismei, ./, —aria bazei prismei.
Construim un paralelipiped dreptunghic 4BCDA’B’C’D’ cu una dintre baze in planul o,
situat in acelasi semispatiu, delimitat de planul ¢, cu prisma
c data, avand dimensiunile:

2
AB=a=3[+/, H, BC=%, A4’ =H (fig. 7.20).

Deci, aria bazei paralelipipedului dreptunghic este
2 3 JJ -H
c AB-BCza-%z%z b=l
Sectiunea prismei date si cea a paralelipipedului dreptunghic
o construit cu plane paralele cu planul ¢ au arii egale cu ./,
Fig.7.20 deoarec‘e poligoanele objginu.te in se.c‘giuni sunt congruente
respectiv cu baza fiecarei prisme. Din teorema 8§ rezulta ca

2
volumul paralelipipedului dreptunghic construit 7, =a '% ‘H=a’=.d,-H, iar din teo-

=l H|. B

rema 7 rezultaca 7 =7  =./,-H, deci| 7

prismei par. prismei




5.4. Volumul piramidei

Fie ABCA, o piramida triunghiulara. Completdm
piramida pana la o prisma triunghiulara cu bazele ABC
siA,B,C, (fig. 7.21), muchia laterala fiind 44,. Bazele
piramidelor ABCA, si A B,C,B au arii egale i indltimile
piramidelor sunt congruente, deci 7 e =7 4505
Pe de altd parte, planul 4,BC, imparte piramida
A,BCC,B, cuvarful 4,1n doud piramide triunghiulare,
BCC A, si BC\B\A,, cu varful comun 4, si cu bazele
BCC, sirespectiv BC,B,. Aceste piramide au aceeasi
indltime (dusa din varful comun 4,) si ariile bazelor
egale (‘JABCCI = g, ), deci /ZCB]CIBAI zal;cchl (ase
vedea observatia din secventa 5.1).

Fig.7.21

Prisma construitd este divizata in trei piramide triunghiulare (4BCA,, 4,B,C,B, BC,CA,)
ce nu au puncte interioare comune si care au volume egale. Dacd notam volumul unei

piramide cu 7
este naltimea comuna a prismei i a piramidei.

. g
ir.” atunci 37pir. - 7prismei

= .o/, - H, unde .</, este aria triunghiului ABC, iar H

Prin urmare, volumul unei piramide triunghiulare se calculeaza folosind formula

p

Zfin :%‘Q‘/B H .

Daca baza piramidei este un poligon convex cu
n laturi, atunci dintr-un varf al poligonului de la baza
ducem toate diagonalele lui si consideram planele de-
terminate de aceste diagonale si muchia laterala ce
uneste varful piramidei cu varful comun al diagonalelor
construite. Aceste plane divizeaza piramida datd in
(n—2) piramide triunghiulare, care au aceeasi inaltime
si ariile bazelor egale cu .«/,, .of,, ..., .o/, , (fig. 7.22,
n = 5). In baza proprietatii aditive a functiei volum,
constatam ca volumul piramidei date este egal cu suma
volumelor piramidelor triunghiulare in care s-a divizat
piramida data, adica

1

7:%&/1 -H+%&/2 H otk bl H =

=%H(LJI e, +...+&/,1_2)=%H-&/B,

unde .o/, este aria bazei piramidei date.

volumul piramidei se calculeaza folosind formula:
v —%.MB H.

pir. —

Dacd H este inaltimea unei piramide, iar .«/, este aria bazei acestei piramide, atunci
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5.5. Volumul trunchiului de piramida

Fie un trunchi de piramida cu inaltimea H, iar .o/, §i .o/, (.of, <.ol,) —
ariile bazelor.

Completam trunchiul de piramida pand la o piramida al carei varf va fi
intersectia dreptelor suport ale muchiilor laterale (in figura 7.23 se considera
cazul n = 4).

Astfel, obtinem doud piramide cu acelasi varf, iar bazele trunchiului de
piramida sunt si bazele acestor doud piramide. Notdm cu / indltimea piramidei
a carei baza are aria .«/,. Atunci, volumul trunchiului de piramida este egal
cu diferenta volumelor piramidelor construite.

Obtinem:

A=§%<h+H)—§l%~h=1ﬂ[%(ﬁ+1)—%i]%H[%%—%)%]. ()

tr. pir.

3 H H

Baza mica a trunchiului de piramida poate fi considerata ca sectiune a piramidei construite
cu planul care este paralel cu planul bazei. Se stie (corolarul teoremei 6 din § 3) ca raportul
ariilor sectiunilor paralele cu baza este egal cu patratul raportului distantelor acestor sectiuni

V% %

C o, oY o, h o,
de la varful piramidei, adicia —2 = —— |, deunde ——=—"+— sau — =——.
P ol g (h+H) h+H /L%/B H ,vJB _ ,”Q/b

Daca substituim valoarea raportului % in (1), obtinem:

Ve pi. =%H[%(&/B —~%)+~%/B]=%H[M(M+M)+(«JB] sau

T :%H (ot + byl 4oty

“’robleme propuse

A

Profilurile umanist, arte, sport

1. Diagonala unui cub este de 8 cm. 4. Lungimile muchiilor unui paralelipiped dreptunghic se

Sa se afle volumul cubului. raportd ca 2 : 3 : 5. Se stie ca muchia mai mare este de
2. Aria fetei unui cub este de 16 cm?. 15cm. Sase afle:

Sa se determine volumul cubului.

a) lungimea diagonalei paralelipipedului;

3. ABCDA,B,C D, este un cub cu muchia de 3 cm. b) aria suprafeei totale a paralelipipedului;
a) Determinati lungimea diagonalei A4,C. ¢) volumul paralelipipedului.

b) Aflati aria suprafetei cubului.
¢) Determinati volumul cubului.

B

5. ﬁfﬁj Lucrati in perechi! O piscina are forma unui Se stie cd aria bazei piscinei este de 500 m®, iar nivelul
paralelepiped dreptunghic. La un moment dat in piscind la care ar ajunge apa dacd peste cantitatea initiala s-ar
era o anumitd cantitate de apa. Dupa un timp oarecare, adauga cea ramasa dupa evaporare ar fi de 3 m.
se pierde prin evaporare o cantitate de 600 m® de apa. a) Determinati nivelul initial al apei din piscina.

b) Aflati nivelul final al apei din piscina.



rat ABCDA,B,C\D, es-
te o prisma dreapta, vo-
lumul careia este egal
cu 9 cm’. Scrieti in ca-
setd volumul piramidei
ABCDD,.

—

. Baza unei prisme este un trapez isoscel cu bazele de 8 cm
si 16 cm si unghiul ascutit de 45°. Proiectia unei muchii
laterale pe planul bazei coincide cu latura laterald a
trapezului de la baza. Sa se afle volumul prismei, daca
masura unghiului format de muchia laterala si planul bazei
este de 60°.

6. Lungimile laturilor bazelor unui trunchi de piramida | 9. Pentru construirea unui zid s-au
patrulatera regulata sunt de 5 cm i 12 cm. Masura un- folosit 5286 de blocuri de piatra.
ghiului format de diagonala trunchiului si planul bazei Dimensiunile fiecarui bloc sunt
este de 60°. 20 cm x 20 cm x 40 cm.
Sa se determine: Sa se afle volumul zidului con-
a) aria sectiunii diagonale a trunchiului de piramida; struit (cu aproximatie de 0,1 m?),
b) volumul trunchiului de piramida. daci se stie ca mortarul a marit
. Baza unei prisme drepte este un triunghi. Lungimile a volumul zidului cu 12%.
doua laturi ale triunghiului sunt de 7 cm i 8 cm, iar masura | 10. @ Volumul pris- D, C
unghiului format de ele este de 60°. Se stie ca lungimea mei patrulatere regu- I
muchiei laterale este de 6 cm. late ABCDA,B,C,D, es- 4 | B,
Si se afle: te egal cu 24 cm’, iar !
a) aria sectiunii prismei cu planul ce trece prin muchia indltimea prismei este Db e =
laterala si mediana bazei, corespunzatoare laturii necu- egald cu 6 cm. Deter- e f_ S
noscute; minati aria sectiunii dia- 4 B
b) volumul prismei. gonale ACC 4,.
. @ Investigati! Lungimea unei barne de lemn de forma | 11. Aria bazei unei pira-
unei prisme drepte este de 235 cm, sectiunea ei perpen- mide patrulatere regulate este
diculara pe muchia laterald este un trapez isoscel, lun- egalicu 32 cm®. Determinati
gimile bazelor fiind de 12 cm si 30 cm, iar latura laterala — lungimea muchiei laterale a C
de 15 cm. Capacitatea de incarcare a unui camion este de piramidei, daci volumul ei este 4 %
3,5 tone. Sa se afle numarul maxim de barne pe care le egal cu 32 cm’.
poate transporta un camion, daca densitatea lemnului 12. Lucrare practica Calcularea ariei suprafetei clasei.
este de 0,7 g/cm’. )
C
13. Toate muchiile unei piramide triunghiulare au lungimea | 14. Un cub cu muchia de 4 cm si un paralelipiped drep-
de6cm. tunghic cu muchiile de 8 cm, 14 cm, 4 cm sunt confec-
Sa se afle: tionate din plumb. Aceste doua corpuri au fost topite
a) aria totald a piramidei; intr-un singur cub. Sa se afle lungimea muchiei cubului
b) volumul piramidei. obtinut.
Profilul real
A,
in desenul alitu- D 3. Baza unei prisme este un trapez isoscel cu bazele de

28 cm si 44 cm si laturile laterale de 17 cm. Proiectia unei
muchii laterale a prismei coincide cu raza cercului circum-
scris bazei. Sa se determine volumul prismei, daca lun-
gimea muchiei laterale este de 32 cm.

Baza unei prisme este un trapez cu bazele de 8 cm si
16 cm, iar una dintre laturile laterale are lungimea de
10 cm. Unul dintre varfurile unei baze este situat la dis-
tanta de 15 cm de toate laturile celeilalte baze. Sa se afle
volumul prismei.
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14.

15.

1. O salade clasa are forma unui paralelipiped dreptunghic cu lungimea de 14 m, latimea
de 7 m si naltimea de 3,5 m. Peretii si tavanul salii vor fi acoperiti cu doua straturi de

Baza unui paralelipiped drept este un romb.
Inaltimea paralelipipedului este egala cu NEY cm, iar
diagonalele lui formeaza cu planul bazei unghiuri de 45°
s130°. Determinati volumul paralelipipedului.

Muchia laterald a unei piramide triunghiulare

regulate este de 5 cm, iar latura bazei este de 44/3 cm.
Determinati volumul piramidei.

Wi | Lucrati in perechi! Fetele unui paralelipiped sunt
romburi congruente. Lungimea laturii unui romb este a
si unghiul ascutit are masura o.

Sa se afle:

a) aria totald a paralelipipedului;

b) volumul paralelipipedului.

Baza unei piramide este un triunghi isoscel cu laturile de
10 cm, 10 cm, 12 cm. Toate muchiile laterale au lungimea
de 14 cm. Sa se determine volumul piramidei.

ﬁﬁﬂ Lucrati in perechi! Baza unei piramide este un
trapez cu lungimile bazelor de 4 cm si 10 cm, iar lungimea
unei laturi laterale este de 5 cm. Unghiurile diedre de la
baza piramidei sunt congruente i au masura de 60°.

Sa se afle:

a) aria laterala a piramidei;
b) volumul piramidei.

G

Inaltimea unei piramide triunghiulare regulate este
congruentd cu latura bazei. Sa se determine masura
unghiului format de muchia laterala si planul bazei.

Cele trei dimensiuni ale unui paralelipiped dreptun-
ghic sunt 1n progresie aritmetica si suma lor este egala
cu 18 cm. Aria totald a paralelipipedului este de
198 cm’. S se determine volumul paralelipipedului.

%§%+%

10.

11.

12.

13.

16.

17.

Un bazin are forma unui
paralelipiped dreptun-
ghic cu dimensiunile de
4 m, 6 msi0,9 m sise
umple cu apa prin doua
tevi. In cét timp se va um-
ple cu apa bazinul gol
daca debitul unei tevi este de 60 / de apa pe minut, iar al
celeilalte — de 40 / pe minut?

@ Baza unei prisme drepte este un paralelogram
cu laturile de 2 cm si 4 cm si un unghi de 60°. Determinati
volumul prismei, daca diagonala cea mai mare a prismei
formeaza cu planul bazei un unghi de 30°.

Lungimea laturii bazei unei piramide triunghiulare regu-
late este de 8 cm, iar unghiul format de muchia laterala
si planul bazei are masura de 60°. Sa se afle:

a) aria laterald a piramidei;

b) volumul piramidei.

i) Lucrati in perechi! Lungimile laturilor bazelor
unui trunchi de piramida patrulatera regulata sunt de
4 cm si 10 cm. Masura unghiului diedru de la baza mai
mare este de 60°. Sa se afle:

a) aria totald a trunchiului de piramida;
b) volumul trunchiului de piramida.

in prisma triunghiulard ABCA B,C, sestieca: AC =b,
CB=a, CC,=I, m(LACB)=y, £ZBCC,=ZACC,.
Sa se determine volumul prismei, daca indltimea prismei

dusa din varful C, intersecteaza latura AB.

Bazele unei prisme oblice sunt poligoane regulate cu
n laturi. Toate muchiile prismei au lungimile egale cu a.
Sé se afle masura unghiului format de planul bazei si
muchia laterala, dacd volumul prismei este 7.

xercitii si probleme recapitulative

Profilurile umanist, arte, sport

A

vopsea de aceeasi culoare. Suprafata ocupata de usa si ferestre constituie

suprafata preconizatd vopsirii. La prima vopsire se consuma cate 1 kg de vopsea
pentru fiecare 8 m” de suprafata, iar la a doua vopsire, 1 kg de vopsea acopera 11 m” de
suprafatd. Sa se determine cantitatea totalda de vopsea necesara pentru efectuarea

acestor lucrari.

1 .
mdm




2. ﬁ%ﬁ%ﬂ Lucrati in perechi!

In sala de clasa cu dimensiunile din problema 1 sunt 40 de elevi si profesorul. Se stie ca aerul
dintr-o incapere devine periculos pentru respiratie cand fiecare metru cub de aer contine
4 dm’ de dioxid de carbon. Se mai stie ci fiecare persoani expiri de 16 ori intr-un minut cate
0,5 dm’ de aer, care contine 5% dioxid de carbon. In aceste conditii, sa se determine timpul

maxim admisibil fara aerisirea salii de clasa.

. @ Investigati! O cutie paralelipipedica are lungimea de 51 cm, latimea de 24 cm si inaltimea de 15 cm. Cutia este umpluta

cu piese cubice cu muchia de 3 cm. Cate cubusoare sunt in cutie?

. ﬁfﬁ] Lucrati in perechi! Latura bazei unei piramide regulate VABCD este de 12 cm, iar muchia laterala —de 10 cm.

a) Desenati piramida VABCD si trasati indltimea VO.
c) Aflati aria suprafetei totale a piramidei VABCD.

b) Calculati aria triunghiului VAC.
d) Calculati volumul piramidei VABCD.

. Lucrare de laborator Calcularea volumelor obiectelor de forma poliedrelor.

C

. Diferenta lungimilor muchiilor a
doud cuburi este d, iar diferenta
volumelor lor este 37d°. Si se afle
lungimile muchiilor cuburilor.

0L 0

7. Muchiile unui paralelipiped dreptunghic sunt congruente cu laturile unui
triunghi dreptunghic, suma lungimilor lor fiind egala cu 60 cm. Volumul
paralelipipedului este de 6,24 dm?. Sa se determine lungimile muchiilor
paralelipipedului.

. [}D—%] Lucrati in grup! Proiect Poliedrele in arhitectura localitatii.

Profilul real

A,

. Intr-un vas de forma unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile
bazei 20 cm x 25 cm si indltimea de 10 cm este turnatd apd pana la
jumatatea Tnaltimii lui. Cu cat se va ridica nivelul apei in vas daca in

el se scufunda un cub greu cu muchia de 5 cm?

B,

. @ Baza unei prisme drepte este un triunghi drep-
tunghic cu o catetd de 8 cm. Raza cercului inscris in
triunghiul din baza este de 3 cm si este congruenta cu
indltimea prismei. Determinati volumul prismei.

. @ Intr-o piramida patrulaterd regulati aria bazei
este de 64 cm’, iar muchia laterald este de V41 cem.

Determinati volumul piramidei.

Rombul ABCD cu aria de 18/3 cm? si
m(£LABC)=60° este baza piramidei VABCD. Muchia

G

2. @ Investigati! Sa se determine cu cat se ridica
nivelul apei in recipient, daca cubul din proble-
ma 1 este din lemn (greutatea specifica a lem-
nului fiind de 0,5 g/cm”).

VB este perpendiculara pe planul bazei si are lungimea
de 6+/3 cm. Determinati masura unghiului format de
muchia VD cu planul bazei piramidei.

. ﬁﬁﬂ Lucrati in perechi! Laturile bazelor unui trunchi

de piramida hexagonala regulata sunt de 36 cm si 22 cm,
iar fetele laterale sunt inclinate fata de planul bazei mari
sub un unghi de 60°. Sa se determine volumul trunchiului
de piramida.

. Lucrare de laborator Calcularea volumelor corpurilor

de forma poliedrelor.

8. Fie rombul ABCD cu diagonalele AC =2d, BD =2b si dreptele A4,, CC, perpendiculare pe planul rombului, astfel
incat 44, =a, CC, =c, punctele 4, si C, suntde aceeasi parte a planului rombului. Sa se determine volumele piramidelor
BACC, A, BADA,, BCDC,, BDAC,.

9. Fie OABC o piramida ale carei fete O4AB, OAC, OBC sunt triunghiuri dreptunghice cu O4 = OB =O0C =a.

Saseafle: a)volumul piramidei;

b) aria fetei ABC; ¢) inaltimea piramidei dusa din O.

0L a
10. [%‘?? Lucrati in grup! Proiect Poliedrele in arhitectura localitatii.
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Timp efectiy de lucry:
45 de minute

Profilurile umanist, arte, sport =

1. Completati spatiile astfel incat propozitiile obtinute sa fie adevarate:
a) ,,Fetele laterale ale unei prisme drepte sunt , lar muchia laterala coincide cu prismei”.

2

b) ,,Toate fetele laterale ale piramidei regulate sunt triunghiuri

¢) ,,Sectiunea diagonald a unui trunchi de piramida patrulatera regulata este un

2. Lungimea muchiei laterale a unei piramide patrulatere regulate este de 12 cm si formeaza cu planul bazei un unghi de 60°.
Aflati:
a) aria totala a piramidei;
b) ce procent constituie aria bazei din aria laterala;
¢) volumul piramidei.
3. Un postament are forma unui trunchi de piramida patrulatera regulata, lungimile laturilor bazelor caruia sunt de

4 cm si 8 cm, iar indltimea este de 12 cm. Determinati de cata vopsea e nevoie pentru a vopsi fata laterald a postamentului,
daca pentru 1 m? se foloseste 200 g de vopsea. Rotunjiti raspunsul pana la zecimi.

4. Sectiunea terasamentului caii ferate este un trapez isoscel §i arata ca in figura 8
alaturata (dimensiunile sunt indicate in metri). Aflati cati metri cubi de pamant
sunt intr-un kilometru de terasament de cale ferata. 32 -
14
Profilul real

1. Incercuiti litera A, daca propozitia este adevarata, sau litera F, daca ea este falsa:
a) ,,Sectiunea prismei cu planul care contine inaltimea este un dreptunghi.”

b) ,,Sectiunea piramidei cu planul care contine indltimea este un triunghi.”

> |-
==l

¢) ,,Sectiunea diagonald a trunchiului de piramida patrulatera este un trapez isoscel.”

2. Bazaunei piramide patrulatere EABCD este un romb ABCD cu latura de lungime « $i masura unghiului ascutit BAD egala
cu a. Unghiurile diedre formate de planul bazei si fetele laterale sunt congruente si au méasura b. Determinati:
a) aria totala a piramidei;
b) volumul piramidei.

3. Lungimile laturilor bazelor unui trunchi de piramida patrulatera regulata se raporta ca 2 : 3. Muchia laterala are lungi-
mea / §i formeaza cu planul bazei mai mari un unghi de masura a. Aflati:
a) aria laterala a trunchiului de piramida;

b) volumul trunchiului de piramida.
4. Sectiunea transversald a unui canal de scurgere este un triunghi isoscel cu baza de 1,4 m si indltimea corespunzatoare

bazei de 1,2 m. Determinati cantitatea maxima (in metri cubi) de apa care poate curge prin acest canal timp de o ora, daca
viteza apei este de 2 m/s.
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Modulul

Corpuri de rotatie

Ceea ce cunoastem este prea putin, ceea ce nu §tim este imens.

Pierre-Simon de Laplace

Obiectivele . recunoasterea corpurilor de rotatie, clasificarea lor dupa diferite criterii;
modulului . construirea sectiunilor corpurilor de rotatie cu diferite plane;
. recunoasterea figurilor geometrice plane din cadrul corpurilor de rotatie;
. utilizarea in diferite contexte a proprietatilor corpurilor de rotatie;

. utilizarea in diferite contexte a formulelor pentru calculul ariilor suprafe-
telor si volumelor corpurilor de rotatie;

. ‘recunoasterea sectiunilor conice si a aplicarii acestora in diverse domenii.

1. Cilindrul

Conul
Trunchiul de con

Sfera. Corpul sferic



CILINDRUL

1.1. Notiunea de cilindru

m Fie 9 un disc inclus 1n planul o, g — o dreapta ce

Prin analogie cu definitia prismei se defineste si cilindrul.

intersecteazd planul o intr-un singur punct (fig. 8.1)
si planul B paralel cu planul o (ax # f3).

Corpul geometric format din intersectia stratului
determinat de planele o si 8 cureuniunea dreptelor
paralele cu dreapta g ce trec prin fiecare punct al
discului 9 se numeste cilindru circular (fig. 8.1).

Fig. 8.1

Intersectia reuniunii tuturor dreptelor paralele cu g, ce trec prin fiecare punct
al discului 2, cu planul 3 este un disc ¥,. Discul ¥, este congruent cu discul 2,
deoarece la translatia in directia dreptei g, ce aplica planul o pe planul B, discul
9 se aplica pe discul 9,

Discurile ¥ si 9, se numesc baze ale cilindrului. Dacd punctul M apartine
cercului care margineste discul 9, iar M, apartine cercului care margineste
discul 9, si [MM ]| g, atunci segmentul MM, se numeste generatoare a
cilindrului (fig. 8.1). Daca punctul A€, iar 4, € B si [44,] L o, atunci
segmentul A4, se numeste indltimea cilindrului. Lungimea acestui segment
de asemenea se numeste indaltimea cilindrului.

Reuniunea tuturor generatoarelor unui cilindru se numeste suprafatai laterald
a cilindrului.

Se poate constata cd orice punct ce apartine bazelor sau suprafetei laterale
este punct de frontierd a cilindrului, iar celelalte puncte ale cilindrului sunt
interioare cilindrului si reuniunea lor formeaza interiorul cilindrului.

In cele ce urmeaza vom studia un caz particular si frecvent intalnit al cilindrului, in care
dreapta g este perpendiculari pe planul ¢. in acest caz cilindrul se numeste cilindru circu-
lar drept.

In conformitate cu definitia rotatiei (a se vedea manualul de matematici pentru clasa a
Xl-a, modulul X, § 7) formulam urmatoarea

N
- : . Al B
Se numeste cilindru circular drept corpul geometric ce se M | |
obtine prin rotatia unui dreptunghi ABCD in jurul dreptei suport 1
a unei laturi (fig. 8. 2). : :
I
——1-<JP
. - . . !/ -~ >
Dreapta suport in jurul céreia se roteste dreptunghiul se numeste D~ “'/'1I’C
axd de rotatie a cilindrului sau axd a cilindrului. Sectiunea L
Fig. 8.2
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cilindrului circular drept cu un plan ce trece prin axa cilindrului este un dreptunghi si se
numeste sectiune axiald (LMNP, fig. 8.2). Laturile lui (ML si NP), paralele axei, se numesc
generatoare ale cilindrului. Cercurile ce se obtin la rotatia laturilor perpendiculare axei ([BA]
si [CD], fig. 8.2) se numesc baze ale cilindrului. Raza bazei se mai numeste si razia a
cilindrului. Fiecare generatoare este perpendiculara bazelor cilindrului. Lungimea gene-
ratoarei se numeste indltime a cilindrului.

1.2. Aria laterala, aria totala si volumul cilindrului

in clasa a IX-a am obtinut formula de calcul a ariei laterale a cilindrului, folosind

desfasurarea lui:
ol =27RH |.
ﬂm Suma dintre aria laterald a cilindrului si ariile celor doud baze se numeste aria totala

a cilindrului:
|ty = ety +2.cly =2WHR+27R” | sau | o, =2nR(H +R) | .

Pentru a deduce formula de calcul al volumului ci-
lindrului, vom considera o prisma a carei indltime este egala
cu indltimea cilindrului (notaté cu H) si care are aria bazei
egald cu aria bazei cilindrului: .«/, =7R’. Daci o bazi
a cilindrului §i o baza a prismei se includ in planul «
(fig. 8.3), atunci, conform principiului lui Cavalieri, rezul-
ta ca prisma si cilindrul au volume egale, adica
Fig.8.3 Vo = Vs =H -y = H -TR?, unde H este indltimea

cilindrului, iar R este raza bazei.

Asadar, volumul unui cilindru circular poate fi calculat folosind formula

V. =nR*H|.

cil.

Mentiondm ca pentru un cilindru circular drept formula 7, =7R’H poate fi obtinutd
folosind integrala definita (modulul 3, § 2).

Probleme 1 Sa se determine volumul unui cilindru circular drept cu aria totald de 727 (1+ NE) ) cm’,
% rezolvate stiind cd un segment determinat de centrul unei baze si un punct de pe cercul celeilalte
baze este congruent cu diametrul bazei.
Rezolvare:

Consideram o sectiune axiala ABCD a cilindrului (fig. 8.4). Fie E si F centrele

b E € bazelor cilindrului.
i Din enuntul problemei deducem ca AEAB este echilateral, deci EA=FEB=AB=2R,
E unde R este raza bazei cilindrului. Inaltimea cilindrului EF = %«B =RJ3=H.
i Aria totald a cilindrului ./, = 2ZR(R + H)= 22R(R +R\3 )= 22R*( +4/3).
4 l.;I B Obtinem ecuatia: 2R’ (1 +43 )=T2r(1+ NE) ), din care aflam R =6 (cm).
Fig. 8.4 Prin urmare, volumul cilindrului ¥ =7FB*>- EF =71 -6 - 673 =21674/3 (cm®).

Raspuns: 2167+/3 cm’.

2l I
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b 2 Larotatia completa a unui dreptunghi in jurul dreptei suport
a laturii mai mari de lungime a si in jurul dreptei suport a
_______________ R laturii mai mici de lungime b se obtin in spatiu doi cilindri ale
ciror arii totale sunt de 1507 cm” si, respectiv, 3007 cm’
(fig. 8.5).

a) Sa se afle dimensiunile dreptunghiului.

b) Sa se compare ariile laterale ale cilindrilor.

¢) Sa se compare volumele cilindrilor.

Rezolvare:

a) In conformitate cu formula pentru aria totala a cilindrului si datele problemei, alcatuim

si rezolvam sistemul de ecuatii:
{27rb(a +b)=1507 {b(a +b)=175 {b =35,
2ra(a+b)=300x a(a+b)=150 a=10.

Deci, dreptunghiul are latura mai mare a =10 cm si latura mai micd b=5 cm.

b) Ariile laterale ale cilindrilor sunt egale si sunt de 1007 cm”.

¢) Volumul cilindrului obtinut la rotatia dreptunghiului in jurul laturii mai mici se calculeaza
cu formula 7 =ma’b si este egal cu 5007 cm’, iar volumul cilindrului obtinut la rotatia
dreptunghiului in jurul laturii mai mari se calculeaza cu formula 7" =mb’a si este egal cu
2507 cm’.

Deci, cilindrul obtinut la rotatia dreptunghiului in jurul laturii mai mari are volumul mai mic
decat volumul cilindrului obtinut la rotatia dreptunghiului in jurul laturii mai mici.

“’robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

A

1. Sectiunea axiald a unui cilindru circular drept este un | 2.
patrat cu aria de 16 cm’. S se determine:
a) aria laterala a cilindrului;
b) volumul cilindrului.

Sa se afle volumul unui cilindru, daca suma razei bazei si
indltimii lui este egald cu 30 cm, iar raportul dintre aria

laterala si suma ariilor bazelor lui este %

Inaltimea unui cilindru circular drept este de 5 cm, iar
raza bazei lui este de 6 cm. Sa se afle lungimea diagonalei

ra=mt |

sectiunii axiale a cilindrului.

B
4. Sectiunea axiala a unui cilindru are perimetrul de 18 cm si tinichea se consuma la confectionarea a 5000000 de
raportul dintre aria totald a cilindrului si aria lui laterala cutii, dacd se stie cd pentru unirea bazelor cutiei cu
este % Si se determine volumul cilindrului. s.ul.)rafa‘gallaterali se folousesc syplifnentar 13% de
tinichea din suprafata totald (consideram 7 =3,14).
5. Sa se afle Tnaltimea unui cilindru, stiind ca ea este cu —
4 cm mai mare decat diametrul bazei si cd aria laterald a . @ Investigati! Capacitatea de
cilindrului este de 327 cm’. incarcare a unui camion este de
. . 3,5 tone. Sa se afle numarul
6. %ﬁﬂ Lucrati in perechi! La o fabrica se produc cutii

de tinichea in forma de cilindru cu raza bazei de 5 cm si
inaltimea de 6 cm. Sa se determine cati metri patrati de

]2

maxim de tevi pe care le poate
transporta camionul, daca tevile
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sunt confectionate din plumb, lungimea lor este de 4 m,
diametrul exterior al tevilor este de 16 cm, diametrul lor
interior este de 12 cm, iar densitatea plumbului este de
11,38 g/cm’® (considerdam 7 =3,14).

C

9. Lungimea unor barne de lemn in forma de cilindru circular
drept este de 3,3 m. Diametrul barnelor variaza intre 14 cm
si 26 cm. Capacitatea de Incércare a unui camion este de

3,5 t. Sa se afle limitele intre care

variaza numarul maxim de barne pe

care le poate transporta un camion,
daca densitatea specifica a lem-
nului este de 0,8 g/cm’.

8. @ Diagonalele sectiunii axiale
a unui cilindru circular drept sunt
reciproc perpendiculare si au lungi-
mea de 4 cm. Determinati aria laterala
a cilindrului.

10. @ Un vas fard capac are forma unui cilindru.
Inaltimea vasului este de 1,5 m, iar diametrul bazei
reprezintd 40% din inaltime. Sa se determine dacd este
suficient 1 kg de vopsea pentru a vopsi integral vasul
in interior si exterior, consumul fiind de 150 gla 1 m®
(consideram & =3,14).

Profilul real

A,

1. Aria laterald a unui cilindru circular drept este 4. Sa se
afle aria sectiunii axiale a cilindrului.

o, = mRH

G

B,

2. ﬁfﬁ Lucrati in perechi! Ariile laterale a doi cilindri
sunt egale. Sd se demonstreze ca raportul volumelor lor
este egal cu raportul razelor.

3. Inaltimea unui cilindru circular drept este H, iar raza bazei este R. Un plan intersecteaza bazele cilindrului dupa doua
coarde congruente de lungime R (planul intersecteaza axa cilindrului). Sa se afle distanta dintre aceste doud coarde.

4. Extremititile segmentului 4B apartin cercurilor bazelor unui cilindru circular drept. inaltimea cilindrului este de
6 cm, raza bazei —de 5 cm si distanta dintre axa cilindrului si dreapta AB —de 3 cm. Sa se afle:

a) lungimea segmentului AB;

b) masura unghiului format de dreapta 4B si una dintre bazele cilindrului.

5. Unitatea de masura
pentru volume egala
cul m’ utilizati pen-
tru masurarea lem-
nelor asezate in stive " " : : "
se numeste ster. rA 2N N N e t
Presupunem ci 1 m’ | I
de busteni de forma ' 1m !
cilindrica cu diametrul de 20 cm si lungimea de 1 m sunt
agezati in stiva ca in desen.

a) Sa se determine volumul locului gol dintre busteni
(consideram 7 =3,14).

b) Ce procent din volum ocupa lemnele?

¢) Se va schimba oare volumul locului gol dintre busteni
daca bustenii ar avea diametrul de 25 cm? De 10 cm?

Im

6. Motorul unui autoturism contine patru cilindri cu diame-
trul interior de 79 mm. in fiecare cilindru este un piston

care efectueaza o miscare alternativa de ridicare si cobo-
rare. Cursa pistonului este distanta dintre pozitia de sus
a pistonului si pozitia de jos a pistonului si este de 80 mm.
Volumul de lucru al motorului este volumul determinat de
cursa celor 4 pistoane. Sa se determine volumul de lucru
al motorului (in cm®) (considerim 7 = 3,14).

4 N . S pozitia de sus

a pistonului

----- pozitia de jos
a pistonului

N 7 |_|
7. Fundul unui vas de forma cilindrica cu raza de 0,6 m si
indltimea de 1,6 m este situat pe podeaua unei incaperi

cuinaltimea de 1,95 m. Poate oare fi rasturnat vasul pentru
a-1 scoate prin rostogolire din incapere?

e I



CONUL

2.1. Notiuni generale

Fie discul ¥ inclus in planul ¢ si S un punct care nu apartine planului o.

m Corpul geometric format din reuniunea segmen-

telor ce unesc punctele discului % cu punctul S se

numeste con circular (fig 8.6).

Punctul S se numeste vdrful conului, iar dis-
cul 9 se numeste baza lui. o

Fie B proiectia varfului S pe planul o. Segmentul Fig. 8.6
SB se numeste indltimea conului. Lungimea seg-
mentului SB, pe care o vom nota cu /, de asemenea se numeste indltimea conului.

Segmentul ce uneste varful conului cu un punct al cercului de la baza se
numeste generatoarea conului.

Reuniunea tuturor generatoarelor conului constd din puncte de frontiera si
formeaza suprafata laterald a conului. Mentiondm ca orice punct al bazei de
asemenea este punct de frontiera.

Multimea tuturor punctelor conului ce nu sunt puncte
de frontiera se numeste domeniul interior al conului.

Daca proiectia ortogonala a varfului conului pe planul
bazei coincide cu centrul bazei, atunci conul se numeste
circular drept (fig. 8.7).

Se numeste con circular drept corpul geometric ce se obtine
prin rotatia unui triunghi dreptunghic A(SOB) in jurul dreptei suport
a unei catete (SO) (fig 8.7).

Generatoarele unui con circular drept sunt congruente. ntr-adevir,
dacd [SA4] si [SB] sunt doua generatoare ale conului (fig. 8.7), atunci triunghiurile SOA si
SOB sunt congruente, ca triunghiuri dreptunghice ce au catete respectiv congruente.

Are loc egalitatea SB* =BO’+0S” sau G° =R’ + H*, unde G este lungimea generatoarei,
R —raza bazei, H — inaltimea conului circular drept.

Ca si cilindrul circular drept, conul circular drept este un corp de rotatie. El poate fi
obtinut prin rotatia unui triunghi dreptunghic BSO in jurul dreptei suport a unei catete
(fig. 8.7). In acest caz, cateta SO ce determini axa este inaltimea conului, cealalti catetd
BO este raza bazei conului, iar ipotenuza SB descrie suprafata laterala a conului si este o
generatoare a lui.

Sectiunea conului circular drept cu un plan care contine axa lui se numeste sectiune
axiala a conului si este un triunghi isoscel (fig. 8.7, ASAC).

Sectiunea conului circular drept cu un plan ce trece prin doud generatoare ale lui este un
triunghi isoscel (fig. 8.8).

In cele ce urmeazé vom sectiona conul circular cu un plan paralel cu planul bazei lui.
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eorema 1 Sectiunea conului circular cu un plan paralel cu planul bazei este un disc.
' Exercitiu. Demonstrati teorema 1.
Corolarul 1 Orice con sectionat de un plan paralel cu planul bazei,

- A v

ce intersecteazd Tnaltimea conului Intr-un punct interior,
este Tmpartit in doud corpuri, unul dintre care este un
con. Daca raza bazei conului dat este R, indltimea
OS =H, generatoarea SB =G, iar raza bazei conului
obtinut prin sectionare este R’, indltimea OA'=H’,
R _H &
eneratoarea B'S =G, atunci — =—=—.
& . R H G
Corolarul 2 Raportul dintre aria bazei ./, a unui con circular si aria .-/, a sectiunii paralele cu baza
este egal cu patratul raportului dintre inaltimea conului dat si inaltimea conului format prin

A y 2 2 p 2
sectionare. Intr-adevar, ‘dé :ﬂ: ﬂ, , deci ‘%/b; = i )
oy R H o H

B

2.2. Aria laterala, aria totala si volumul conului circular drept

Fie € un con circular drept cu raza bazei R si generatoa-
rea G, atunci desfasurarea conului consta dintr-un disc de ra-
za R si un sector de cerc de raza G (8.9). Lungimea arcului
acestui sector este 27R, iar unghiul o :%Q' Aria latera-
1a ./, a conului este egald cu aria sectorului din desfasurare,

1 1 »27R —1RG.

deci -JZ/L :EGZO( ZEG G

Astfel, formula de calcul a ariei laterale a conului cir-

cular drept este |.«/, (€)=nRG Fig 8.9
mﬂ Suma dintre aria laterala ./, si aria bazei .«/, se numeste aria totald ./, a conului

circular drept:
oAy =, +.dy =T RG+T R*| sau |.4, =7 R(G+R)

Volumul unui con circular drept se calculeaza folosind formula:

7/(%):%&/3 H|.

Pentru a demonstra aceasta formula, consideram o piramida # cu baza inclusa in pla-
nul o in care se include si baza conului. Piramida se alege astfel incat inéltimea ei sa fie
egala cu indltimea conului si aria bazei ei sd fie egala cu aria bazei conului .</,.

Conform principiului lui Cavalieri, obtinem 7 (€) =7 (2) = %.MB -H.

Deoarece ./, = R>, obtinem formula de calcul al volumului unui con circular
drept:

“I/’(%)zéﬂRzH . @)

Pentru conul circular drept, acest rezultat poate fi obtinut folosind calculul integral (a se
vedea modulul 4, § 2, problema rezolvata 2, considerand r = 0).

i7s]
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Problema Inaltimea unui con este 4. Doud generatoare reciproc perpendiculare impart suprafata
% rezolvata laterala a conului in doud parti ale caror arii se raportd ca 1:2. Sa se afle aria laterala si
volumul conului.

Rezolvare:

Fie raza bazei conului R, iar G lungimea generatoarei (fig. 8.10).
Fie [EA] si [EB] cele doud generatoare reciproc perpendiculare,
iar [EO] Inéltimea conului. Fie partea suprafetei laterale a conului
cu aria mai micad determinatd de arcul ACB. Cum aria laterala a
conului este 7RG, iar ariile partilor se raporta ca 1:2, aria acestei

parti este %ﬂ?RG. Dacd o este unghiul de la varful desfasurarii

o . L aG’
acestei parti a conului, atunci aria ei este 5
. . aG’ _nRG < < 2R
Din egalitatea > =3 rezultd cd o = 3G
Pentru lungimea arcului ACB a sectorului circular EACB obtinem [/ =aG = %

Fie x =m(£A4OB). Pentru lungimea arcului ACB a sectorului circular OACB avem [ = xR.
Din xR = 2R rezultd x = % Din triunghiul dreptunghic AEB obtinem AB = G2 , lar din

_ 3 3
o . . . . 3. .
triunghiul AOB obtinem AB = R+/3. Prin urmare, G =R - 3 Din AEOB obtinem R = V2h
si G=+[3h. Aflam ./, =tRG =nJ61*, 7 = %ﬂth =%77:h3.
Raspuns: mJ6h* cm?, %n}f cm’.
"’robleme propuse
Profilurile umanist, arte, sport
A
1. Un con circular drept are generatoarea de 13 cm siraza | 2. ﬁﬁ] Lucrati in perechi! Aria totala a unui con circu-

bazeide 5 cm. Sa se afle: lar drept este de 3847 cm’, iar aria bazei lui — de
a) aria laterala gi aria totala a conului; 1447 cm®. Si se calculeze volumul conului.

b) volumul conului;
¢) aria sectiunii axiale a conului.

. Sectiunea axiald a unui con circular drept este un triunghi
dreptunghic isoscel care are o catetda de 5 cm. Sa se
determine: a) aria totald a conului;

b) volumul conului.

4. |y | Lucrati in perechi! Acoperisul unei fantani este de forma unui con cu diametrul bazei
de 6 m si indltimea de 2 m. Sa se afle numarul de foi de tinichea necesare pentru con-
fectionarea acoperisului, daca dimensiunile unei foi sunt 0,6 mx1,5 m, iar la incheieturi si
deseuri se consuma 11% din suprafata acoperisului (7 = 3,14).

5. @ Intr-un con circular drept iniltimea este de 24 cm, iar raza
bazei este de 10 cm. La distanta de 6 cm de la varf este dus un plan
paralel cu baza. Determinati lungimea generatoarei conului mic obtinut
dupa sectionare.

6. @ Sectiunea axiald a unui con circular drept este un triunghi echilateral

cu indltimea de 44/3 cm. Determinati aria latzerald a conului.

7. Aria laterald a unui con este egald cu 5447 cm’, iar indltimea conului este de 30 cm.
Sa se determine generatoarea si raza bazei conului.

]S
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C

cu ipotenuza c i unghiul ascutit o in jurul ipotenuzei.

3
Sa se demonstreze ca volumul lui este 7 = % sin’ 2a.

. Raportul dintre lungimea generatoarei si lungimearazei | 9. Generatoarea unui con este de 26 c¢m, iar raportul dintre
bazei unui con circular drept este 2 : 1, iar aria laterald a inaltimea conului §i raza bazei lui este 12:5. Sa se
conului este de 1627 cm®. S se determine volumul calculeze aria sectiunii conului cu un plan paralel cu
conului. baza si care divide conul in doud corpuri de volume

egale.
Profilul real
A,

. Raza bazei unui con circular drept este de 20 cm, iar | 2. O coardd din baza unui con circular drept de 24 cm

generatoarea formeaza cu planul bazei un unghi de 45°. subintinde un arc de 120°. Generatoarea conului formeaza
Conul este sectionat cu un plan o paralel cu baza. S se cu planul bazei un unghi de 60°. Sa se determine:
afle la ce distanta de la varf se afla planul ¢, daca: a) aria totald a conului; b) aria sectiunii axiale a conului;
a) aria sectiunii este egala cu jumatate din aria bazei; ¢) volumul conului.
b) volumele corpurilor obtinute la sectionarea conului | 3. %ﬁj Lucrati in perechi! Un triunghi dreptunghic se
sunt egale; roteste in jurul dreptei suport a ipotenuzei. O catetd are
c) aria laterala a conului obtinut la sectionarea conului lungimea a si unghiul opus ei are misura . Si se afle:
dat este egalé cujumétate din aria laterald a conului dat. a) aria corpu]ui de rota‘j[ie; b) volumul corpului de rotaﬁe‘
B,

Fie un con circular 9. @ Investigati! Generatoarele a doud conuri formeaza
drept cu varful V'si raza bazei cu planele bazelor unghiuri congruente. Sa se demon-
de 246 cm. Coarda 4B din streze ca ariile lor laterale se raporta ca patratele gene-
baza conului are lungimea de ratoarelor.

1 — o . o . ~ -
5v/3 cm,iar m(£A4VB) =120°. 10. Cati metri pétrati de panzi
Determinati volumul conului. sunt necesari pentru a coa-

. Raza bazei unui con circular drept este congruenta cu se un cort de forma conica,
inaltimea lui. Sa se exprime ariile sectiunilor conului cu cu indltimea de 3 m si dia-
plane paralele cu baza in functie de distanta x dintre varful metrul de 4 m, daca la cusa-
conului si planul sectiunii. turi se consuma 5% de
0| Investigati! Se considera multimea conurilor a caror panza? !

eneratoare are lungime constantd, egala cu G, raza bazei » e ..

g' C e ax & . & 11. ﬁﬁj Lucrati in perechi! Intr-un recipient de forma

fiind variabild. Sd se determine: X . icful o i q

a) raza conului a cdrui sectiune axiald are cea mai mare unut con 1.1}tors ch Var‘ uhm Josﬁs-au turr'lat '§40'g ¢

arie: mercur. Stiind cd unghiul de la varful sectiunii axiale a

2 . o . .

b) volumul conului pentru valoarea razei obtinuta la a). conului est3e df: 60°, iar qensft?te.a mercAuliulul este de
13,6 g/cm’, sa se determine indltimea pana la care este

. ﬁﬁ@j Lucrati in perechi! Un con din plumb cu nalti- turnat mercurul (7 = 3,14).
meade 21 cm s-a retopit Intr-un cilindru de aceeasi baza. o ) ) )

Si se afle indltimea cilindrului. 12. Valoarea raportului dintre aria bazei unui con
. . . - circular drept si aria sectiunii axiale este 7. Sa se de-

. Raza R a bazei unui con circular drept este egala cu . - L .
ey e . .. L . termine masura unghiului format de generatoare si
indltimea lui. Sa se exprime ariile sectiunilor conului ce .

.. . . . . planul bazei.
trec prin varful lui in functie de distanta x dintre centrul
bazei si planul sectiunii.
G
13. Un corp se obtine la rotatia unui triunghi dreptunghic | 14. @ Investigati! Sa se demonstreze ca dintre toate

sectiunile conului cu plane ce trec prin varful lui,
sectiunea axiala are cel mai mare perimetru.

izl I



TRUNCHIUL DE CON

3.1. Notiuni generale

Fie @un con circular cu varful S si baza 2(0O, R) (fig. 8.12).

Intersectand conul € cu un plan f|a (f intersecteazda [SO] intr-un punct interior),
obtinem doud corpuri. Conul €’ are varful S si baza discul %, care se obtine in planul
secant 3. Al doilea corp, obtinut prin inlaturarea din conul #a conului ¢, fara discul de la
baza, se numeste trunchi de con circular.

Fig. 8.12

Partea din suprafata lateralda a conului €, care se obtine dupa inla-
turarea conului ¢’, se numeste suprafatd laterali a tranchiului de con.

Intersectia suprafetei laterale a trunchiului de
con cu orice generatoare a conului ¢ este un seg-
ment, numit generatoare a trunchiului de con (in
figura 8.12 [AA"] este o generatoare).

Distanta dintre planele o si S se numeste
indaltimea trunchiului de con (fig. 8.12, MM").

m Un trunchi de con se numeste circular drept daca

dreapta ce contine centrele bazelor este perpendiculara
pe planele in care sunt incluse bazele trunchiului de con
(fig. 8.13).

Un trunchi de con circular drept poate fi obtinut prin rotatia
unui trapez isoscel in jurul dreptei OO ce trece prin mijloacele
bazelor (fig. 8.14). Dreapta OO’ se numeste axd de simetrie (sau
axd de rotatie) a trunchiului de con. Suprafata laterala a trunchiului de
con se obtine prin rotatia segmentului 4B in jurul axei OO,

Sectiunea trunchiului de con circular drept cu un plan care contine
axa lui se numeste sectiune axiald a trunchiului si este un trapez isoscel
(fig. 8.14, trapezul 4,B,C\D,).
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3.2. Aria laterala, aria totala si volumul trunchiului de con

Din definitia suprafetei laterale a trunchiului de con rezulta cé aria laterald a unui trunchi
de con circular drept este egald cu diferenta dintre ariile laterale ale conurilor € si ¢’ care
au aceeasi axa de rotatie SO si acelasi varf S, adica .«/, (T) = .«/, (€) — .-/, (€"), unde ./, (T)
este aria laterald a trunchiului de con, .«/, (¢) este aria laterala a conului din care se obtine
trunchiul, ./, (¢") este aria laterala a conului care se inlatura.

Folosind notatiile din figura 8.13, obtinem ./, (¢) = 7RG si .«/,(€")=mrG’, unde R si r
sunt razele bazelor, iar G $i G” sunt lungimile generatoarelor conurilor €si €’

Prin urmare,
A, (T)=n(RG —rG"). (1)
in baza corolarului 1 al teoremei 1 din § 2, avem R_ %
, r
Obtinem R=r_G 5,G = %, unde g =G —G’ este lungimea generatoarei trunchiului de
r

con. Din ultima relatie obtinem: G" = %

Analog, se obtine G = R

& ’ T R-r’

Substituind G si G’ in egalitatea (1), obtinem:

R-r R-r

Astfel, formula de calcul a ariei laterale a trunchiului de con circular drept este

|4, (T)=mg(R+1)|.

2 2 2 2
&/L(T):n(R £ & )=7rgRR:: =nmg(R+7).

Aria totald a unui trunchi de con circular drept este egala cu suma dintre aria laterala
si ariile celor doua baze ale trunchiului:

A (T)=mg(R+7)+ 7R + 10’ | .

Aria laterala a unui trunchi de con circular drept poate fi calculata si prin altd metoda.

Daca T este un trunchi de con circular drept obtinut la

£ rotatia unui trapez isoscel in jurul dreptei ce trece prin
mijloacele bazelor, # —indltimea trapezului, iar d — distanta
dintre punctul de intersectie a mediatoarei laturii laterale
a trapezului cu axa si mijlocul laturii laterale (fig. 8.15), / d
atunci aria laterald ./, (7') a trunchiului de con drept este:

Demonstratie:

Aria laterala a trunchiului de con obtinut la rotatia B E c
trapezului isoscel ABCD in jurul axei EF (fig. 8.16), unde )
punctele £ si F sunt mijloacele bazelor trapezului, se N M
calculeaza folosind formula y

A D
A, (T)=nCD(EC + FD) =21CD - MN ) Ifj ZEY

([MN1] este linia mijlocie a trapezului FECD si, prin urma-
re, EC+FD=2MN (fig. 8.16)). Fig. 8.16
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Probleme

% rezolvate

Ducem din varful C inéltimea CQ a acestui trapez si mediatoarea MP a laturii CD, unde
P este punctul de intersectie a axei si a mediatoarei. Astfel, am obtinut doud triunghiuri
dreptunghice asemenea, COD si MNP, deoarece ZPMN = /DCQ ca unghiuri cu laturi
respectiv perpendiculare.

Din asemanarea celor doua triunghiuri rezulta ca
€D _CO G CD-MN=CQ-MP.
MP MN’
Inlocuind in formula (2) produsul CD - MN cu produsul CQ - MP, obtinem
A, (T)=21CQ - MP,

sau .o/, (T)=2mh-d, unde h=CQ, d =MP. w

Volumul trunchiului de con este diferenta dintre volumele conurilor €si ¢, adica
1(T)=1(€) -1 (€)= % R*H —%rzH' = %(RZH —r*H’), 3)
unde H'si H’ sunt indltimile conurilor €si, respectiv, €.
Dacd notam cu h, h=H — H’, indltimea trunchiului de con si aplicim corolarul 1 al
teoremei 1 din § 2, obtinem:

H_R H—H':R—r H _ R
H H’ r > H-H R-r’
_ Rh ’_ l"h
de unde H_R—r’ H_—R—r'

Substituind Hsi H’ in egalitatea (3), obtinem:

” _ R3h_l"3h _ Th 33 _ﬂ_h 2 2
7(T)—3(R_r R—r) (R r)—3(R +Rr+717).

" 3(R-7)

Deci, formula de calcul a volumului unui trunchi de con este

Y(T) = %’“(RZ FRr4P |,

unde / este indltimea trunchiului de con, R si  sunt razele bazelor trunchiului de con.

Aceeasi formula s-a dedus folosind calculul integral (a se vedea modulul 4, § 2, problema
rezolvata 2).

1 Razele bazelor unui trunchi de con se raporta ca 2:3.
Aria suprafetei laterale a trunchiului este egald cu suma
ariilor bazelor, iar volumul trunchiului este de 19007 cm’.
Sa se afle Tnaltimea trunchiului de con (fig. 8.17 a)).

Rezolvare:

Consideram o sectiune axiald a trunchiului de con. Obtinem
trapezul isoscel ABCD, ale carui baze AB si CD sunt diametre
ale bazelor trunchiului, iar latura laterala si indltimea CE sunt
generatoarea si, respectiv, indltimea trunchiului (fig. 8.17 b)).

Notand cu F'si G mijloacele bazelor DC si, respectiv, AB,
conform enuntului, putem scrie: FC =2x, GB=3x, x>0.
De asemenea, conform enuntului, avem:

n-BC(FC+GB)=nr(FC* +GB?%),
de unde, simplificand si substituind, obtinem:

5x-BC=13x2:>BC=13?x.
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Conform teoremei lui Pitagora aplicata triunghiului dreptunghic CEB, avem:

2
CE=~CB'—BE = (%x) =12,

5
Egalam volumul trunchiului exprimat prin x cu volumul dat in enunt: .
V:%ECE(FCZ +GB® +FC~GB)=%- 12—’“(4x +9x7 +6x )—m=1900ﬂ:.
12x

Aflam x=35. Prin urmare, CE = =5 = 12 (cm).

Raspuns: 12 cm.

2 Un triunghi echilateral cu latura de lungime «a se roteste in jurul unei axe, continuta de
planul triunghiului, paralela cu inaltimea triunghiului si situata la distanta d > % de Tnaltime.
Sa se afle volumul 7" al corpului de rotatie.
Rezolvare:
. Fie AABC se roteste 1n jurul dreptei EF (fig. 8.18). Volumul corpului de
rotatie obtinut este egal cu diferenta dintre volumele a doud trunchiuri de con.
La rotatia trapezului dreptunghic EFBA in jurul axei EF se obtine trunchiul

a3
>

—_ e —

de con cu razele bazelor AE=d, FB=d +% si indltimea EF =

B S
b C Volumul lui este

2
“ﬁ;:ln-a‘/g d2+(d+£) +d(d+£) .
Fig. 8.18 3002 2 2

La rotatia trapezului dreptunghic EFCA in jurul axei EF se obtine trunchiul de con cu

a3

razele bazelor AE=d, FC=d —% si indltimea EF = — Volumul lui este

2
7, =%7r- “*2/5[512 +(d—%) +d(d—%)].

Prin urmare, volumul corpului de rotatie este

V=7 - 7/—3 “*Z/_(dz (d+ )+d(d+ )) 3 "*/_[dz (d—%jﬂl(d—%))
=1z a[((d+2) (d——)2+d(d+%—d+§)) lni3ad=@

3 3
x/gn'azd
s

Raspuns:

robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

A

1. Razele bazelor unui trunchi de con circular drept sunt | 5 ﬁﬁ] Lucrati in perechi! Generatoarea unui trunchi

de 18 cm si 30 cm, iar generatoarea este de 20 cm. . - . .
y £ de con circular drept formeaza cu planul bazei mai mari

S 5 afle: ~ . un unghi de 45°. Razele ba-
a) aria laterala a trunchiului de con; . <
s zelor sunt de 3 cm i 6 cm. Sa
b) volumul trunchiului de con; . . . "JL T) =7
. ) . L se determine aria laterala si r
¢) raza cercului circumseris unei sectiuni axiale a trun-

chiului de con volumul trunchiului de con.
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3.

Se considera un trunchi

de con circular drept cu razele ba-
zelor de 1 cm §i4 cm. Determinati
masura unghiului format de gene-
ratoare cu planul bazei mari, daca
se cunoaste ca volumul trunchiu-

lui de con este egal cu 21337 cmd.
Intr-un vas de forma unui trunchi de con circular drept

s-au turnat 3127 cm® de lichid, ceea ce constituie %

C

Cosul unei mori este alcatuit din suprafata laterald a unui trunchi de con circular drept si din
suprafata laterald a unui cilindru circular drept. Se stie ca razele bazelor trunchiului de con sunt
de 1,3 m i 0,25 m, inaltimea trunchiului de con este de 0,95 m, iar generatoarea suprafetei laterale
a cilindrului este de 0,75 m. Sa se afle cate foi de tinichea sunt necesare pentru confectionarea
unui cos, dacd o foaie are dimensiunile 0,75 mx1,75 m, iar la incheieturi si deseuri se consuma

23% din suprafata totald a cosului (7 = 3,14).

Profilul real

A,

. Océldare are forma unui trunchi de con cu razele bazelor de 15 cm si 10 cm si generatoarea de 30 cm.
Sa se determine cantitatea aproximativa de vopsea necesara pentru vopsirea caldarii de ambele parti,

consumul fiind de 200 g la 1 m?.

Sa se afle razele bazelor unui trunchi de con, stiind ca aria laterala a trunchiului de con
este de 307 dm’, iniltimea lui este de 3 dm si produsul razelor lui este egal cu 5.

B,
Razele bazelor unui trunchi de con circular drept sunt R

si 7, iar aria sectiunii axiale este egald cu suma ariilor
bazelor. Sa se afle volumul trunchiului de con.

E%T%ﬂ Lucrati in perechi! Un trunchi de con circular
drept are razele bazelor R si r, iar indltimea — /. Sa se afle:
a) aria laterala a trunchiului de con;

b) masura unghiului format de generatoarea conului si
planul bazei mari;

¢) masura unghiului format de planul bazei mari si planul
ce intersecteaza bazele trunchiului de con dupa coarde
de lungimi egale cu lungimile laturilor hexagoanelor regu-
late inscrise in baze (planul secant nu intersecteaza
segmentul ce uneste centrele bazelor).

G

La ce distantd de la baza micd a unui trunchi de con
circular drept trebuie sd ducem un plan, pentru ca in
sectiune sd se obtind un disc a carui arie sa fie egala cu:
a) media aritmetica a ariilor bazelor;

b) media geometrica a ariilor bazelor, daca razele bazelor
sunt R si r, iar inaltimea trunchiului de con este H?

din capacitatea vasului. Sa se determine raza deschi-

zaturii vasului, stiind ca raza fundului vasului este de
2 cm, iar Inaltimea lui este de 24 cm.

5. Sase afle capacitatea unei caldari de forma unui trunchi
de con, daca raza fundului caldarii este de 9 cm, diame-
trul deschizaturii — de 35 ¢cm si adancimea — de 38,5 cm.

6. O piesa din fontd de forma unui trunchi de con cu razele
bazelor de 4 cm si 22 c¢m a fost topitd si turnata intr-un
cilindru echivalent (de acelasi volum), de aceeasi inal-
time. Sa se afle raza bazei cilindrului.

5. Razaunei baze a unui trunchi de con este de doua ori mai
mare decat raza celeilalte baze. Sa se afle raportul dintre
volumele celor doua trunchiuri de con care se obtin prin
sectionarea trunchiului initial cu un plan care trece prin
mijlocul Indltimii trunchiului §i este paralel cu bazele lui.

6. Razele bazelor unui trunchi de con circular drept sunt R
si r, iar generatoarea formeaza cu planul bazei mai mari
un unghi de masurd o. Sa se afle:

a) aria laterald a trunchiului de con;
b) volumul trunchiului de con.

7. &ﬁﬂ Lucrati in perechi! Inaltimea unui con este im-
partitd in patru segmente congruente. Prin punctele de
diviziune sunt duse plane paralele cu planul bazei. Sa se
afle volumele trunchiurilor de con obtinute, daca se stie
ca indltimea conului este H, iar raza bazei conului — R.

9. @\ Investigati! Inaltimea unui trunchi de con este me-
dia geometrica a diametrelor bazelor. Sa se demonstreze
ca In sectiunea axiala a trunchiului de con se poate inscrie
un cerc.

Q9 . C .
10. %—?ﬁ Lucrati in grup! Proiect ,,Aplicatii ale corpurilor
de rotatie In constructiile din localitate”.



SFERA. CORPUL SFERIC

4.1. Notiuni generale

Sferd se numeste frontiera corpului sferic, adicd multimea
tuturor punctelor spatiului situate de la un punct dat O, numit
centru, la distanta datd R, numita razd. Se noteaza 9’(O, R).
Fara pericol de confuzie vom numi raza a sferei §i orice seg-
ment ce uneste centrul sferei cu un punct de pe sferd ([OA]
este raza sferei din figura 8.19). Segmentul ce uneste doua
puncte ale sferei se numeste coardd ([BC]| este o coarda a
sferei din figura 8.19).

Sfera se poate obtine la rotatia completa a unui
semicerc in jurul dreptei suport d a diametrului semicercului (fig. 8.19).

Coarda ce trece prin centrul sferei se numeste diametrul sferei ([MN] este un
diametru al sferei din figura 8.19).

Pozitii relative ale unei drepte fati de o sferd

1) Dreapta si sfera nu au niciun punct comun. In acest caz, distanta de la centrul
sferei pana la dreaptd este mai mare decat raza (fig. 8.20). Vom spune ca dreapta este
exterioard sferei.

2) Dreapta si sfera au un singur punct comun. In acest caz vom spune ca dreapta este
tangentd la sferd. Mentionam ca raza dusa in punctul de tangenta a dreptei cu sfera este
perpendiculard pe dreapta ([OT] L d, fig. 8.21).

3) Dreapta si sfera au doud puncte comune. In acest caz vom spune cd dreapta este
secantd la sferda. Mentionam ca distanta de la centrul sferei pand la secanta este mai mica
decat raza sferei (fig. 8.22).

Fig. 8.20 Fig. 8.21 Fig. 8.22

Pozitii relative ale unui plan fata de o sferd

1) Sfera #(O, R) si planul o nu au niciun punct comun (fig. 8.23). In acest caz vom
spune cd planul o este exterior sferei.
Dacé punctul M apartine planului ¢, atunci OM > R.

2) Sfera 9(O, R) siplanul ¢ au un singur punct comun (fig. 8.24).
In acest caz vom spune ca planul o este tangent la sferd, iar punctul comun 7 al
planului si sferei se numeste punct de tangenta.
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Daca punctul N apartine planului ¢, atunci ON > R, egalitatea se obtine numai in cazul
in care punctul N coincide cu punctul 7. De aici obtinem ca OT este distanta de la punctul O
la planul ¢, de unde rezulta ca [OT] Lo (fig. 8.24).

Deci, raza in punctul de tangenta a unei sfere cu un plan este perpendiculard pe acest
plan.

3) Sfera & siplanul « se intersecteaza (fig. 8.25). In acest caz vom spune ci planul o
este secant sferei.

Fie M un punct comun al sferei si planului, punctul O, — proiectia centrului sferei O pe
planul a. Notam OO, =d si OM =R (fig. 8.25).

Triunghiul OO, M este dreptunghic si O,M =/OM?* —00,” =y R* —d*.
Rezulta ca multimea punctelor din planul ¢, situate la distanta m de punctul O,,
formeaza un cerc si in acelasi timp apartin sferei, deoarece OM = R. Deci, intersectia
sferei cu planul o este un cerc de centru O, si raza \/m .

Fig. 8.23 Fig. 8.24

e;i sa stiti mai mult? (Optional

=

(04 N r

Intersectia sferei cu stratul definit de planele paralele o
si B neexterioare sferei se numeste zond sferica. Distanta
dintre planele o si  se numeste indlfimea zonei.

Cercurile obtinute in sectiunea sferei cu planele o si f3
se numesc bazele zonei sferice (fig. 8.26).

Daca unul dintre planele stratului este tangent la sferd,
iar altul este secant, atunci in intersectie se obtine o suprafata
numiti calotd sferici (segment sferic). In acest caz, cercul

din planul secant se numeste baza calotei (segmentului).

Distanta 4 dintre planele o si B se numeste inaltimea
calotei (fig. 8.27).

Daca centrul sferei apartine bazei calotei sferice,
atunci calota se numeste semisferd.

Corpul obtinut prin rotirea unui sector circular in
jurul unui diametru care nu contine puncte interioare
ale sectorului se numeste sector sferic. Diametrul in jurul caruia se roteste sectorul
circular este axa sectorului sferic, raza sectorului circular este raza sectorului sferic.

Distanta dintre centrele cercurilor descrise de extremitétile arcului sectorului circu-

lar este indltimea sectorului sferic.
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In figura 8.28 este reprezentat sectorul
sferic obtinut prin rotirea sectorului circu-
lar OA4B in jurul diametrului 44, (inaltimea
lui & =CA).

In figura 8.29 este reprezentat sectorul
sferic obtinut prin rotirea sectorului circu-
lar OBCin jurul diametrului 44, (Indltimea

A, 4
lui = DE).

Fig.8.28 Fig. 8.29

Se poate arata cd formula de calcul a ariei zonei sferice Z este:

A(Z)=27Rh|.

Cum calota sferica poate fi considerata caz particular al zonei
sferice, formula obtinuta este valabila si pentru calculul ariei
calotei sferice (fig. 8.30):

"m/calotei = 2ﬂRh N

Deoarece sfera este o zona sferica cu indltimea 4 =2R, re-
zulta ca aceeasi formula este valabila si pentru calculul ariei Fig.8.30

sferei, adica
y _ 2
L"Z(/sferei =4nR .

4.2. Aria sferei

Sfera nu are arie laterald si nici arie totala. Ea are doar arie. Se poate demonstra formula
de calcul al ariei sferei ./

" sferei

=47R’, unde R este raza sferei. Cunoastem aceastd formula
din clasa a IX-a.

Retineti! |/,  =4nR’

4.3. Volumul corpului sferic

Consideram corpul sferic (O, R) si un corp K ce se obtine prin inlaturarea dintr-un
cilindru circular drept de raza R si inaltime 2R a doud conuri cu varful comun O, —mijlocul
axei BC a cilindrului, iar bazele conurilor coincid cu bazele cilindrului. Fie aceste corpuri
situate pe planul o ca in figura 8.31.
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et,i sa stiti mai mult? (Optional

Daca intersectam cele doud corpuri cu un plan o la distanta d <R de la centrul
corpului sferic, in sectiuni se obtin figuri de arii egale.
Intr-adevir, aria discului din sectiunea planului 8 cu corpul sferic este

TOM? =rn(OM* -00)=n(R* -d*),
iar aria inelului din sectiunea planului 8 cu corpul K este
AP —wAN’ =4 P’ ~10,A’ =nR* —nd” =n(R*> —d*),

de unde obtinem ca pentru orice valori d (0 <d < R) aria discului este egala cu aria inelului.
Aplicand principiul lui Cavalieri, obtinem c& volumul corpului sferic este egal cu volumul
corpului X, care este diferenta dintre volumul cilindrului si volumul a doua conuri cu Tnalti-

mea R si raza bazei R.

Deci, 7y o = Ve, =Ty — 27, =7rR2-2R—2%7tR2-R:§ R

corp. sf. corp. con

Asadara /;orp. sf. = § R3

Aceeasi formula s-a dedus folosind calculul integral (a se vedea modulul 3, § 2, problema
rezolvata 1).

)

Volumul calotei sferice de indltime £ si raza sferei R se calculeaza prin formula:

Z;al sf. :nhz(R_ﬁ) .

Volumul sectorului sferic de indltime £ si raza sferei R se calculeaza prin formula:

Vs o = 27R

sect. sf. 3

4.4. Sectiunea suprafetei conice cu un plan

gm * Se numeste suprafata conica circulara dreapta cu doua
panze (palnii) suprafata generatd de o rotatie completd a

4.4.1. Sectiuni conice

Consideram o dreaptd g in spatiu, care intersecteaza in punctul V dreapta a, g £ a.
| >

dreptei g in jurul dreptei a (fig. 8.32).

* Dreapta g si orice altd dreaptd g’ a suprafetei conice se
numesc generatoare ale suprafetei conice.

 Axa a de rotatie este si axa de simetrie a suprafetei conice.
Punctul V' se numeste varf al suprafetei conice.

* Curbele care se pot obtine sectionand suprafata conica cu
doua panze cu un plan care nu trece prin varful ei se numesc
sectiuni conice sau, mai scurt, conice.
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Se disting trei cazuri:

1. Planul secant intersecteaza toate generatoarele unei panze: sectiunea conica este o elipsd;
in particular, daca planul secant este perpendicular pe axa suprafetei conice, se obtine un
cerc (fig. 8.33 a)).

2. Planul secant este paralel cu o generatoare a suprafetei conice: sectiunea conica este o
parabola (fig. 8.33 b)).

3. Planul secant intersecteaza ambele panze ale suprafetei conice (planul este paralel cu
doud generatoare): sectiunea conica este o hiperbola (fig. 8.33 c)).

b) i
Fig. 8.33

Prima expunere a teoriei sectiunilor conice 1i apartine unuia dintre cei mai mari
geometri ai Antichitatii, Apollonios din Perga. Intr-un tratat din opt carti, numit ,,Despre
sectiunile conice”, Apollonios a sistematizat toate cunostintele de pana la el despre
aceste curbe remarcabile, a descoperit un gir de proprietati importante si le-a dat
denumirile care sunt in uz si in zilele noastre.

Sectiunile conice au multe aplicatii. De exemplu, sectiunile axiale ale farurilor
automobilelor, lanternelor de buzunar, proiectoarelor sunt parabole. Farfuria antenei

metru §iastronom grec | parapolice reprezintd o parte a corpului de rotatie obtinut la rotatia unei parabole in
jurul axei sale.

Planetele se rotesc in jurul Soarelui urménd ‘
traiectorii eliptice. De asemenea, satelitii artificiali
se rotesc in jurul Pamantului dupa orbite eliptice.

Elipsele pot fi observate inclindnd un pahar in
care este turnatd apa (fig. 8.34).

Fig. 8.34

Umbra lasatd de abajurul inclinat al
unei ldmpi de masa este de forma eliptica,
(fig. 8.39)).
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Unele comete urmeaza traiectorii hiperbolice. Sectiunile
axiale ale turnurilor de racire ale centralelor nucleare sunt
de forma hiperbolica (fig. 8.36).
Fig. 8.36

4.4.2. Sectiuni conice ca locuri geometrice de puncte

1. Cercul

m Multimea punctelor planului egal departate de un punct dat C din plan se numeste
cerc. Punctul C se numeste centrul cercului.

y
Fie {O, i, j} unreper cartezian al planului se- M(x, )
cant o perpendicular pe axa suprafetei conice
(fig. 8.33 a)), C(a, b) — un punct din acest plan si
R —un numar pozitiv. Cercul ¢(C, R) de centru
C si raza R (fig. 8.37) are ecuatia canonica: j
(x—a)’+(y—b)’=R".
o i Fig. 8.37 x

II. Elipsa

m Fie F] si F, puncte din plan, astfel incat F,F, =2c, ¢ >0, si a un numdr mai mare

decat c. Locul geometric al punctelor M din plan cu proprietatea
MF, + MF, =2a (a>c) (1)
se numeste elipsa.

Punctele F, si F, se numesc focare ale elipsei, dreapta F,F, se numeste axa focald.

Daca de diferite parti ale planului secant  (fig. 8.33 a)) se inscriu doua sfere tangente
la suprafatd conica si la planul secant 3, atunci punctele de tangenta a sferelor cu planul
secant sunt focarele elipsei din sectiune.

Fixdm in planul secant un reper cartezian de coordonate
{0, i, j} cainfigura 8.38, atunci egalitatea (1) in coordonate este

\/()c+c)2 +y? +\/()c—c)2 +y* =2a.

Rationalizdnd aceastd expresie, obtinem ecuatia canonicd a
elipsei:

x’ yz 2 2 2

S+—==1 (b"=a" -c’). 2

pERa ( ) 2)
Punctele de intersectie a elipsei (2) cu axa Ox sunt 4,(—a, 0)

si A4,(a,0), iar cu axa Oy sunt B (0,-b) si B,(0, b). Aceste

puncte se numesc vdrfurile elipsei. Segmentul A4 A, se numeste

axa mare, iar segmentul B B, — axa mica (fig. 8.38).
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focarele F| si F, siaxamare A A4,, construim
douad cercuri €, (F), AP) si €,(F,, A,P), unde
Pe[FF,]. Punctele M, si M, de intersectie a
cercurilor €
(fig. 8.39). Astfel, se pot construi suficiente
puncte care permit sa construim elipsa.

"/ Jefinitie

Pentru a construi puncte ale elipsei cu

' s1 €, evident, apartin elipsei

Fig. 8.39

I11. Hiperbola

Fie F; si F, puncte din plan, astfel incat F,F, = 2¢ > 0, si a un numar pozitiv, a <c.
Locul geometric al punctelor M din plan cu proprietatea

| MF, ~ MF, | =2a 3)
se numeste hiperbola.

Punctele F, si F, se numesc focare ale hiperbolei, dreapta F F, se numeste axd

focald, distanta F F, =2c se numeste distantd focald.

figura 8.41 c) se inscriu doua sfere tangente la rs_ 4

suprafatd conica si planul secant, atunci punctele &+
de tangentd a sferelor cu planul secant sunt =
focarele hiperbolei din sectiune. 7

figura 8.40, atunci egalitatea (3) in coordonate este

sistemul cartezian de coordonate {O, i, j} cain

Daca de aceeasi parte a planului secant din Y

Fixam in planul secant din figura 8.33 ¢)

\/(X+C)2 +y° =\/(x—c)2 +y* +2a. Fig.8.40
Rationalizadnd aceastd expresie, obtinem ecuatia canonicd a hiperbolei:
2 2
X y 2 2 2
—S-==1 (b"=c" —a’). 4
a b ( ) 4)

Hiperbola (4) intersecteazd axa Ox in punctele 4, (—a, 0) si 4,(a, 0), care se numesc

varfuri ale hiperbolei, iar segmentul 4 A4, se numeste axd focald.

¥ Dreptele y = —%x siy= %x se numesc asimptote
ale hiperbolei (fig. 8.40).

Pentru a construi puncte ale hiperbolei cu focarele

x E, F, si axa focala 4,4,, construim doud cercuri
C(F, FM) si 6(F, FM +A4,).
Punctele M, si M, de intersectie a acestor cercuri

FM=F,M+ A4A4, apartin hiperbolei (fig. 8.41).
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"/ Jefinitie

IV. Parabola

Fie F un punct si d o dreapta din plan care N M /
nu trece prin F. Se numeste parabola locul
geometric al punctelor M ale planului cu
proprietatea d(M, d)=MF (5) (fig. 8.42).

Punctul F' se numeste focarul parabolei,
dreapta d se numeste directoarea parabolei. A(—E 0)
Daca in figura 8.33 b) se inscrie o sfera
tangenta la suprafata conului si la planul se-
cant, atunci punctul de tangentd a sferei cu
planul este focarul parabolei, iar intersectia d
planului secant cu planul cercului de tangenta Fig. 8.42
este directoarea parabolei.

Fixam in planul secant un reper cartezian de coordonate {O, i, ;} ca in figura 8.42,
atunci egalitatea (5) in coordonate este

2
feT
unde F(%, 0), A(—%, O).

Rationaliznd aceastd expresie, obtinem ecuatia canonica a parabolei:
¥ =2px.
Numarul p egal cu distanta de la focar la directoare se numeste parametrul parabolei.

p
+ =
X 21k

% rezolvate

J / Pentru a construi puncte ale parabolei cu focarul F si directoarea d,
M, construim o dreaptd A||d de aceeasi parte a directoarei ca si focarul

Ry A e F. Punctele de intersectie M, si M, adreptei A cucercul €(F, AM)

S apartin parabolei (fig. 8.43).
AR M
Noti. Se stie ca graficul functiei f: R >R, f(x)=ax’+bx+c, a#0,
) se numeste parabold. Se poate ardta cd acest grafic este intr-adevar o
L parabola a cirei axa de simetrie este paralela cu axa ordonatelor. Varful,
focarul, directoarea si parametrul acestei parabole sunt respectiv:
b A b A1 A1 . 1
\ Vi-—; — | F|l-—5—; —+— | d: y=—"7-—— =—.
( 2a° 4a)’ ( 2a° " 4a 4a} T 4d "4 V' P T 20
Fig. 8.43
Probleme 1 Sa se afle coordonatele centrului si raza cercului de ecuatie

x*+y* —8x+2y—8=0.
Rezolvare:
Scriem ecuatia cercului sub forma:
(x—4)*+(y+1)°*=25.
Deci, centrul este C(4, —1) siraza R=5.
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2 Si se afle punctele de intersectie a elipsei x* +9y° =36 cu dreapta x—3y+6=0.
Rezolvare:

x> +9y° =36

x—3y=-6.

Astfel obtinem doua puncte de intersectie: (—6, 0) si (0, 2).

Coordonatele punctelor cerute sunt solutii ale sistemului {

3 Fie hiperbola 16x* =9y =144. Si se afle:

a) numerele a si b; b) coordonatele focarelor; c) ecuatiile asimptotelor.
Rezolvare: , s
Scriem ecuatia canonica a hiperbolei: % _{_6 =1. De aici rezultd cd ¢’ =9, b’ =16,
¢’ =a’ +b*> =25. Obtinem:
a) a=3, b=4; b) F(=5.0), F,(5, 0); 0 y=—2x, y=1x

4 Sa se scrie ecuatia canonicd a hiperbolei, daca focarele sunt situate pe axa absciselor,

FF, = 1042 si asimptotele hiperbolei au ecuatiile y = i%x.

Rezolvare:
Cum ecuatiile asimptotelor la hiperbola sunt y = i%x, deducem ca % = % Din relatiile
¢’ —a’=b’si F,F, =2c, obtinem ecuatia 50—a’ =b".
b_3
Rezolvand sistemul {a 4 obtinem a’ =32, b* =18, deci ecuatia canonici a
50—a’>=b",
2 2
hiperbolei este 2 — 2 =
iperbolei este <> — <2

"“’robleme propuse

Profilurile umanist, arte, sport

A

1. Diametrul exterior al unei mingi de cauciuc este de 22 c¢m, iar grosimea
cauciucului este de 1 cm. Sa se afle volumul cauciucului din care este
confectionatad mingea.

2. (US| Lucratiin perechi! Doud bile de plumb curazele | 4. @ @ Investigafi! Turnand nisipul dintr-un vas
de 12 cm si 18 cm sunt retopite intr-o singura bila. ’

Sé se afle:
a) aria suprafetei sferice ce margineste bila;
b) volumul corpului sferic obtinut.

de forma unei emisfere de raza r intr-un vas de forma
unui con circular drept, raza si indltimea caruia sunt egale
cu r, elevul a facut concluzia ca volumul vasului in forma
de emisfera este, in aceste conditii, de doud ori mai mare
3. @ Determinati volumul corpului sferic, daci aria decat volumul vasului in forma de con circular drept.
Efectuand calculele respective, incercuiti litera A, daca
concluzia este adevarata, sau litera F, daca concluzia

este falsa.

suprafetei sferice este egald cu 367 cm’.




Modulul 8

C
5. O bild de fonta are masa de 262,44 g.

Sa se afle diametrul bilei, daca densi-
tatea fontei este de 7,29 g/cm’.

6. Un vas are forma unei semisfere de raza 6 cm care este
completatd cu un cilindru cu raza bazei de 6 cm. Sa se
afle Tnaltimea cilindrului astfel incat volumul vasului sa
fie de 1800 cm’.

7. Lucrare de laborator Calcularea volumelor obiectelor de forma corpurilor de rotatie.

Profilul real

A,
1. Sa se afle coordonatele centrului si raza cercului:
a) x>+ +6x—-8y=0;
b) ¥’ +)’ +4x—-6y-3=0;
¢) X’ +y* =Tx+3y—-15=0;
d) 2x* +2y> +4x-3y+1=0.

2. Sa se scrie ecuatia canonica a cercului de diametru 45,
daca:
a) A-1L1), B(3,5);
b) A(-1,1), B(4, 6).

B,
6. Distantele de la un focar al elipsei la extremitatile axei

focale sunt de 7 cm si 1 cm. Sa se scrie ecuatia canonica
aelipsei.

7. Sa se scrie ecuatia canonica a elipsei, daca se stie ca:
a) punctul M (2\/§ , —2) apartine elipsei si lungimea axei
mici este egala cu 6;
b) punctul M (-2, 2) apartine elipsei si lungimea axei
mari este egald cu §;
¢) punctul M (\/E , 1) apartine elipsei si distanta dintre
focare este egala cu 8.

2
8. Sa se determine punctele hiperbolei %2 - i}—6 =1 situate

la distanta egala cu 7 de la focarul stang.

9. Sa se afle coordonatele focarului F i ecuatia directoarei
parabolei y* =24x.

10. Si se afle coordonatele punctelor parabolei y* =16x
care se afla la distanta egala cu 13 de la focar.

11. Sa se determine punctele de intersectie a parabolei
x> =4y cudreapta x+y—-3=0.

12. @ Investigati! La o fabrica de jucdrii se produc mingi
de cauciuc. Céte cutii de vopsea sunt necesare pentru
avopsi 15000 de mingi cu diametrul
exterior de 32 cm §i 42000 de mingi
cu diametrul exterior de 18 ¢cm, daca
intr-o cutie sunt 5 kg de vopsea si
consumul este de 180 g la 1 m*?

3. Siseafle punctele de intersectie a cercului x° + y* =25
cu dreapta:
a) x—y+1=0; b) x-7y—-25=0.

4. Sa se scrie ecuatia canonica a elipsei care trece prin
punctele A(-3, 4), B(6,-2).

5. Sa se scrie ecuatia canonica a elipsei, daca:
a) lungimea axei mari este de 20 cm si cea a axei mici este
de 12 cm;
b) distanta dintre focare este de 16 cm, iar lungimea axei
mari este de 20 cm.

13. ﬁfﬁ] Lucrati in perechi! Varfurile unui triunghi cu
laturile de 4 cm, 5 cm si 7 cm sunt situate pe o sfera. Sa
se afle distanta de la centrul sferei pana la planul suport
al triunghiului, daca raza sferei este de 46 cm.

14. Printr-o extremitate a diametrului unui corp sferic este
dus un plan ce formeaza cu diametrul un unghi de masu-
ra o. Sa se determine aria discului din sectiune, daca
raza corpului sferic este R.

15. @ Investigati!

La un depou s-au adus
23 de cisterne, forma i
dimensiunile acestora
sunt date in figura (un
cilindru si doua calote
sferice). Cisternele trebuie sa fie vopsite. Cate kilograme
de vopsea trebuie cumparate, consumul fiind de 150 g
lalm’ (m=314)?

24m

30m

0,4m

16. Lucrare de laborator Calcularea volumelor obiectelor
de forma corpurilor de rotatie.



] Corpuri de rotatie |
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17. Laconfectionarea unui rulment se folosesc 12 bile curaza de 1 cm. Sa se afle masa de
otel care trebuie topitd pentru a turna numarul de bile necesare pentru confectionarea
a 200000 de rulmenti. (Se va tine cont ca in urma topirii si turnarii otelului se pierd
0,7% din masa initiala si ci densitatea otelului este de 7,3 g/cm’.)

18. %ﬁﬂ Lucrati in perechi! O turnatorie a primit o comanda de a confectiona 400000 de
ceaune in forma de semisfera, cu grosimea peretelui de 3 mm si raza interioa-ra de 15 cm. Sa se
afle masa aliajului care trebuie topit pentru executarea comenzii, daca densitatea aliajului este
de 3,2 g/em’ si in procesul topirii si turnrii se pierd 0,9% din masa initiala.

xercitii gi probleme recapitulative

Profilurile umanist, arte, sport

1. Inaltimea unui cilindru este egald cu jumitate din diagonala sectiunii axiale, iar aria totali a
cilindrului este egald cu 16(3+2+/3) cm®.

Sa se afle:
o+, =2mRH

a) unghiul format de diagonala sectiunii axiale cu indltimea cilindrului;

b) aria laterala a cilindrului;
¢) volumul cilindrului.

2. Cati metri patrati de tinichea
sunt necesari pentru con-
fectionarea a 100000 de
cutii de conserve cilindrice
cu diametrul de 8 cm si
inaltimea de 4 cm, dacd
pentru cusaturi si deseuri se
consuma 15% din material?

5. @}\?ﬁ%’] Lucrati in perechi!

Un pocal are forma unui con circular
drept. Generatoarea cornului formea-
za cu Tnaltimea acestuia un unghi de
masura ¢. Distanta de la centrul
bazei la generatoare este m.

a) Aflati capacitatea pocalului.

b) Cate pocale de acest fel sunt nece-
sare pentru a turna tot sucul dintr-un
pachet de 1 /, daca a=30° iar
m=5cm?

3. Generatoarea unui con este de 10 m, iar Indltimea de 6 m.
Sa se afle aria totald si volumul conului.

4. Un trunchi de con are razele bazelor egale cu 6 m i 3 m,

iar generatoarea de 5 m. Sa se determine:

@ Raportul dintre lungimea generatoarei si raza

a) aria sectiunii axiale; bazei unui con circular drept este de 2 : 1, iar aria supra-
b) unghiul format de generatoarea trunchiului de con si fetei laterale a conului circular drept este de 727 dm?.
planul bazei; Determinati inaltimea conului.

¢) volumul si aria laterala a conului din care provine
trunchiul de con.

C

7. Si se afle diametrul unei bile de fontd cu masa de 2527 g (densitatea fontei este de 7g/cm’).

QR0 .
2 s ) .
8. %—l—ﬁ Lucrati in grup! Proiect Casa mea de vis.
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Profilul real

A,

. Aria laterala a unui con circular drept este de 2 ori mai mare decat aria bazei lui.
Determinati masura unghiului format de generatoare si planul bazei.

B,

. Inidltimea unui trunchi de con este egald cu media geo-
metricd a diametrelor bazelor. Unghiul format de gene-
ratoarea trunchiului de con cu planul bazei mari este
egal cu @. Sa se afle razele bazelor R si r ale trunchiului
de con, daca:

a) R+r=s;

b) R—r=d.

. In sectiunea axiald a unui
trunchi de con cu genera-
toarea G poate fi inscris un
cerc de raza R. Sa se afle
aria laterala si volumul trun-
chiului de con.

. O sferd de razd 10v2 cm este tangenta la toate laturile
unui triunghi dreptunghic, ale carui catete sunt de 6 cm
si 8 cm. Sa se afle
distanta de la cen-
trul sferei pana la
planul triunghiului.

5. @ Este posibil ca Intr-un vas de

8cm

forma unui cilindru drept, reprezentat
pe desen, sa se includa o bila sferica,
volumul careia este de 2 ori mai mic
decat volumul vasului? Utilizand
datele din desen, incercuiti Da, daca
raspunsul este afirmativ, sau Nu, daca
raspunsul este negativ.

Argumentati raspunsul.

@ Un vas are forma unui ci-

lindru circular drept cu raza bazei de

S

A

18 cm si indltimea de 15 cm.

% din vas a fost umplut cu apa. Se

va scurge apa din vas, daca in el se
va scufunde un corp sferic de metal
cu raza de 9 cm? Incercuiti Da, dacd raspunsul este
afirmativ, sau Nu, daca raspunsul este negativ.
Argumentati raspunsul.

. Lucrare de laborator Calcularea volumelor corpurilor de forma corpurilor de rotatie.

4,(T)=ng(R+7)

G

. Dintr-un punct al unei sfere sunt duse trei coarde perpendiculare doua cate

doua. Lungimile coardelor sunt a, b si c. Sa se afle raza sferei.

. Intr-un con circular drept cu raza bazei R sunt situate doua sfere de razi r cu
centrele pe axa conului. O sfera este tangenta suprafetei laterale a conului, iar
cealaltd este tangenta bazei conului si primei sfere. Se stie cd R =3r. Sé se afle

volumul conului.

[0} Q
10. %—?—ﬁ Lucrati in grup! Proiect Casa mea de vis.



——  / est sumativ

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

Profilurile umanist, arte, sport

1. Generatoarea unui con circular drept are lungimea 10 cm si formeaza cu planul bazei un unghi de masura 30°.
a) Completati spatiul astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:
,Sectiunea axiala a conului circular drept este un

b) Aflati aria totald a conului.

2. Doua sfere de metal cu diametrele de 8 cm si 10 cm au fost retopite intr-o sfera. Aflati:
a) volumul sferei obtinute;
b) ce procent constituie aria sferei cu diametru mai mic din aria sferei obtinute.

3. Fieun cilindru circular drept cu raza bazei de 5 cm si indltimea de 12 cm.
a) Incercuiti litera A, daci propozitia este adevarati, sau litera F, daci ea este falsa:

p — ) p 2

b) Aflati aria laterala a cilindrului;
c¢) Aflati volumul cilindrului.

4. Un abajur are forma unui trunchi de con. Stiind e
ca r=12m, R=18 cm, g =20 cm, determinati g
aria suprafetei abajurului.

Profilul real

1. Aria unei sectiuni axiale a cilindrului circular drept este 16v/3 m?, iar unghiul format de o diagonala a sectiunii si
generatoarea cilindrului are masura 60°.
a) Completati spatiul astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:
,Sectiunea axiald a cilindrului circular drept este un

b) Aflati volumul cilindrului.

2. Baza unei piramide este un romb cu latura 45 dm si unghiul ascutit 60°. Proiectia varfului piramidei pe planul bazei
coincide cu punctul de intersectie a diagonalelor rombului. Indltimea piramidei este 4 dm. Aflati volumul corpului sferic
a carei raza este congruenta cu raza cercului inscris in sectiunea piramidei cu planul care contine indltimea piramidei si
este perpendicular pe muchiile paralele ale bazei.

3. Inaltimea unui con circular drept este egald cu 15 cm, iar suma lungimilor generatoarei si razei bazei este egala cu 25 cm.
a) Incercuiti litera A, daca propozitia este adevarata, sau litera F, daci ea este falsa:
.Sectiunea conului cu planul care contine inaltimea lui este un triunghi.”

b) Calculati aria suprafetei totale a conului circular drept.

4. Obila de otel curaza de 0,5 cm este acoperitd cu un strat subtire de nichel. Sa se determine cantitatea de nichel necesara
pentru acoperirea a 10 000 de astfel de bile, consumul fiind de 0,22 gla 100 cm® (7 = 3,14).
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Modulul

Recapitulare finala
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1. Numere complexe
Polinoame

Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

H WO N

Siruri de numere reale.
Limite de siruri

Limite de functii. Functii continue
Functii derivabile

Proprietati generale si aplicatii
ale functiilor derivabile

8. Geometrie in plan si in spatiu
9. Elemente de trigonometrie
10. Elemente de algebra superioara

11. Exercitii si probleme recapitulative



NUMERE COMPLEXE

1.1. Numere complexe. Forma algebrica

Multimea numerelor complexe este C = {a +bi|a, be R}, unde i* =-1.

Adunarea si inmultirea numerelor complexe z=a+bi, u =c+di se efectueaza astfel:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i, (a+bi)(c+di)=ac—>bd+(ad+bc)i

Numarul complex z =a—bi se numeste numdr conjugat pentru z =a + bi.

Proprietati ale operatiei de conjugare (z, z,, z, € C):

= O

O

_1
Z,

/—q\

) ,#0  4° z-Z=(a+bi)a-bi)=a’+b R
z

NII
I

5° z=zozeR 6° z+zeR 7°
Numirul |z|=|a+bi|=+a’+b* =re R, se numeste modulul numarului complex z.

Proprietati ale modulului (z, z,, z, € C):

1°|Z|:|E|; 2°|Zl'22|=|21|‘|22|; 3° == Z2¢0;

¥z +z, [z |+ 2] S zl=lzll<lz+2].

Catul numerelor complexe z=a+bi st u=c+di#0 poate fi determinat astfel:
_ _(a+bi)(c—di) ac+bd  bc— ad
(c+di)c—di) c*+d> +d> -

Operatiile de adunare si inmultire in multimea numerelor complexe poseda aceleasi

U
‘U

QIN

proprietdti ca si in multimea R, de aceea in C se aplica formulele de calcul prescurtat,
formula de rezolvare a ecuatiei de gradul II s.a. Se va tine cont ca multimea radacinilor de
ordinul doi ale numarului —a, a€ R}, este {-i Ja , iva }.

Radacinile de ordinul doi, ¢, «,, ale numarului complex nenul a + bi sunt numere opuse
si pot fi determinate fara a utiliza forma trigonometrica a acestuia:

2 2 2 2
1) pentru b0, o, , =+ ,/—Wﬁsgnb,/—wzb‘“ :

1, daca H>0
+ ia> ’
2) pentru =0, o, , = _?/;’ daca fl_o unde sgnb =<0, daca =0
’ tiy daca a<0 -1, daca H<0.
Exercitiu Si se rezolve in C ecuatia x” +(1—2i)x+1+5i=0.
% rezolvat Rezolvare:
Pentru a aplica formula cunoscuta de rezolvare a ecuatiei de gradul II, calculdm
A=1-41—-4-4-20i=-7-24i.
In cazul nostru, pentru +/—7 —24i obtinem ue {-3, 3}, ve {~4, 4} siprodusul u -v are

semnul ,,—”. Prin urmare, v =7 —24i =£(3—4i).
Deci, xl_—1+21—2(3 41)_ _243i, 1+21-;(3 41)

Raspuns: S ={-2+3i,1—1}.
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Argumentul principal al numarului u =x+1iy, u#0, se calculeaza astfel:

X <
arccos————, dacd y >0, u#-1
x'+y’

X
VXt +y?

-, dacau=-1.

argu =4 —arccos , dacd y<0

Numerele argu + 27k, k€ Z, se numesc argumente ale numarului complex u.

/ bservatie In unele manuale se foloseste notatia Argz = {argz+ 27k |k e Z}, iar conditia
: argze (—m, x| se inlocuieste cu argze [0, 27).

Evident, pentru z=a +bi, b#0, avem argz = —arg z. Argumentul principal al numarului
z=a+bi, z#0, poate fi determinat cu ajutorul functiei arccos:

a <
arccos—, daca >0
argz = r

—arccos, dacd <0, r=+a*>+b>.
r
Daca planul este dotat cu un sistem de axe ortogonale xOy, atunci existd o bijectie
/i C={x+iy|x, ye R} > P={M(x, y)| x, ye R} definita prin f(x+iy)=M(x, y). In
acest caz, argumentul numarului u are o interpretare geometrica: el este marimea unghiului

(orientat) format de semiaxa pozitiva [Ox si OM.

1.2. Forma trigonometrica a numarului complex

Pentru partea reald x =Rez, partea imaginard y =Imz, modulul  si argumentul ¢
ale numarului complex z=x+1y au loc relatiile x =rcos¢, y=rsin@, de unde se obtine

scrierea o
z=r(cos@ +isin@),

numitd forma trigonometrica a numarului complex z.
Daca z, z,, z,€ C', z, =r,(cos@, +ising,), z, =r(cos@, +ising,),
z=r(cos@ +isin¢@), atunci:
ZrZ,=hn (COS((pl + (pz) + iSin((pl + (pz));
4 _h

Z_ = r—(COS((Pl - (pz) + iSin((pl -0, )):

2 2
z" =r"(cosn@ +isinn@), ne Z (formula lui Moivre).

Numarul ¢ se numeste radacina de ordinul n, ne N, n>2, a numarului complex z
daca t" =z.

eoremé Daca z #0, z =r(cos¢ +1isin ), atunci exista exact n radacini distincte de ordinul #,
s ne N, n=2, ale numarului complex z:

{W(cos ¢ +n2ﬂk +1sin ¢ +n2ﬂk )‘ k=0,n- 1}.

Multimea radacinilor de ordinul # ale numarului complex z, z # 0, se reprezinta n planul
complex prin varfurile unui poligon regulat cu # laturi (daca »n = 3), inscris in cercul de raza

2/ z| cu centrul in originea sistemului de axe ortogonale.



2.1. Operatii

POLINOAME

cu monoame, polinoame

Monomul este expresia (algebrica rationald) 1n care numerele si literele sunt legate prin
operatiile de inmultire, de ridicare la putere cu exponent natural.

Gradul unui monom nenul in raport cu o nedeterminatd este egal cu exponentul
nedeterminatei respective, cu conditia ca ea apare o singura datd. Gradul monomului in
raport cu toate nedeterminatele este suma exponentilor nedeterminatelor lui. Gradul
monomului nenul care nu contine nedeterminate este 0.

Monomul +2X%Y are gradul 2 in raport cu nedeterminata X, gradul 1 in raport cu
nedeterminata Y i gradul 3 in raport cu ambele nedeterminate.

Monoamele cu aceeasi parte literald (facand abstractie de ordinea factorilor) se numesc
monoame asemenea sau (la adunare) termeni asemenea.

Adunarea, scaderea, inmultirea, ridicarea la putere cu exponent natural a monoamelor
se efectueaza In conformitate cu proprietatile acestor operatii (cunoscute pentru numere),
respectand ordinea efectudrii lor.

32X +Y =3XP+T7Y’Z=3-4- X +Y’ -3X +7Y’Z=9X>+Y’ +7Y’Z.

Polinomul este o suma algebrica de monoame. Polinomul ai carui coeficienti sunt egali
cu 0 se numeste polinom nul. Termenul care nu contine nedeterminate se numeste fermen
liber.

Aplicatii importante au polinoamele de o nedeterminata. Un polinom de o nedeterminata,
examinate n continuare, este scris in formd canonicd (standard), daca termenii lui nenuli
se succed In ordinea descrescatoare a gradelor lor. Forma canonica a unui polinom este
unicd. Polinoamele cu aceeasi forma canonica sunt egale.

Polinomul P(X)=3-2X"—X"+7X*-10X are forma canonicia — X’ +5X> —10X +3.

Gradul maxim al termenilor nenuli ai polinomului Q(X) se numeste gradul lui O(X) si se
noteazd grad O(X). Gradul polinomului nul este nedeterminat. Un polinom de grad » se
scrie In forma

P(X)=a,X"+a, X" +..+aX+a, (a,#0).

Coeficientul @, se numeste coeficient dominant, coeficientul a, — termen liber.

Adunarea si scaderea polinoamelor se efectueaza reducand termenii asemenea in suma
respectiva. Inmultirea a doua polinoame se efectueaza inmultind fiecare termen al unui
polinom cu fiecare termen al celuilalt polinom, apoi reducand termenii asemenea in suma
obtinuta.

Gradul produsului a doua polinoame este egal cu suma gradelor factorilor; gradul sumei
: a douad polinoame nu Intrece gradul maxim al acestora.

Fie polinoamele P(X)=X"+ X +1, O(X)=X>+ X +2, R(X)=X"+3.

Forma canonicd a polinomului P(X)-O(X)— P(X)-R(X) se determina relativ simplu,
daca 1l scriem in forma:
P(X)O(X)-R(X))=(X+X+])( X’ +X+2-X"-3)=(X"+X+])(X -1)=X"—1.
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Exercitiu
rezolvat

Exercitiu
rezolvat

Recapitulare finala _

Pentru rezolvarea unor probleme se utilizeaza reprezentarea polinoamelor ca produs de
factori.
Pentru descompunerea in factori a polinoamelor se aplica:

« metoda factorului comun: X’ —-16X"=X"(X -16);
* metoda gruparii: X° —6X’>+12X -72=X*(X —6)+12(X —6)=(X —6)(X* +12);
e formulele de calcul prescurtat:
27X° -1=3X) -I'=CGX -D(BX)* +3X - 1+1)=BX -1)(9X* +3X +1);
* descompunerea in factori a trinomului de gradul II
X+ (6 -V2)X =12 = (X =J2)(X +/6),
fiinded solutiile ecuatiei x> + (/6 —+/2)x—~/12 =0 sunt x, =~/2, x, =—/6;
» combinarea diferitelor metode, procedee:
64X +4X + X +1=(64X" +D)+4X°+ X =((4X) + 1)+ X(4X +1)=
=@AX+1D)16X° —4X +)+ XAX +1)=(4X +1)(16X* -3X +1).

Polinoamele de gradul I cu coeficienti reali si polinoamele de gradul II (trinoamele) cu
coeficienti reali care nu pot fi reprezentate ca produs de factori de gradul I cu coeficienti reali
(de exemplu, 16X —=3X +1, X+ X +1) se numesc ireductibile (peste R).

Sa se descompuna in factori ireductibili peste R polinomul:
O0X)=X"-2X"+2X* -2X +1.

Rezolvare:

OX)=X"-2X"+2X° - 2X+1=X"+ X"+ X +1-2X(X* +])=

=X (XHD+ X +1-2X(X7+D) =X+ D)X’ =2X + D) =(X =1)* (X +]).

Daca P(X)=0(X)-H(X), atunci se spune ca polinomul P(X) se imparte exact la

0X), (la H(X)), iar H(X) (respectiv O(X)) se numeste cdtul impartirii lui P(X) la Q(X)
(respectiv la H(X)).

Polinomul P(X)=X"—-16X" se descompune in factori: X" (X —16). Deci, P(X) se
imparte exact la X* (respectiv la X —16); polinomul X* (respectiv X —16) este catul
impartirii polinomului P(X) la polinomul X —16 (respectiv lamonomul X*).

Pentru a determina daca un polinom se imparte fara rest la alt polinom, se poate aplica
(in afard de descompunerea in factori) algoritmul impartirii a doud polinoame.

Si se imparta polinomul P(X)=8X"—2X"+ X +3 labinomul X +2.

Rezolvare:
Amintim ca termenii catului reprezinta caturile Tmpartirii termenului de grad superior al
lui P(X) si a termenilor de grad superior ai resturilor obtinute la termenul de grad superior al

Iui O(X):



8X° - 2X’+ X +3 |X+2

8X° +16X° | X% —18X +37
_—18X2+ X+3
—18X2—36X
37X +3
37X +74
~71

Am obtinut catul 8X* —18X +37 si restul 71, deci
8XP —2X?+ X +3=(X +2)8X* —18X +37)+(=71).

Gradul restului este neaparat mai mic decat gradul impartitorului sau restul este 0, de
aceea, impartind polinomul P(X) la binomul X — o, se va obtine restul un numar.

Daca P(X)=a,X"+...+a X +a,, atunci numarul P(a)=a,0" +...+a0+a, se
numeste valoarea numericd a lui P(X) pentru X =c.

(teorema lui Bézout)
F

Restul impatrtirii unui polinom P(X) la binomul X —a este egal cu valoarea numerica
a acestui polinom pentru X =¢, adicd R = P(c).

Exercitiu Si se determine restul impartirii polinomului P(X)=2X"+aX’ +aX -3 la binomul
% rezolvat X —2, stiind ca la Impartirea polinomului P(X) la X +2 se obtine restul 9.
Rezolvare:

Aplicam teorema lui Bézout.

Din conditia P(—2)=-9 obtinem ecuatia 2-(-8)+4a—-2a—-3=-9, cu solutia a=>5.
Astfel, P(X)=2X"+5X*+5X -3.

Aflam restul impartirii lui P(X)la X —=2: R=P(2)=2-8+5-4+5-2-3=43.

Raspuns: R = 43.

2.2. Radacinile polinomului
Din teorema lui Bézout rezulta cé daca la impartirea polinomului P(X) la binomul X —o

se obtine restul 0, adica P(e) =0, atunci polinomul P(X) se descompune in factori:
P(X)=(X —a)-O(X).

m Numarul & se numeste radacina a polinomului P(X) dacd P(c)=0.

Pentru a determina radacinile unui polinom P(X), se poate utiliza ecuatia asociata lui:
P(x)=0.

Exercitiu Si se determine ridicinile polinomului P(X) =X —6X" +81.
% rezolvat )
Rezolvare:

Rezolvidm ecuatia asociatd x’ —6x” +81=0, reprezentind expresia din membrul sting
sub forma de produs:
X +27-6(x=9)=(x+3)(x* =3x+9)—6(x—3)(x+3) = (x +3)(x* —9x +27).
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Ecuatia obtinutd (x +3)(x* —9x+27) =0 are doar o solutie reald x, =—3 si doud solutii
complexe x,, = % + #i. Astfel, radacinile polinomului sunt -3 si %i %i.
Foarte util pentru determinarea radacinilor unui polinom (si nu numai) este urmatorul

corolar al teoremei lui Bézout.

Numarul ¢ este rddacina a polinomului P(X) daca si numai daca P(X) se imparte exact
la X —o.

rezolvat

Exercitiu Si se descompuni in produs de factori polinomul P(X)=X’-3X7+4.
% Rezolvare:

Usor se observa ci P(2)=0, deci or=2 este ridicini a lui P(X). Impartind polino-
mul P(X) la X —2, obtinem P(X)=(X —2)(X’ - X —2). Pentru polinomul X*—X -2
numarul 2, la fel, este ridicind, deci X° — X —2=(X —-2)(X +1).

Astfel, P(X) se reprezinti: P(X)=(X —2)*(X +1).

ﬂm Numarul m, me N, se numeste ordinul de multiplicitate al ridicinii o a

polinomului P(X) daca P(X) se imparte exact la (X —)" si nu se imparte exact la
( X _ a)mﬂ .

Pentru polinomul din exercitiul precedent oz =2 este rdddcina cu ordinul de multiplicitate

vvvvv

Exercitiu a) Sa se descompuna in produs de factori ireductibili cu coeficienti reali polinomul
% rezolvat P(X)=X°-2X"+3X*-4X° +3X* -2X +1.
b) Sa se determine radacinile polinomului si ordinele de multiplicitate ale acestora.
Rezolvare:
a) Se observa usor cd P(1)=0. Deci, Impartind P(X) la X —1, obtinem:
PX)=(X-1)(X°-X"+2X° -2X*+ X -1).
Impartim polinomul Q(X)=X"—X*+2X" —2X*+ X —1 iarasi la X —1 si obtinem
OX)=(X-)(X*+2X*+1).
Astfel, P(X)=(X -1’ (X*+2X* +1)=(X —1)>(X* +1)>. Polinoamele X —1, X’ +1
sunt ireductibile (peste R).
sunt toate radacinile lui P(X). Din descompunerea anterioara a polinomului P(.X) obtinem
P(X)=(X-1)>(X —1)’(X +1)° —descompunerea in produs de factori ireductibili cu coefi-
cienti complecsi. Toate cele 3 radacini au ordinele de multiplicitate 2.



ECUATII. INECUATII. SISTEME.
TOTALITATI

3.1. Notiuni generale

"/ Jeinitie

"/ Joiniti

"/ Jeinitie

Se numeste ecuatie (inecuatie) cu o necunoscuta egalitatea (inegalitatea) de forma
A(x)=B(x), (A(x) > B(x), A(x)< B(x), A(x)= B(x) sau A(x)<B(x)), unde A(x),
B(x) sunt expresii in care apare necunoscuta x in cel putin una dintre ele.

Similar se definesc ecuatiile (inecuatiile) cu mai multe necunoscute.

* Se numeste solutie a ecuatiei (inecuatiei) cu o necunoscuta valoarea necunoscutei
care prin inlocuire transforma aceasta ecuatie (inecuatie) intr-o propozitie adevarata.

 Se numeste solutie a sistemului de doud (trei) ecuatii cu doua (trei) necunoscute
perechea ordonata (a, b) de valori (tripletul ordonat (a, b, ¢) de valori) ale necunos-
cutelor care este solutie a fiecarei ecuatii din sistemul dat, altfel spus, care prin inlocuire
transforma fiecare ecuatie intr-o propozitie adevarata.

Multimea solutiilor totalititii de ecuatii (sisteme) este reuniunea multimilor solutiilor
ecuatiilor (sistemelor) din aceasta totalitate.

Domeniul valorilor admisibile (DVA) al ecuatiei (inecuatiei, sistemului) este multimea
valorilor necunoscutei (necunoscutelor) pentru care au sens toate expresiile din ecuatie
(inecuatie, sistem).

Solutii ale ecuatiei (inecuatiei, sistemului) pot fi numai acele valori ale necunoscutei
(necunoscutelor) care apartin DVA al ecuatiei (inecuatiei, sistemului).

Doua ecuatii (inecuatii, sisteme, totalitati) (de reguld cu aceleasi necunoscute) se
numesc echivalente daca multimile lor de solutii sunt egale.

La rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor si totalitatilor se aplica, de regula,
transformari care pastreaza echivalenta ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor, totalitatilor. Se
admit si transformari care conduc la obtinerea unor solutii strdine, dar nicidecum cele care
conduc la pierderea solutiilor. Solutiile striine se exclud prin verificare. In cazul in care toate
transformarile efectuate in procesul rezolvarii pastreaza echivalenta, verificarea este de
prisos.

De exemplu, la ridicarea la putere cu exponent natural pot fi obtinute solutii straine, iar la
impartirea la o expresie ce contine necunoscuta apare pericolul de a pierde solutii.

3.2. Transormari care pastreaza in DVA echivalenta
sistemelor de ecuatii

1. Schimbarea ordinii ecuatiilor in sistem.

2. Inlocuirea unei ecuatii a sistemului cu o ecuatie echivalenta.

3. Exprimarea unei necunoscute din una dintre ecuatiile sistemului prin celelalte necu-
noscute si substituirea acestei necunoscute cu expresia obtinuta in celelalte ecuatii
ale sistemului.

4. Inlocuirea unei ecuatii a sistemului cu o altd ecuatie, care se obtine in urma adunarii
algebrice a ecuatiei date cu orice altd ecuatie a sistemului.
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3.3. Metode de rezolvare a ecuatiilor

1. Aplicarea formulelor de rezolvare a ecuatiilor (de exemplu, a ecuatiilor de gra-
dul II, ecuatiilor trigonometrice etc.).

2. Metoda utilizarii necunoscutei (necunoscutelor) auxiliare.

3. Metoda descompunerii in factori.

4. Metoda grafica.

Pentru unele clase de ecuatii se aplica si metode specifice. De exemplu, impartirea
ambilor membri ai ecuatiei omogene la una si aceeasi expresie nenuld, ridicarea la putere cu
exponent natural a ambilor membri ai ecuatiilor irationale, omogenizarea unor ecuatii
trigonometrice, metoda intervalelor pentru ecuatiile cu modul etc.

Larezolvarea inecuatiilor se aplica metode similare cu metodele de rezolvare a ecuatiilor.

3.4. Metode de rezolvare a ecuatiilor ce contin expresii cu modul

Evidentiem cele mai frecvent utilizate metode de rezolvare a ecuatiilor ce contin expresii
cumodul.

1. Aplicarea definitiei modulului
2x-3=7 x=35, . o
" Exemplu | |2x—3|—7<:)|:2x_3:_7<:>|:x=_2. Raspuns: S ={-2,5}.

2. Utilizarea relatiei | f(x)|=|g(x)| < f*(x)=g"(x)

DEEITEIN  (x+2|=3x-2| e (x+2)’=CGx-2) @ x’ +4x+4=9x" - 12x+4 &
x=0 [x=0,

220 v22 Raspuns: S =10, 2}.

(:)8x2—16x=0<:)|:

3. Metoda utilizarii necunoscutei auxiliare

Exercitiu Si se rezolve in R ecuatia 21g” x +|1gx|—3=0.
% rezolvat .
Rezolvare:
DVA: xe R’. Fie |lgx|=¢. Din relatia g’ x=|lgx|* obtinem ecuatia 2¢* +¢-3=0,

cu solutiile ¢ =1, ¢, = —%. Revenim la necunoscuta x si rezolvam totalitatea de ecuatii:

l1gx| =1 lgx=1 x=10
I |__§<:> lgx=-le| 1
EXI=7% |s,=2 1o

. el 1
Raspuns: S = {10, ] O}'

4. Metoda intervalelor
Exercitiu Sa se rezolve in R ecuatia [vVx—1-2|+[+Jx—-1-3|=x-1.
% rezolvat
Rezolvare:
DVA: x€ [, +o). Notdm +/x—1=¢, ¢ >0, atunci x—1=1¢". Obtinem si rezolvam ecuatia

|t—2|+|t=3|=1t>. Zerourile expresiilor cu . TN T 1

) ) )

modul sunt t, = 2, t, = 3. 0 2 3 t



a) Pentru 7€ [0, 2) rezolvam ecuatia (in intervale sunt notate semnele expresiilor de sub
semnul modulului):

~(t=-2)-(t-3)=t &1 +2t—5:0<:>|:t=_1_‘/g$[0’ 2),

t=—1++6¢€[0, 2).

t=1e[2,3),

3 1 -/ — = 2 2:
b) Pentru ¢€[2, 3) rezolvam ecuatia t —2—¢t+3=t" &t 1<:>|:t:—1e[2,3).

¢) Pentru te [3, +e0) rezolvdm ecuatia t —2+1—-3=1> <> -2t+5=0, deci S, =@.

Asadar, unica solutie a ecuatiei este ¢ =—1 ++/6. Revenim la necunoscuta x si obtinem
ecuatia Jx-1=-1++6 , cu solutia 8 — 2.6 DVA.

Raspuns: S ={8— Zx/g}

5. Metoda grafica
Inunele cazuri, reprezentarea grafica a functiilor corespunzatoare ecuatiei date faciliteaza

rezolvarea acesteia.

3.5. Metode de rezolvare a inecuatiilor cu modul

Evidentiem metodele utilizate cel mai frecvent.

S ()2 -g(x)

1. Utilizarea relatiei | f(x)|< g(x) e —gx)<f(x)<gx) < {f(x) < g(x)

S(x)=2g(x)
S(x)<-g(x)

3. Metoda utilizarii necunoscutei auxiliare

2. Aplicarea relatiei | f(x)| = g(x) <:>[

Exercitiu Sé se rezolve in R inecuatia 3°*'—5-3" + 6 <0.
% AT Rezolvare:
DVA: xe R. Facem substitutia 3" =¢, >0, si obtinem inecuatia ¢* —5t+6<0, cu
solutiile € [2, 3], sau 2 << 3.
Revenim la necunoscuta x si rezolvam inecuatia:

<3¥ < < M < <|x|< |x[<1
2<3" <3< log,2<log,3 _log33<:>10g32_|x|_1(:){|x|210g32(:)
-1<x<1
-1<x<1 {
x=log,2 log,2<x<1
> 3 _1 — .
o4lx2log,2 <r<l [—13x£—10g32<:>xe[ 1; —log, 2]U[log, 2; 1.
x<-log,2
x<-log,2

Raspuns: S =[-1; —log, 2]U[log, 2; 1].

4. Metoda intervalelor
Algoritmul de aplicare a metodei intervalelor la rezolvarea inecuatiilor cu modul este
similar cu cel aplicat la rezolvarea ecuatiilor cu modul.
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3.6. Metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii

1. Metoda substitutiei.

2. Metoda reducerii.

3. Metoda utilizarii necunoscutei (necunoscutelor) auxiliare.
4. Metoda grafica.

Sistemul de ecuatii se numeste compatibil daca el are solutii.

Sistemul de ecuatii este compatibil determinat daca el are o multime finita de solutii, si
compatibil nedeterminat daca el admite o multime infinita de solutii.

Sistemul de ecuatii se numeste incompatibil daca el nu are solutii.

Prezentam inca doud transformari care pastreaza in DVA echivalenta:

E\(x)=0,
L E@ BB @00 20702 @ =@y o[ FOT5T
E,(x)=0;

Larezolvarea sistemelor (totalitatilor) de inecuatii se utilizeaza metode similare cu metodele
de rezolvare a inecuatiilor.

- . . ] +2)>2,
Exercitiu Sa se rezolve in R sistemul de inecuatii 0g,(x 3
% rezolvat © log,(0-27)23-x.

Rezolvare:

DVA: xe (0, DU(1, log, 9).
0<x<12 ——xE(O,l)
xX+2<x x€ (—oo, —=1)U (2, +0)
9-2">0 xe (e, log, 9)

log (x+2)>2 9-2">2"" xe [0, 3] S=0,
. =r =r
log,(9-2")>3—x x>1 xe (1, +o0) xe (1,2).

x+2>x’ <xe(—1,2)
9-2">0 X€ (—eo, log, 9)
9_0¥ >0 | [x€ [0, 3]

Raspuns: S=(1, 2).

La rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor si totalitatilor de ecuatii (inecuatii) se va

tine cont de multimea in care se rezolva acestea.
Exercitiu Sa se rezolve in C ecuatia 3x” +2x” +2x+3=0.
% rezolvat
Rezolvare:

Ecuatia, fiind reciproca de gradul trei, are solutia x =—1.

Descompunem 1in factori si obtinem: 3x’ +2x° +2x+3=0 <

x=-1

x+1=0 ol +if35
3x2—x+3=0 ’

6
1-iy/35
—

& (x+1)(3x7 —x+3)=0<:>[

X =

Raspuns: S =

{1 1-id35 1+iJ§}
) 6 5 6 .



SIRURI DE NUMERE REALE.
LIMITE DE SIRURI

4.1. Notiunea de sir. Siruri monotone. “Siruri marginite

by

Se numeste sir de numere reale sau sir numeric orice functie f: N° - R.
Notand f(n)=x,, sirul poate fi scris sub forma x,, x,, x,, ... sau (x,),.,.
Sirul (x,),., se numeste crescdtor (respectiv descrescdtor) daca x, <x,,, (respectiv

x,2x,,), VneN".

Sirul (x,),,, se numeste strict crescdtor (respectiv strict descrescdtor) daca x, <x,,,

(respectiv x, >x,,,), Vne N

Sirurile crescatoare si sirurile descrescatoare se numesc siruri monotone.

Sirurile strict crescatoare si sirurile strict descrescatoare se numesc siruri strict mono-

tone.

Sirul (x,),,, de numere reale este mdarginit daca satisface una din urmatoarele conditii:
a) existd numerele a, be R, a <b, astfel incat a<x, <b, Vne N’;
b) exista numarul M € R, astfel incét |x, | <M, Vne N

4.2. Progresii aritmetice si progresii geometrice

E

Se numeste progresie aritmetica un sir de numere in care fiecare termen, incepand
cu al doilea, se obtine din cel precedent prin adaugarea aceluiasi numar — ratia progresiei.

Orice termen al unei progresii aritmetice «,, a,, ..., a, ,, a,, a,.,, ..., incepand cu al doilea,

este media aritmeticd a termenilor vecini lui, adicd pentru orice n =2,

"/ Jeinitie

— anfl + arl+1
a,=——_——
2

Termenul general al unei progresii aritmetice (a,),., este dat de formula:

nzl
a, =a,+(n—1)d, unde d este ratia progresiei.

Suma primilor # termeni ai progresiei aritmetice (a,),., se calculeaza conform formulei:

nzl

g =4 +a, e 2a,+(n-1)d n

" 2 2
Se numeste progresie geometrica un sir de numere al carui prim termen este nenul,
iar fiecare termen, incepand cu al doilea, se obtine din cel precedent prin Tnmultirea

cu acelasi numar nenul — ratia progresiei.

Orice termen al unei progresii geometrice cu termeni pozitivi b, b,, ..., b, |, b,, b

ntls "

incepand cu al doilea, este media geometricd a termenilor vecini lui, adica pentru orice

nx2,

b,=+b, b

n+l "

Termenul general al unei progresii geometrice (b,),., este dat de formula:

nzl

b,=b,-q"", unde q este ratia progresiei.
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Suma primilor » termeni ai unei progresii geometrice (b,),., se determind cu formula:
¢ _hi=¢)

n 1 _ q
Suma unei progresii geometrice infinit descrescatoare se calculeaza conform formulei:

,q#1l.

b
S=——,|ql<L.
l-q
Problema Un ciclist a parcurs in prima ori o distanta de 5 km. In fiecare ora urmitoare el a parcurs
% rezolvata o distantd cu 2 km mai mare decat in ora precedentd. In cate ore ciclistul a parcurs
distanta de 32 km?

Rezolvare:
Distantele parcurse de ciclist in fiecare ora formeaza o progresie aritmetica cu primul
termen a, =5 siratia d =2. Folosind formula sumei primilor # termeni ai unei progresii

2:5+42(n-1)

aritmetice, obtinem ecuatia n=32 e n*+4n-32=0, cu solutiile n, =4,

n, =—8 (care nu corespunde conditiei problemei).

Raspuns: In 4 ore.

4.3. Limita unui sir. Subsiruri

Se numeste vecindatate a unui punct a € R orice interval deschis de forma (a — €, a + €),
e>0.

ﬂm_ » Definitia limitei unui sir in limbajul vecinatatilor

Fie (x,),., un sir de numere reale si @ un numar real. Sirul (x,),., are limita a daca
in orice vecinatate a punctului a se contin toti termenii sirului incepand de la un anumit
rang (indice).

Se noteaza: limx, =a sau x, ->a cand n—> oo

* Definitia limitei unui sir in limbajul €
Numarul ae R este limita sirului (x,),., dacd pentru orice € >0 exista n, € N,
astfel incat pentru orice ne N', n>n_, are loc inegalitatea |x, —a|<€.

Fie (x,),,, un sir de numere reale, iar (n,),,, un sir strict crescator de numere, n, € N'.
Sirul (x, )., se numeste subsir al sirului (x,),, .

Se spune cd sirul de numere reale (x,),., are limitd infinitd si se scrie lggxn =oco, dacd
pentru orice € >0 existd n, € N', astfel incat pentru orice n>n, avem |x, | > €.

Sirul care are limita finitd se numeste §ir convergent. Sirul care nu este convergent

(adica sirul care nu are limita sau are limita infinitd) se numeste divergent.



4.4. Numarul e

n—>00

hm(l +1 ) — 0=2,7182818284590...

Exercitiu Sa se calculeze limitele pentru sirurile definite prin:
% rezolvat
1,1 1
o+ s ot antl Y
a) x, =An"=3n+5-+n+8; b) x, = 2 2 ; o) x, =l
I I n=3n+2

Rezolvare:

a) hm(\/n -3n+5-/n+8 )—hm(\/l—i i—\/%+

2 |oo

]: oo-]1 =00, deoarece

n—eo

n — oo, iar expresia din paranteze tinde la 1.

1+;+ 12+...+Ln -1 2’ 4
b) lim 2 2" lim—2=2=2 (Conform formulei pentru suma unei
n—eo 1 1 1 1 n—yeo 1 3 3
ottt — =
33 3" 1— 1 2
3
progresii geometrice infinit descrescatoare § =-— p )

n(4n-1)
n’=3n+2 |2 -3n42

2 ! n
0 thﬂ“ _1im1+f§+_n+1_1 —lim| {14+ 2=L )
ol p® —3n+2 n —=3n+2 n—eo n°—3n+2




LIMITE DE FUNCTII. FUNCTII CONTINUE

5.1. Limite de functii

gm *Fie £ cR. Punctul x, se numeste punct de acumulare a multimii £ daca pentru

orice vecinatate 7 a lui x, are loc relatia V(1 (E \{x,})#Q sau daca exista sirul
(x,),5> X, € E\{x,}, astfel incat lim x, =x,.

*Fie ECR, f: E—R o functiesi x, un punct de acumulare pentru multimea E.

Se spune ca numadrul / (finit sau infinit) este limita functiei f in punctul x, (se

noteazd lim f(x)=/) daca pentru orice vecindtate U a lui / existd o vecindtate V' a
X—=X(

lui x,, astfel incat pentru orice xe V' (1 (E \{x,}) rezultd f(x)e U.

* Numarul / (respectiv /,) este limita la stinga (respectiv limita la dreapta) a
functiei f in punctul x, dacd pentru orice vecindtate U a lui /, (respectiv /,) exista
o vecinatate V'alui x,, astfel incat pentru orice x < x, (respectiv pentru orice x >Xx,),
xe V(E\{x,}), rezultd ca f(x)eU.

* Numerele /. =/ (x,), [, =1,(x,) se numesc limite laterale ale functiei f in punctul
x, §1se noteaza /[ (x,)= }151 J(x), 1,(x))= }ern f(x).

X<xq X>xg

5.1.1. Criterii de existenta a limitei unei functii intr-un punct
Fie f: E—R o functie si x, un punct de acumulare pentru multimea E.
Criteriul in limbajul limitelor laterale
Fie x, un punct de acumulare pentru multimile £()(—eo, x,) si E£()(x,, +o). Functia f

are limitd In punctul x, si lim f(x)=/ dacd si numai dacd functia f are in x, limite
xX—Xxg

laterale / (x,), /,(x,) si [ (x,)=1,(x,)=1

5.1.2. Operatii cu limite de functii. Proprietati ale limitelor de functii
Operatii cu limite de functii
Fie functiile f: £ >R, g: E—R, unde £cR, x, un punct de acumulare pentru
multimea £, }Lnxl f(x)=a, ll_gl g(x)=>b siau sens operatiile:
0 0 a+b, a—>b, ab, g, a’.

) b
Atunci:

1) lim [¢f (9] =ca (ce R 2) lim [/(x)+g()]=a+b, lim [/(x)-g()]=a~b;
3 lim [f(0-gl=at 4 L= g2
5) ll_gl [f(0)]*” =a’, unde f(x)>0, Vxe E.

Proprietati ale limitelor de functii

1° Dacd exista lim f(x), atunci aceastd limita este unica.

X—Xx0

2° Daca lim f(x)=a, a€ R, atunci existd o vecindtate ' a lui x,, astfel incat func-

X=X

tia f este marginita pe multimea V' () E.




3° Daca existd lim f(x), limg(x) si f(x)<g(x), Vxe E sau pe o vecinatate a lui
%, din E, atunci lim < lim g (x).

4° Daca lim f(x)=0 soi daca func‘:ia g este marginitd pe o vecindtate a lui x, din E,
atuncixfuxrolc;ia f - g are limitd in punctul x, si }Lrg [f(x)-g(x)]=0.

5° Fie functiile u: D - E, f: E—>R, unde D, EcCR, si x, un punct de acumulare

pentru multimea D. Daca 11m u(x)=y,, u(x)#y, pentru orice xe D, x#x,, Sl
exista hm f(y), atunci functla compusa fou are limitd in punctul x, si

xh_)rg f(u(x)) —}LIE) f(y). Substitutia y=u(x) din ultima egalitate se numeste

schimbare de variabila.

5.1.3. Limite remarcabile. Limite uzuale

Limite remarcabile (utile la calculul limitelor de functii)

sin x - 1Y _ : -
1) Llil;)l T =1 2) a) 1g(l+;) =e, b) £1£1(}(1+x)x =e
Limite uzuale (utilizate des la calculul limitelor de functii)
1) lim%—L—na, a>0, 6) lim 28X _ .
x—0 X x—0 X
. In(l+x) l-cosx _1
2) lim———=1; N lim—=—=2
3) imE = peR: 8) lim 12X =0, o> 0;
x—=0 X x>teo X
4) lim8X _ 1, 9) lim*-=0,0>0,a>1;
x—=0 X X—>+oo a
5) lim 2XmnX _y, =0,a>1.
x—0 X N—yoo n'

Toate limitele remarcabile si cele uzuale, in baza proprietatii 5° despre limita functiei
compuse, raman adevarate si in cazul in care variabila x este functie x =u(¢), care are
limita zero sau limita infinita cand ¢ tinde la un punct ¢,.

5.1.4. Cazuri exceptate la operatii cu limite de functii

Calculul limitelor de functii conduc la cazurile exceptate
0 oo

oo 0 0

67 ;a 0'°°a°°_°°:1 9O>°°~
Pentru eliminarea cazurilor exceptate se utilizeaza urmatoarele procedee:

- descompunerea expresiilor in factori (daca este posibil) si simplificarea factorilor comuni,

rationalizari cu expresii conjugate sau utilizarea unor limite remarcabile sau uzuale

cazul 0.
0 b

- extragerea fortata ca factor la numitorul si numaratorul raportului a functiilor dominante
(functii care tind la infinit cel mai rapid) si utilizarea, daca este necesar, a limitelor

. (e o]
remarcabile sau uzuale | cazul — |;
oo
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aducerea la numitor comun, rationalizari cu expresii conjugate, transformari echivalente
etc. (cazul oo —oo);

- utilizarea identitatilor u - v :% =

in cazul exceptat 0 -oo;

%(cazul 0-00), u' =e
vV ou

" (cazurile 17, 0°, ") siplasarea

- utilizarea limitelor remarcabile ce tin de numarul e (cazul 17).

Daci [u(x)]""™ reprezinti forma exceptati 17,

atunci este utila aplicarea formulei

lim[u()]'™ =(17) = e~

lim [u(x)-1]v(x)

5.1.5. Tabelul formelor neexceptate

1) ot a=co

2) (+oo)+a=+eo

3) (=) +a=—o

4) (+90) + (o0) = o0

5) (—e0) +(—e0) = oo

6) a-co=0c0 (a#0)

7) a-(4o0) =4c0 (a>0)
8) a-(=o0)=—e (a>0)
9) a-(+o0) =—c0 (a<0)

10) a-(—o0) =+ (a<0)
11) (4o00) - (4o0) =400
12) (=00) - (—o0) = +oo
13) (o0) (o) = —0

14) 00+ 00 = 0O

15) L=0

16) = =oo
) a

17) 5= (a#0)

18) a™ =40, dacd a>1
19) a™ =0, dacd a>1

20) a™ =0, daca 0<a<l1
21) a” =400, daca O<a<l
22) (4o0)? =400, dacd a>0
23) (+e0)* =0, dacd a<0
24) 07 =0

25) (4o0)™ =+oo

26) (4+o0) 7 =0

2

Exercitii
rezolvate

2
1 Sase calculeze lim M
o1 3x" —4x+1

Rezolvare:

lim 2x* —x—1 _ 0 _
=1 3x* —4x+1 |0
1

< . cosx
2 Si se calculeze li .
x-0| cos3x

lrn(x—l)(2x+1) :lim2x+1=§
=1 (x=1)Bx—-1) =1 3x-1 2°

Rezolvare:
cos % lim (L’” 71} €L
. X - Jim | os3 P
hm(—3 )' =(1")=e" " /¥ =¢* deoarece
x-0| cos3x
_2Sinx—3x 'sinx+3x

lim[ €93X _4 -L—lim 1 ‘hmcosx—cos3x_1.lirn 2 2
0| cos3x x> x50 CcoS3x x50 X2 20 )

. 2sinx-sin2x . sinx sin2x
=lim—————=2-lim2- ——- =4-.1-1=4.

X0 X x50 X 2x

3 Sa se determine valorile parametrului me R astfel incat functia /: R >R,
sinm(x—1)
x—1
Vx+3+2m’x, dacd x>1,

Care este valoarea acestei limite?

+3x%, daca x<1 _ . _.. ._.
sd aiba limita n punctul x, =1.

fx)=



Rezolvare:

Deoarece [ (1) = 1@%% + 3x2] =m+3, 1,()=lim(x+3+2m’x) =2+ 2m’,

rezultd ca functia f are limitd in punctul x, =1, dacd m+3=1(1)=1,(1)=2+2m>.

x>l

Prin urmare, 2m’ —m—1=0, adica m=—% sau m=1.

Dack m=—., atunci lim f(x)=1,() =1, () =3.
Daca insa m =1, atunci lirrllf(x) =l ()=[,(1)=4.

4 Liniile automate de imbuteliere a apei minerale ale unei intreprinderi se alimenteaza
dintr-un bazin (rezervor) de acumulare, in care initial se afld 1000 / de materie prima. in
conformitate cu tehnologia de productie, in fiecare secunda din bazinul de acumulare se
transmit pentru Imbuteliere 10% din continutul sdu si instantaneu din fantana arteziana
de alimentare a Intreprinderii continutul bazinului se restabileste cu 120 / de apa minerala.
Cati litri de materie prima vor fi in bazinul de acumulare al intreprinderii peste o perioada
nelimitata de timp daca automatele de imbuteliere functioneaza nonstop?

Rezolvare:

Fie f(n) cantitatea de materie prima (in litri) din bazin in secunda a n-a, unde

f(0)=1000 /. Atunci, In secunda n+1 cantitatea de materie prima va fi:
f(m+1)=f(n)-0,1- f(n)+120=0,9 f(n)+120.

Daca a=Ilim f(n), atunci aceeasi limitd va avea si f(n+1), adica a=Ilim f(n+1).

Trecand la limitad cu n la infinit in relatia f(n+1)=0,9- f(n)+120, obtinem
lim f(n+1)=0,9-lim f(n)+120, adica a=0,9a+120.

Din aceasta ecuatie rezultd: a =1200 /, ceea ce reprezintd cantitatea de materie prima
din bazinul de acumulare al intreprinderii peste o perioada nelimitata de timp.

5.2. Functii continue

ﬁm_ * Fie /1 E—>R si x,€ E un punct de acumulare pentru multimea E. Functia f'se

numeste continud in punctul x, daca existd lim f(x) si aceastd limitd este egala
cu f(x,), adicd lim f(x)= f(x,). !
X=X

* Punctul x, se numeste punct de continuitate al functiei f daca functia f este
continud in punctul x, € E.

* Functia f* continud in orice punct al unei multimi 4 C £ se numeste continua pe
multimea 4.

* Functia f se numeste discontinua in punctul x, dacd ea nu este continua in

punctul x, € E. In acest caz, punctul X, se numeste punct de discontinuitate.

* Diferenta f(x, +0)— f(x, —0) se numeste saltul functiei f/ in punctul x, daca
exista limitele laterale finite f'(x,+0) si f(x, —0).

* Functia f se numeste continua la stinga (respectiv, continud la dreapta) in
punctul x, dacdin x, existd limita la stanga f(x, —0) (respectiv, ladreapta f'(x, +0))
si, in plus, f(x,—0)= f(x,) (respectiv, f(x, +0)= f(x,)).
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Functia f: E >R (E cR) este continud in punctul x,€ E (x, — punct interior
F3

multimii £) dacd si numai daca ea este continuad si la stanga, si la dreapta in x,, adica
S x, =0)= f(x, +0) = f(x,).

Concluzie. Functiile elementare (polinomiale, rationale, exponentiale etc.) sunt continue
pe orice interval pe care sunt definite.

Operatii cu functii continue

Fie f, g: E—R functii continue intr-un punct x,€ E (respectiv pe multimea E).

£

Atunci, functiile af (e R), f+g, f—g, f g suntcontinue in x, (respectiv, pe
multimea E). Dacd, in plus, g(x,)#0, atunci L este o functie continud in x,

(respectiv, pe multimea £ \{x|xe E, g(x)=0}).

Fie functiille g: E, > E,, f: E, >R (E,,E,cR) si h=fog: E, >R compusa

£

lor. Daca functia g este continud intr-un punct x, € E, si functia f este continua in
punctul y, = g(x,)€ E,, atunci functia /4 este continua in punctul x,.

Proprietati ale functiilor continue

eorema 4 Teorema I Weierstrass de marginire

Orice functie continud pe un interval inchis este marginita pe acest interval.

eorema 5 Teorema II Weierstrass

Orice functie continud pe un interval compact isi atinge marginile pe acest interval.

Teorema I Bolzano—Cauchy despre anularea functiei

£

2

Exercitiu
rezolvat

Fie functia f: [a, b]—>R continua pe [a, b] si la extremitatile acestui interval func-
tia fiavalori de semn opus: f(a)- f(b) < 0. Atunci, existd cel putin un punct c € (a, b),
astfel incat f(c)=0.

Sa se studieze continuitatea functiei:

‘ _ |2x+1, daca x<0
a) [:R-R, f(x)_{sinx+cosx, dacd x20;

b) g: [0, +o0) >R, _ x/;, daca 0<x<1
) &l ) g(x) {2+x, daca x>1;

e’, daca x<1
c) :R—>R, h(x)=1 1

x* -1

, daca x>1.

Rezolvare:

a) Functia f, fiind elementara, este continua pe intervalele (—eo, 0), (0, +c0). Rdmane
sd studiem continuitatea ei in punctul x,=0. Cum f(0)=1, f(-0)=1, f(+0)=1 si
f(=0)= f(+0)= f(0), rezulta ca functia f este continua pe R.

b) Functia g este continud in orice x € [0, +o)\ {1}, iar in punctul x, =1 avem: g(1) =1,
g(1-0)=1, g(14+0)=3. Prin urmare, punctul x, =1 este punct de discontinuitate de speta
intai. Mai observam cd functia g este continua la stdnga In punctul x, =1.

c) Evident, functia 4 este continua pe intervalele (—oo, 1) si (1, +o0), iar in punctul x, =1

avem lirlr_l0 h(x)=e=h(1), li1gn0 h(x)= lim —

=+oo, adica x, =1 este punct de disconti-
x=1+0 x _1

nuitate de speta a doua.



FUNCTII DERIVABILE

6.1. Derivata unei functii

Fie functia f: I/ — R, unde intervalul deschis 7/ R, x,€ I sixun punct arbitrar dintr-o

vecindtate oarecare a punctului fixat x,. Fie x—x, = Ax cresterea argumentului in punc-
tul x,, iar f(x)— f(x,)=Af(x,) sau f(x,+Ax)— f(x,)=Af(x,) cresterea functiei f in
punctul x, corespunzitoare cresterii Ax a argumentului.

sy

eorema 1

mgyr

eorema p)

k4

Fie intervalul deschis / c R, x, € [ sifunctia f: I —R. Se spune ca functia f are
derivata in punctul x, daca existd limita:

lim f(xo +Ax)—f(x0) (1) sau lim f(x)_f(xo)

Ar—0 Ax x—Xg X—X,

Q).

Aceastd limita se numeste derivata functiei f in punctul x, si se noteaza f”(x,).

Daca, in plus, f’(x,) este finitd, functia f se numeste derivabili in punctul x,.

f,(xo)zgl;l}) f(xo +Ax)—f(x0) sau f;(xo)z lim f(x)—f(xo)‘

Ax =y XX,

1. In cazul in care limita (1) (sau (2)) existd si este infinita ori nu exista, Sfunctia [ nu
este derivabild in punctul x,,.

2. La studiul derivabilitatii unei functii intr-un punct se iau in considerare doar valorile
functiei respective intr-o vecindtate a acestui punct. Din aceste motive se mai spune ca
derivabilitatea functiei este o proprietate locald a acesteia.

3. Se spune ca functia f este derivabild pe multimea M (M < I) dacd ea este deri-
vabila in orice punct din M.

Daca o functie este derivabild intr-un punct, atunci ea este continud in acest punct.

Reciproca acestei teoreme este falsa. (Exemplificati!)

* Fie intervalul deschis / c R, x, € [ sifunctia f: I >R
Limita
i L@ =) .

x—x9—0 X—X
(daca aceasta exista), finitd sau infinitd, se numeste derivata la stinga (respectiv
derivata la dreapta) a functiei f in punctul x,.
Se noteaza: f/(x,), f;(x,).
* Functia /> I/ >R (I cR) se numeste derivabila la stinga (respectiv la dreapta)
in punctul x, daca limita (3) (respectiv (4)) exista si este finita.

(3) (respectiv lirn0
x—xg+

S )= f(x)
55—

0

Functia f: I - R (intervalul deschis / € R) este derivabild in punctul x,€ / daca
si numai dacd ea este derivabila la stdnga si la dreapta in x, si f/(x,)=f,(x,)-
In acest caz, f/(x,)=f;(x,)=f"(x,).
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6.2. Diferentiala unei functii
W Functia liniard g: R >R, g(Ax)= f’(x,)Ax, se numeste diferentiala functiei f
in punctul x; si se noteaza df (x,).

In cazul particular f(x)=x, avem f "(x,)=1 si, deci, dx(x,)=Ax, VAxeR.
Daca functia f este derivabila in orice punct din / R, obtinem formula de calcul al
diferentialei:

df (x) = f'(x)dx, Vxe I

De exemplu, pentru functia f/: R —[-1,1], f(x)=cos2x, obtinem:
d(cos2x) = (cos2x)'dx = —2sin 2xdx.

6.3. Interpretarea geometrica a derivatei si diferentialei functiei

Interpretarea geometrica a derivatei unei functii f derivabile intr-un punct x,

Existenta derivatei finite a functiei f in
punctul x, este echivalenta cu existenta tan-
gentei (neverticale — neparalele cu axa Qy) /(% +Ax)
la graficul G, in punctul (x,, f(x,)), astfel
incat panta (coeficientul unghiular) m a aces-
tei tangente este f’(x,) (fig. 9.2).

Deci, m= f'(x,) = tgo.

Fie functia f continud in punctul x,. g
Ecuatia tangentei (neverticale) la graficul 14|
functiei f in punctul (x,, f(x,)) este o

y= )+ () x=x,)

Dacd f'(x,)=c0 (f"(x,) =4 sau f’(x,) =—c0), atunci tangenta in punctul (x,, f(x,))
este verticald (deci, paraleld cu axa Oy) si are ecuatia .

Punctul A(x,, f(x,)) in care functia f este continud, dar nu este derivabila, pentru
graficul G, poate fi:

+ punct unghiular, daca f(x,)# f,(x,) si cel putin o derivata laterala este finita,
+ punct de intoarcere, dacad f(x,) # f;(x,) si ambele sunt infinite;

+ punct de inflexiune, dacd f/(x,) = f;(x,) =%co si au acelasi semn.

Interpretarea geometrica a diferentialei unei functii
A f(x,) reprezintd cresterea ,,ordonatei functiei f”, ce corespunde cresterii Ax a argu-
mentului ei, iar df'(x,) reprezintd cresterea ,,ordonatei tangentei” la graficul G, in punctul
(x,, f(x,)), ce corespunde aceleiasi cresteri Ax a argumentului functiei f* (fig. 9.1).



6.4. Regulile de calcul al derivatelor si diferentialelor functiilor

Principalele reguli de calcul al derivatelor si diferentialelor
(fara a preciza conditiile in care au loc)

1° (ftg)y=f"tg"

2° (c-f)=c-f".

¥ (fegy=fg+f g
4 (L):M

g g’

5° Derivata functiei compuse:

(g° /) (x)=(g(f ()N =g'(f(x)- f'(x).

1 d(ftg)=df £dg.
2% d(c- f)=c-df, ¢ — constanta.
3" d(f-g)=g df +f-dg.

4°’ d(i)_gdf_fdg

g ) g’ )

5° Diferentiala functiei compuse:

df (g)= f'(g)-dg.

6° Derivata functiei inverse: (f ( V)= %
7° Derivata de ordin superior: f”=(f"); £ =(f""Y.

8° Daca f, g: I >R, I cR, I—interval deschis, si f(x)>0, Vxe I, atunci

(fg)'=fg(g'~1nf+g-§}

1 Pentru functia f/: R—R, f(x)=2sin’x—5x, obtinem
df (x)=d(2sin’ x - 5x) =
=d(2sin’ x) —d(5x) = 2d(sin’ x) — 5dx =
=2-2sinxcosdx —5dx = (2sin2x —5)dx.

2 Pentru functia f: RT >R}, f(x) = x** | obtinem:

()= x”(m_x+ 21x %)z K (Inx + 2),

Ix



6.5. Tabelul derivatelor si diferentialelor unor functii elementare

Nr. ’
crt. f Df f Df’ af
1 ¢ (const.) R 0 R 0
2 x", neN’ R n-x"" R n-x""dx
3 x“, aeR’ (0, +o0) o-x"! (0, +o0) o-x“'dx
4 | [0, +) 1 (0, +e0) i
24x 2Jx
5 a’,a>0,a#1 R a‘lna R a‘lnadx
6 e’ R e’ R e'dx
7 | log x, a>0,a%1 (0, +o0) ! (0, +o0) I
o ’ ’ xlna ’ xlna
1 1
8 | Inx (0, +o0) E (0, +o) ~dx
9 sinx R cosx R cosxdx
10 cosx R —sinx R —sinxdx
T 1 b4 1
11 | tex IR\{(2k+1)—|ke z} . R\{(2k+l)—|ke z} —
2 cos’x 2 cos’x
12 | ctgx R\ (k| ke Z} S R\ (k| ke Z} S
sin’x sin’x
13 | arcsinx -1, 1] ! (-1, 1) L
1-x’ 1-x’
14 | arccosx -1, 1] L (-1, 1) N S
1-x° 1-x°
15 arctgx R ! R 1
8 T+x° 1+
16 arcctgx R 1 R _
1+x? 1+x°




PROPRIETATI GENERALE Sl APLICATII
ALE FUNCTIILOR DERIVABILE

7.1. Proprietati generale ale functiilor derivabile

"/ Jeinitie

"/ Joinitie

eorema 1

&

eorema p

220 |

* Punctul x,e€/ se numeste punct de maxim local al functiei f daca existd o
vecindtate V' (x,) a lui x,, astfel incat f(x)<f(x,), VxeV(x,)NI. in acest caz,
valoarea f(x,) se numeste maxim local al functiei f in punctul x,.

* Punctul x,e/ se numeste punct de minim local al functiei f daca exista o
vecinatate ¥(x,) a lui x,, astfel incat f(x,)< f(x), Vxe V(x,)NI. In acest caz,
valoarea f'(x,) se numeste minim local al functiei f in punctul x,.

* Punctele de maxim local si de minim local ale functiei f se numesc puncte de
extrem local ale acestei functii.

* Valorile functiei f* in punctele ei de extrem local se numesc extremele locale ale
acestei functii.

Punctele de maxim (minim) local ale unei functii se numesc puncte de extrem local
ale acestei functii.

Teorema lui Fermat
Fie f: I >R (I c R) o functie derivabila pe intervalul deschis /. Daca x,e [ este
un punct de extrem local al functiei f, atunci f’(x,)=0 (fig. 9.3).
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Fig.9.3

Deoarece x,, x, si x, sunt puncte de extrem local al functiei f, avem f”(x,)=0,
£/(x)=0 si f'(x,)=0 (fig. 9.3).
1. Reciproca teoremei lui Fermat este falsa, deoarece pot exista zerouri ale lui f”
care sd nu fie puncte de extrem local ale functiei f. De exemplu, pentru functia
fiR=>R, f(x)=x", avem f’(0)=0, insd x, =0 nu este nici punct de maxim, nici
punct de minim pentru functia f.
2. Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem local sunt printre punctele critice
ale functiei f, adica in care f’(x)=0.
Teorema lui Rolle
Daca functia f: [a, b)] >R (a<b)

1) este continua pe [a, b],

2) este derivabila pe (a, b),

3) fla)=f(b),

atunci exista cel putin un punct ce (a, b), astfel incat f’(c)=0.

Punctul ¢ din teorema lui Rolle nu este intotdeauna unic pentru functia respectiva.
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ST PTTIIN 1. intre doud zerouri ale unei functii derivabile pe un interval deschis se afla cel putin un

U EVERUIES Zerou al derivatei acestei functii (fig. 9.3).
Rolle

2. Intre doua zerouri consecutive ale derivatei unei functii derivabile pe un interval deschis
se afla cel mult un zerou al acestei functii (fig. 9.3).

Teorema lui Lagrange

Fie f:[a, b]— R. Daca functia f este
1) continua pe [a, b],
2) derivabila pe (a, b),
atunci existd cel putin un punct ce (a, b), astfel incat f(b)— f(a)= f'(c)-(b—a).

Formula f(b)— f(a)= f'(c)-(b—a), sau W = f’(c), se numeste formula lui

Lagrange sau formula cresterilor finite.

1. Punctul ¢ din teorema lui Lagrange nu este intotdeauna unic pentru functia respectiva.
b 2. Teorema lui Lagrange este o generalizare a teoremei lui Rolle.
Exercitiu Fie functia /: R >R, f(x)=(x—-3)(2x+1)(3x +4). Sa se arate ca functia f’ are numai
% rezolvat zerouri reale.
Rezolvare:

_ 41 A L) scipe |4 L
f(x)—0<:>xe{ 3 2,3}. Deoarece f( 3)—f( 2)—0, rezulta ca pe [ 3 2]
derivata lui f* are cel putin un zerou real. Deci, exista punctul ¢, € (—%, —% ), astfel incat
f,(cl) =0.
De asemenea, f(—%)zf@)zo. Deci, exista punctul cze(—%, 3), astfel incat

f(c,)=0. In total, existd cel putin doua zerouri reale ¢,, ¢, peintervalele respective. Cum

f "R —>R este o functie polinomialé asociata unui polinorn de gradul 11, care are cel mult

o Jw * s

7.2. Aplicatii ale derivatelor la calculul limitelor de functii
Unele limite de functii pot fi calculate cu ajutorul derivatelor utilizand regulile lui I’Hospital.

Regula lui I’Hospital pentru cazul exceptat %

Fie / un interval deschis (/ € R), x,€ I si functiile f, g: I\ {x,} - R. Daca
£ 1) lim f(x)=lim g(x) =0,

2) functiile f si g sunt derivabile pe 7\ {x,},

3) g'(x)#0, Vxe V(x,)NI,
N A €3]

o0 g(%)
atunci exista limita lim ——= S ) si lim G ) f & ).
x—Xxg g(x) X=X g(x) x%xo g (x)




[ bservatii

Exercitiu

% rezolvat

Regula lui I’Hospital pentru cazul exceptat — este similard cu teorema 4.

1. Regulile lui I’Hospital sunt adevarate si in cazul in care x, — o, si pentru limitele
laterale in punctul indicat.

2. In caz de necesitate, daca este posibil, aceste reguli pot fi utilizate succesiv de doua,
trei sau de mai multe ori pentru calculul aceleiasi limite.

3. Cazurile exceptate (0-oo0, co—oo, 17, 0°, " pot fi reduse prin diferite metode la cazul

exceptat 9 sau —, dupa care se aplica regula lui I’Hospital.

0
X
11’15 3x2
Sa se calculeze: a) lim——=; b) lim .
x-2 x _8 X—>+oo 5x
Rezolvare: ,

Int
[3) L1

InZ 2
m— 2 _(0)_y; —lim—® = lim_L =
2 lxlirzlf—s_(0)_£159(x3—8)'_933x2 ==

2 2V’ ,
b) lim (2 )= tim Ga 2 = 1im 2= )= lim (6x) -=lim 62 =0.
vt 5% | oo | aoie (57) w94 57 In5 | o0 | x4 (5%In5)’ =51’ 5

3x . x=3

. X — 3 lim 3x:In o B

Asadar, llm( ) =e ( +2) =e ™",
xoteo| X+ 2

7.3. Aplicatii ale derivatelor in studiul functiilor

eorema 5

L

Fie f: I >R o functie derivabila pe intervalul deschis / (/ — R). Functia f este
crescatoare (descrescatoare) pe 7 daca si numai daca f'(x)>0 (f'(x)<0), Vxe I.

Dacd f'(x)>0 (f'(x)<0), Vxe I, atunci functia f este strict crescatoare (strict
descrescatoare) pe 1.

Intervalele de monotonie si punctele de extrem ale unei functii f: / >R (/ <R),

derivabile pe intervalul deschis /, pot fi determinate aplicand urmatorul algoritm:

L
IL.

I1I.
IV.

Se calculeazd f".

Serezolva ecuatia f’(x)=0, xe I (solutiile acestei ecuatii (zerourile functiei f”) sunt

eventualele puncte de extrem ale functiei f).

Se determind semnul functiei f” pe intervalele pe care ea nu se anuleaza.

Se stabilesc intervalele pe care functia f” are semn constant, acestea fiind intervalele

de monotonie ale functiei f.

Se determind punctele de extrem:

1. Daca f'(x)>0, Vxel, x<x,, si f(x)<0, Vxel, x>x,, atunci x, este punct
de maxim local al functiei f.

2. Dacd f'(x)<0, Vxel, x<x,, si f'(x)>0, VxeI,x>x,, atunci x, este punct
de minim local al functiei f.

Punctele de extrem pot fi determinate si utilizand /.

ﬂm Functia f: I R (I cR) derivabila de doua ori pe intervalul deschis / se numeste

convexa (concava) pe / dacd tangenta la graficul functiei f, in orice punct, se afla
sub grafic (deasupra graficului).
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Fie f: (a,b) >R o functie derivabild pe (a, b). Un punct x, € (a, b) se numeste
punct de inflexiune al functiei f daca existd o vecinatate (x, -0, x, +9), astfel
incat functia 1 sa fie convexa pe (x, — 9, x,) si concava pe (x,, x, +0J) sau invers.

Intervalele de convexitate, de concavitate si punctele de inflexiune ale unei functii f de

doua ori derivabild pot fi determinate aplicand urmatorul algoritm:

L.

IL.

I1I.

Se calculeaza f” si se rezolva ecuatia f”'(x)=0, ale carei solutii pot fi puncte de
inflexiune ale functiei f.

Se stabilesc intervalele pe care f” are semn constant, acestea fiind intervalele de
convexitate (dacd f”'(x)>0) si de concavitate (dacd f”(x)<0) ale functiei f.

Se determina punctele de inflexiune (daca existd) ale functiei f.

ﬂm Fie functia f/: E >R (E CR) si +e punct de acumulare pentru multimea E. Dreapta

"/ Jofinitie

eorema 6

£

"/ Jeinitie

IL.

de ecuatie y =/ se numeste asimptota orizontald la + a graficului functiei f (a
functiei /) daca lim f(x)=/.

O definitie similara poate fi formulata i pentru asimptota orizontala la —oe.

Fie functia f: £ —>R (E cR) si +c punctde acumulare pentru multimea E. Dreapta
de ecuatie y=mx+n, m#0, se numeste asimptota oblica la +- a graficului
functiei f (a functiei f) daca lim(f(x)—mx—n)=0.

O definitie similara poate fi formulata si pentru asimptota oblica la —oo,

Dreapta de ecuatie y=mx+n, m#0, este asimptota oblica la +o a graficului

functiei f: E —R daca si numai dacad m = lim % (m#0) si n=lim(f(x)—mx).

X—>+oo
O teorema similara are loc si pentru x — —co.

Fie functia f: E—>R (£ cR), ae R un punct de acumulare pentru multimea E.
Daca limita la stanga xl—i>51-10 f(x) (limita la dreapta xl_i)ilgo f(x)) este +o0 sau —oo, se
spune ca dreapta de ecuatie x =a este asimptota verticala la stanga (la dreapta)
pentru graficul functiei f.

Pentru a trasa graficul unei functii se recomanda parcurgerea urmatoarelor etape:
Se determina domeniul de definitie al functiei.
Se studiazd paritatea si periodicitatea functiei.

IIT". Se calculeaza limitele functiei la extremitatile intervalelor, se studiaza continuitatea func-

IV.

VI.

tiei si se determina asimptotele ei.

Se calculeaza derivata intai si se determind intervalele de monotonie si extremele functiei.

. Se calculeaza derivata a doua si se stabilesc intervalele de convexitate si concavitate

ale functiei si punctele ei de inflexiune.
Rezultatele obtinute in etapete [-V se includ in tabloul de variatie al functiei.

VII. Se traseaza graficul functiei.



7.4. Probleme de maxim si minim

Rezolvarea unor probleme cu continut geometric, fizic, economic etc. necesitd deseori

determinarea maximului sau minimului pe care il poate lua o marime variabila ce satisface
anumite conditii. Astfel de probleme pot fi rezolvate conform urmatorului algoritm:

I.  Problema se transpune in limbajul matematic cu ajutorul unei functii (pentru aceasta se
alege un parametru convenabil x, iar marimea studiatd se exprima ca functie de x).
II. Aplicand metodele studiate, se determind cea mai mica sau cea mai mare valoare a
acestei functii pe un interval obtinut in procesul rezolvarii problemei.
III. Se elucideaza sensul practic (in contextul problemei initiale) al rezultatului obtinut.
IV. Se scrie raspunsul.
- . . . Y M
Probleme 1 Sa se determine punctul graficului functiei
/
% rezolvate f:]0,4) >R, f(x)= 2x , situat la distan- /)
ta minima de punctul 4(2, 0) (fig. 9.4). I/
Rezolvare: /
Orice punct M al graficului functiei f are coor- ,’/
donatele (x, 2\/;), x20. 0 Aj e
Notam cu d(x) distanta dintre punctele 4 si M.
Fig. 9.4

Atunci, d(x) =/ (x—2)” +(2vx —0)* =/x? +4.
Minimul functiei d: R > R,, d(x)=+/x +4, este atins in punctul de abscisd x, =0.

Raspuns: Punctul cautat M coincide cu punctul O(0, 0) si distanta minima dintre punctele
M (0, 0) si A(2, 0) este egala cu 2.

2 Cheltuielile de productie (in lei) ale unui produs se descriu de functia definita prin for-

mula C(x)=5+11x, iar cererea — de functia definita prin formula p(x)=-x*+15x+11,

4<x<12. Sa se determine numarul de unitati de produs x pentru care venitul este

maxim, precum §i valoarea venitului maxim.

Rezolvare:

Venitul brut ¥ (x) = p(x)-x—C(x)=(=x" +15x+11)x—(5+11x) =—x’ +15x> = 5.

Derivata V'(x) =—3x> +30x. Din }/(x) = 0 obtinem ecuatia —3x” +30x = 0, cu solutiile
x, =0, x, =10 (x, =0 nu corespunde conditiei problemei). Deoarece ¥”(10) <0, avem in
punctul x =10 maxim.

Astfel, obtinem venitul brut maxim ¥ (10)=-10> +15-10* —=5=495 (lei).

Raspuns: 10 unitati; 495 lei.

D C
Probleme 1. Fie un semicerc de diametrul AB = 2r. Dintre toate
% propuse coardele [CD] paralele cu diametrul [AB] sa se deter-
¢ mine cea pentru care aria trapezului ABCD este maxima. A B

2. Sa se demonstreze ca dintre toate triunghiurile isoscele,

inscrise 1n acelasi cerc, cea mai mare arie are triunghiul
L)

echilateral.

>

B
3. In piramida patrulatera regulatd suma lungimii inaltimii ei si a laturii bazei este

egala cu 3. Sa se afle volumul maxim posibil al piramidei.



GEOMETRIE IN PLAN SI IN SPATIU

8.1. Elemente de calcul vectorial

* Orice pereche ordonata de puncte 4 si B din plan determina

R B
un segment orientat, notat AB (fig. 9.5).
* Punctul 4 se numeste originea, iar B — varful segmentului 4

orientat AB. Fig.9.5

In afara de origine si varf, segmentul orientat AB este caracterizat prin:

1. modul — lungimea segmentului AB (se noteaza |Z§ D;
2. directie — este determinatd de dreapta AB sau de orice altd dreaptd paralela cu AB;
3. sens — este pus in evidenta de sageata (in cazul nostru, se spune ,,de la 4 la B”).

@m Se numeste vector multimea tuturor segmentelor orientate care au acelagi modul,
aceeasi directie si acelasi sens ca §i un segment orientat dat.
Egalitatea a = AB exprima faptul ca vectorul a este reprezentat de segmentul orien-

tat AB.
Daca extremitatile segmentului orientat coincid, atunci acest segment defineste vectorul

nul 0= AA=BB=CC=00-=..

v' Suma vectorilor

Daca vectorul a= OA vectorul b= AB atunci a+b=0A+AB=0B=c (regula
triunghiului) (fig. 9.6).

Daca vectorul a= OA vectorul b= OB si OACB este un paralelogram, atunci
4+b=04+0B=0C=c¢ (regula paralelogramului) (fig. 9.7).

D01 vectori se numesc vectori opugsi daca suma lor este Vectorul nul. Opusul vectorului
4=AB este vectorul —a = BA definit de segmentul orientat BA:

_— — —

—a+a=BA+ AB=BB=0.
Daci a =04, b= 0B, atunci E—E:E+(—5):&+%=ﬂ (fig. 9.8).

a+b=c
Fig.9.6 Fig.9.7 Fig.9.8

v Produsul unui vector cu un scalar

Produsul vectorului & cu scalarul Ae R este vectorul @, care se noteazd a =Ab si
poseda proprietitile: |a|=|A||b| si a TT b, daca 1 >0; a 1T b, daci 1<0.

v’ Proprietiti ale operatiilor cu vectori

1°a+b=b+a; 2° a+(b+c)=(a+b)+c; 3° a+0=a;

4° A wa =A(ua); 5° Aa +ua = +u)a; 6° Aa +Ab=A(a+b);

7° 0-a=0, pentru orice A, ueR.



v Produsul scalar a doi vectori
VAN

a-b=|a|-|b|cose (¢=(a,b) — unghi format de vectorii a, b de aceeasi origine).

v’ Proprietiti ale produsului scalar a doi vectori

- - T = _ - - _ - - - =2 —
1°a-b=b-a; 3° a(b+c)=ab+ac; 5°a-a=a =|al.
2° (Aa)b=A(a-b); 4° a-b=0<a lb;
v’ Operatii cu vectori in coordonate

In sistemul cartezian de coordonate xOy din plan cu reperul {O, i, ;}, orice vector a
din plan poate fi reprezentat astfel: a = xi + y}.

Numerele x, y se numesc coordonatele vectorului a si se noteazi a =(x, y).

Dacd a=(x,, y,) si I;:(xz, ¥,), atunci:

1)5=l;<:>xl:x2 si y, =y, 5) 5‘E=x1xz+y1%;

2) atb=(x tx, 3 ) 6) |al=yx} +7;

3) Aa =(Ax,, Ay); ™ +

)_ _ ( xl‘ )J;l‘) 7) cos(a, b) = lexzz ylfz =

4) a||b<:>x—=y—; \/xl +) \/x2+yz
2 2

Daca A(xl’ yl)a B(xz’ yz)’ atunci AB=(x, =X, ¥, = W) si |AB|:\/(X2 _xl)z +(y2 _yl)z'

.. . . + +
Daca M(x, y) este mijlocul segmentului 4B, atunci x = LT y= D)

2 2
8.2. Formule de baza pentru triunghiuri
v Triunghiul arbitrar
Fie triunghiul ABC (fig. 9.9). Notam: y

a, b, ¢ — lungimile laturilor BC, AC si, respectiv, AB,
o, B,y —masurile unghiurilor opuse laturilor BC,
AC si, respectiv, AB;

p —semiperimetrul triunghiului ABC;
R — raza cercului circumscris; B DE 4 ¢

r — raza cercului inscris; Fig.9.9

.o/ — aria triunghiului;

h,=AD, m, = AA, —naltimea, respectiv lungimea medianei corespunzatoare laturii BC;
[, = AE —lungimea bisectoarei unghiului 4.

In aceste notatii:

a+ f+y=180%

a’ =b*+c* =2bccosa (teorema cosinusului);

Siz o SiIll) B = silcly =2R (teorema sinusurilor);

&/=%a-ha; oz/:%bcsina; ,,vffz\/p(p—a)(p—b)(p—c) (formula lui Heron);
m, =% 2(b° +c*)-a’;
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b_EC

- (proprietatea bisectoarei);

¢ BE
Jbe(a+b+c)(b+c— a)
b+c

I =\Jb-c=BE-EC; I, =

v' Triunghiul dreptunghic

Fie triunghiul dreptunghic ABC (fig. 9.10). Notdm: lungimile catetelor cu a, b, lungimea
b,. Atunci:

ipotenuzei cu ¢, lungimea proiectiilor catetelor pe ipotenuzd cu a,,

¢’ =a*+b’ (teorema lui Pitagora),

/=Lap=Len.
.;zi—za b—2c h,;

b
_atb-c, R=C.
2 2’
a=csina=ccos 3 =btga =bctg B; ) o
h’=a,-b; b>=c-b; a’=c-a,. .
Fig.9.10
v' Triunghiul echilateral
azx/_ a
ol = unde a este lungimea laturii triunghiului.

Y «/‘
Triunghiul ABC este asemenea cu triunghiul 4, B,C, (AABC ~ AA4,B,C,) daca si numai
daca are loc una dintre urmatoarele conditii echivalente:
1) AB:BC:CA=AB,:BC, :CA;
2) AB:BC=AB,:B,C, si m(£LB)=m(£B,);
3) m(£LB)=m(LB,) si m(£L4)=m(LA4,).
Linia mijlocie a triunghiului este paralela cu o latura a triunghiului si are lungimea egala

cu jumatate din lungimea acestei laturi.
Bisectoarele triunghiului sunt concurente in centrul cercului inscris in triunghi.

Mediatoarele laturilor triunghiului sunt concurente in centrul cercului circumscris
triunghiului.

Medianele triunghiului sunt concurente intr-un punct, numit centrul de greutate al
triunghiului, si se Tmpart In punctul de concurenta in raportul 2 : 1, considerand de la varf.

Inaltimile triunghiului sunt concurente intr-un punct numit ortocentrul triunghiului.

8.3. Formule de baza pentru patrulatere si poligoane
v Patrulaterul convex ABCD cu unghiul @ format de diagonalele AC si BD, .«/ — aria:
m(£A)+ m(£LB) + m(LC)+m(£LD) =360°% .o = %AC -BDsing.
v’ Paralelogramul cu laturile a si b, unghiul ¢ format de ele, 4, — indltimea cores-

punzatoare laturii a, diagonalele d, si d,, .o/ — aria:
ol =ah,=absing;  d}+d; =2(a’ +b*).

v Rombul: o =ah, =a’sin ¢ = %dldQ.
v’ Dreptunghiul: . = ab.



2
v Patratul cu diagonala d: .«/ = a’ =d7.

v Trapezul cu bazele a si b, indltimea 4 si linia mijlocie /:

1=“—;b; ﬂ:“ébh:m.

v' Patrulaterul convex ABCD este inscriptibil dacd si numai daca
m(ZLABC)+m(£LADC) =180°.

v" Patrulaterul convex ABCD este inscriptibil dacd si numai daca
m(£LABD)=m(ZLACD).
v Teoremele lui Ptolemeu pentru patrulaterul inscriptibil:
1. Patrulaterul convex ABCD este inscriptibil daca si numai daca
AB-CD+ AD-BC = AC - BD.

2. Intr-un patrulater inscriptibil ABCD are loc egalitatea:
AC _ AB-AD+ BC-CD
BD ~ AD-CD+AB-BC’
In patrulaterul convex ABCD poate fi inscris un cerc daca si numai daci

AB + CD = AD + BC (sumele lungimilor laturilor opuse sunt egale).

v Poligonul regulat cu n laturi (a, — lungimea laturii poligonului, r — raza cercului
inscris, R —raza cercului circumscris, ./ — aria poligonului, p — semiperimetrul):

a3=R\/§; a4=R«/3; a, =R; an=2Rsin18n0; .M=%=pr.

v’ Cercul si discul de razd R (L — lungimea cercului, / — lungimea arcului de cerc,
o/ —ariadiscului, .o/, —aria sectorului, & —masura arcului (unghiului la centru) in grade,
¢ — masura arcului in radiani):

L =27R: l=7f§—00§; [=Rg;
2
oA =R o =R LR

ST360°7 T2

8.4. Paralelismul dreptelor si planelor

Doua drepte in spatiu se numesc paralele daca sunt situate in acelasi plan si nu au
puncte comune sau daca coincid.
O dreaptd se numeste paraleld cu un plan daca ea nu are puncte comune cu acest plan
sau daca este inclusa in acest plan.
Doua plane se numesc paralele daca ele nu au puncte comune sau daca coincid.

Pozitiile relative ale dreptelor si planelor

1. Pozitiile relative a doud drepte

a si b coplanare a si b necoplanare
a
| /= [/ IS
aNb={C} aNb=0 a=b aNb=0
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2. Pozitiile relative ale unei drepte si unui plan

a secanta cu o a paraleld cu o

\a 4
\‘ A b _—a

o . o
s o
aNa={4} (bca,allb)= a|a aco
3. Pozitiile relative a doua plane
o si B secante o si B paralele

S|\ =\ L

aNB=c aNp=9

8.5. Perpendicularitatea in spatiu

Doua drepte in spatiu se numesc perpendiculare daca masura unghiului format de ele
este de 90°.

O dreapta se numeste perpendiculard pe un plan daca ea este perpendiculara pe
orice dreaptad din acest plan.

Daca o dreapta este perpendiculara pe doua drepte concurente situate intr-un plan, atunci
dreapta este perpendiculara pe acest plan.

[¢ |4 __|b
/ Ll / / | /
| | |
o I a I I
| | |
(aca, bca, alfb, cLla, c1lb)= cla (al|b, ala)=bla
a

/ pr“a/
o _7b
7

bco 1)alb= pralb
(ala, blo)= a|lb 2yblpr,a= alb

L=/

([4,B,]1= pr,[4B], AC|[AB)=
= lungimea proiectiei [4B] este ABcos@ (FcpB, F=pr,F, m(£L(of)) =)= .4, =.cosp




8.6. Transformari geometrice

| Transformari geometrice ale spatiului |

| Izometrii |

Alte transformari

/ \ geometrice
Simetria | Translatia | Simetria | | Rotatia in Simetria |Omotetia| | Asemanarea
centrala axiala jurul unei fata de
drepte un plan

Simetria centrala: S,

1. S,(0)=0;
2. VM #0, S,(M)=M’, unde O este
mijlocul segmentului MM’

Simetria axiala: §,
B]f-. M/ ’ d
B,} A /

l.VMed, S,(M)=M;

2. VAe d, S,(4A)=4’, astfel incat 44" Ld
si dacd 44°Nd ={M}, atunci punctul M
este mijlocul segmentului A4".

Simetria fatd de un plan: S,
A/
D

B=FB

o

|
A

A

l. VBea, S,(B)=5B;

2. VA¢ o, S,(A)=A’,astfelincat A4 Lo
si, dacd 44’No={M}, atunci punctul M
este mijlocul segmentului 44",

Translatia determinata de perechea
ordonatd (4, A") de puncte distincte: 7,

A A
T 1
g g
M <
NG | NG |
N \J
c of

VM ¢ (44"), t,,(M)=M’, astfel incat
AA'M’M  este paralelogram.
t,,(C)=C".

Asemanarea de coeficient £, £ >0

Pentru orice puncte 4, B ale spatiului si imaginile
lor 4’, B” are loc egalitatea A'B’=k- AB.

A
B/
C
B B C/
A
A'B'=2A4B,
A'C'=24C,
B'C’=2BC.

Omotetia de centru O si coeficient &




ELEMENTE DE TRIGONOMETRIE

9.1. Functii trigonometrice

m Cerc trigonometric se numeste cercul de raza 1 cu centrul in originea sistemului de

axe ortogonale (intr-un plan).

In trigonometrie se utilizeaza doud unititi de masura a unghiurilor: gradul si radianul.

. . . . a _180°
Trecerea de la o masura la alta se realizeaza folosind formula prii unde a este
- N . o N . . . . .. o . a
masura in grade, iar o—masura in radiani a unghiului. De aici, a = ;1800, iar o = 180° ¥4

pentru orice unghi.

m Unghiul de 7 rad are in grade mdsura de 180°. Deci, unghiul de 1 rad are in grade

masura % =~ l?flo 7= 57°17°44”. Invers, unghiul de 1° are in radiani masura % rad.
y
T
Fie M (x, y) un punct pe cercul trigono- 90° (7)
metric, ¢ — masura unghiului format de (OM
s ( : M(x,y)
cu (Ox (fig. 9.11).
Atunci: 180° [(m) t 0°(0)
sint=y; -1 O Nt | 1)360°2m) x
Cost =Xx;
tgr=0 Y 12T s kn, ke Z; -1 N, )
cost X 2 270°|( 31
ctgtch)St:l, t#mk, ke Z. (2 )
smfy Fig. 9.1

YDEIIT  Funciia

a) 1 R—[-1,1], f(¢)=sint, se numeste functie sinus;
b) f: R—[-1,1], f(z)=cost, se numeste functie cosinus;

¢) R \{% + k7t| ke Z} —>R, f(t)=tgt, se numeste functie tangenti;

d) f:R)\ {ﬂ'k| ke Z} >R, f(t)=ctgt, se numeste functic cotangenta.

Functiile trigonometrice se utilizeaza in diverse domenii: geometrie, fizica, in viata cotidiana
etc.

Problema Efectuand masurarile necesare, sa se de-
% rezolvata termine distanta dintre punctele 4 si B
(inaccesibil), intre care este un obstacol

(un rau) (fig. 9.12).

Rezolvare:
Determinam un punct C (accesibil), astfel
incat dreptele trasate CA si CB (imaginar)




formeaza un unghi de 90°. Determindm masura unghiului 4 si masuram distanta 4C. Utilizand
AC

. . C AB=
definitia cosinusului, obtinem cos(ZA)

(valoarea cosinusului se determina din tabele,

cu ajutorul calculatorului s.a.).
Substituind datele, obtinem distanta 4B.

m Formulati, folosind graficele (fig. 9.13-9.16), propriettile celor patru functii trigonometrice.

y
1 y=sinx
& Coa 7 \ /
- _r (0] T T 3n 27 X
2
-1
Fig.9.13

Fig.9.14
Y \y

| | | | -

| | '5‘?: | Yo

1 1 // 1 1 r 1

o/ /. AN
_r T, /7 3¢ X T _aN\O| TN\ T X
2, 2, D2 2 2\

Fig.9.15 Fig.9.16

. . T T
arcsinx=y & siny=x, xe[-1,1], yE[—E,E];

arccosx=y < cosy=x, xe[-1,1], ye[0, x];
22
arcctgx=y &ctgy=x, xeR, ye (0, ).

Unele valori pentru arcsin, arccos, arctg, arcctg pot fi determinate folosind tabelul valorilor

functiilor sin, cos, tg, ctg (tabelul 1).

A3z 7 [z ]l 7x_A3.
BT crein 2 = deomece B[ -2 2] i snE =,
V2 _3r

arccos(— T)— T, deoarece

NG

T T
arctg—— =—, deoarece —e€ (—

arctgx=y < tgy=x, xeR, ye(—7r ﬂ);

3
4

T ﬂ)si tg%:ﬁ

. 3m N2,
e[0, ] st cosT— 5

36 6 2°2 3
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Valorile functiilor trigonometrice pentru unele unghiuri

Tabelul 1
ot | 0 | Z | £ | Z | Z || ZZ | £ | 2| 5 |2 | 2| 2L |z
6 4 3 2 3 4 6 6 4 3 2
o (grade) 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135°| 150° | 180° | —30° | —45° | —60° | —90°
e | 0| L2 |5 1 |B|2] L] o | L2 5]
s 2 2 2 2 2 2 2 2 2
o
gcosa 1 ﬁﬁl 0 _l_ﬂ_ﬁ_lﬂﬁl 0
by 2 2 2 2 2 2 2 2 2
<
S NE) nu V3 V3 nu
=l tgo |0 3 L E T e ENE R -3 0 3 1 [ =V3 ] s
o
= nu 3 V3 nu 3
S| et | g | V3| 1 R s 3 | exista | V3 | 1 51 0
9.2. Formule (identitati) trigonometrice
Identitdtile trigonometrice fundamentale
sin“a+cos’a=1, aeR; tgor-ctgar =1, ai%k, ke Z;
1 2. 1 T . 2. 1
+tg'a = —, a#=+nk, ke Z, l+ctg'a=——, a#nk, ke Z.
cos’ & 2 sin’ o
Formule pentru functiile trigonometrice ale sumei i diferentei de unghiuri'
sin(or = ) =sina cosf £ cosa sinf3, o, Be R;
cos(o = B) =cosocosf Fsinasinf, o, feR;
+
tg(at f) = % pentru o, f € R, astfel incat exista
tgatg B si 1¥tgortg B #0.
Formule pentru functii trigonometrice ale multiplilor unui unghi
sin2a = 2sino cos; cos20 =cos’ o —sin’
sin 30 = 3sino — 4sin’ o; cos3a =4cos’ o —3cosa.
Aceste formule pot fi obtinute utilizind formula Iui Moivre si formula binomului lui
- Newton:

(cosa +isine)" =cosno +isinno
pentru n=2 si n=3.
Similar se obtin formule pentru functii trigonometrice ale multiplilor unui unghi pentru
orice ne N". De exemplu, egaland partile reale si, respectiv, cele imaginare ale expresiilor

din ambii membri ai egalitatii ce reprezintd formula lui Moivre, pentru n =4 obtinem
formulele: . , , )
cosdo=cos’a —6¢cos o sin“or +sin"¢;

sindo = 4cos’a sina —4cosa sin’o.

! Tn continuare vom considera ca «, € R, daca nu se va preciza altceva.



Formule de micsorare a puterii functiilor trigonometrice

1+cos2a . . 1—cos2ax
—_— sin“ ¢ =—————,

2
cos’ o=
2 7 2

o
F /! t = t
ormule pentru sin 5 cosZ 5 g >

.o 1—cosx o 1+ coso
—_=t [ — =t [ —
sin > _1/ 5 cos 7 _1/ R

.o
sin—~
o 2 /1—cosa o l-coso
to 2 = =+ , ox(2n+Drm, neZ; t =————, a#nn, nel.
82 cos® I+cosa ( ) 82 " Tsina

2

+

Formulele substitutiilor universale

2tg§ 1-tg’ 2
sino = , a#(2n+)r, neZ;, coso= , 0 #R2n+Dr, ne Z,
1+tg2g 1+tg’ e
2 2
2tg %
tga:i, a#2n+r, aiw, neZ.
l—tgz% 2

Formule de transformare a sumelor functiilor trigonometrice in produse si invers

sina+sinf = 2sma+’B ﬂ; sina—sinf3 :2cosMsinﬂ;
2 2 2 2
cosa+cosﬂ=2003a+ﬂcosa_ﬂ, cosa—cosﬁ=—2sina+ﬁsina_ﬂ;
2 2 2 2
sinoccos § = %[sin(a + B)+sin(o — [)’)]; cosocosf = ; [cos(ax + B) +cos(a — PB)];

sinocsinf3 = %[cos((x —B)—cos(ax+ p)].

La rezolvarea ecuatiilor si a inecuatiilor trigonometrice se va tine cont de faptul ca:

arcsin(—x) = —arcsinx, xe [, 1]; arctg(—x) = —arctgx, xe R;
arccos(—x) = —arccosx, xe [, 1]; arcctg(—x) = —arcctgx, xe R.
arcsin x = % — arccos x = arctgL, xe (-1, 1)

: N
arccosx =2 — arcsin x = arcctg X xe (=1L 1);

: N

T .
arctgx = 5 arcctg x = arcsin , Xe R;

X
V14 x?

ad R
m, xe R.

V4
arcctgx = 57 arctg x = arccos

. V2 _ .2 T, V2 _ V2 _ T _ 3w,
m arcsin —T ——arcsmT——Z, arccos —T —ﬂ_arCCOST—ﬂ:—Z—T,
arctg(—%): —arctg%; arcctg(—g]: T — arcctg@.



9.3. Ecuatii trigonometrice

Ecuatii trigonometrice fundamentale
sinx=a & §={(-1)" arcsina+7k| ke Z}, ae[-1,1];
tgx=aS= {arctga+ﬂk| kel}, aeR,;
cosx=a < S ={(tarccosa+ 2ﬂk|ke Z}, ac[-1,1];

ctgx=a S= {arcctga+7rk| kel}, aeR.

Metode principale de rezolvare a ecuatiilor trigonometrice

1. Metoda utilizarii necunoscutei auxiliare.

2. Metoda descompunerii in factori.

3. Metoda impartirii ambilor membri ai ecuatiei omogene la sin"x (saula cos"x), ne N".
4. Metoda omogenizarii.

5. Metoda unghiului auxiliar.

6. Metoda aplicarii formulelor substitutiilor universale.

7. Metoda reducerii la un sistem de ecuatii algebrice.

Exercitiu Sa se rezolve in R ecuatia sinx+cos2x—1=0.
% rezolvat Rezolvare:

sinx+cos2x—1=0sinx+1-2sin’x-1=0 & sinx—2sinx=0 &
sinx=0 sinx=0 x=nn, nelZ

4:)smx(2s1nx—1)=0<:}[2$inx:1 sinx:%@ x=(_1)k%+ﬂk’ keZ.

Réspuns: S={(—1)k%+n'k|ke ZyU{rnn|ne Z}.

9.4. Inecuatii trigonometrice

Inecuatii trigonometrice fundamentale

sint >a & S = U(arcsina + 27k, m —arcsina +27k), ae[-1, 1);
keZ

sint<a < S =U (- —arcsina +27k, arcsina +2nk), ae (-1, 1];
keZ

cost >a < S = U (—arccosa+2rk, arccosa +2nk), ae[-1,1);
k=2

cost<a < S = U (arccosa+2rmk, 2m —arccosa +2nk), ae (-1, 1];
keZ

_
2

kel

tgt >a < S = U (arctga +7k, %+7‘Ck), aeR; tgi<aeS= U( +7k, arctga +77:k), aeR;
keZ

ctgt>a & S= kUZ(nk, arcctga+mk), aeR;  ctgt <a < S= U (arcctga +rk, w +nk), ae R.
€ keZ

In cazul inecuatiilor nestricte, in raspuns se vor include: ambele extremititi ale intervalelor
pentru inecuatiile sinf>a, sint <a, cost <a, cost 2 a; extremitatile din stinga ale
intervalelor respective pentru inecuatiile tg7 > a, ctgs <a; extremitatile din dreapta ale
intervalelor respective pentru inecuatiile tgs <a, ctgt=a.




ELEMENTE DE ALGEBRA SUPERIOARA

10.1. Operatii cu matrice

2

Exercitiu
rezolvat

Multimea matricelor de tip (m, n) sau mxn (m, ne N) cu elemente din Z (respectiv
Q, R, C) se noteaza cu ./, (Z) (respectiv cu .4, (Q), ., (R), M, (C). Pentru

m, n

m =n matricea se numeste pdtraticd de ordinul n, iar multimile respective se noteaza cu
AM(Z), M(Q), M(R), M (C). In matricea pitratica A=(a;), i,j =1, n, elementele
a,, a,, ..., a, formeaza diagonala principald, iar elementele a,, a,, |, ..., a,,,, a,, —
diagonala secundard a acesteia. Matricea patratica se numeste superior (respectiv infe-
rior) triunghiulard daca toate elementele ei situate dedesubtul (respectiv deasupra)
diagonalei principale sunt egale cu 0. Matrice unitate de ordinul n este o matrice patratica

1 0 ... 0
de forma /, = 0 1 .. 0 Matrice nula (O) este o matrice de orice tip ale carei elemente
00 .. 1

sunt nule.

Suma matricelor A=(a;) si B=(b,) de tip (m, n) este matricea de acelasi tip
C=A+B=(a,+b,), i=1,m, j=1n.
Produsul matricei A=(a;) cu un numdr A este matricea C=1-4=(1-a,).
Transpusa matricei A=(a;)e M, (C) este matricea 'd=(a;)e .M, (C), i=1,m, j=1,n.
Produsul matricelor A=(a,), i=1,m, j=1,n, si B=(b,), j=1,n, k=1,s (se defineste
numai daca numarul coloanelor primei matrice este egal cu numarul liniilor matricei a doua)
este matricea D =(d,,), i=1,m, k=1,s, unde d,=a, b, +..+a,b,.

. . 20 2 3 1 5 -3
Fie matricele A_(—l 3), B_(—l 0 8)’ C_(Z 1}
Sa se determine daca exista si, in caz afirmativ, sa se calculeze:
a) A+B; b) 4+C; ¢)3C;  d) 4-B; e) B-C; f) ‘4.

Rezolvare:
a) A+ B nu existd, fiindca 4 si B nu sunt matrice de acelasi tip;

i e o T

d)A.B:( 2-2-0 2:3+0  2-1+0 ):( 4.6 2)

-1-2+3-(-1) -1-34+43-0 —1-1+3-8 -5-3237f

e) B-C nuexista, deoarece numarul coloanelor matricei B este diferit de numarul liniilor
matricei C;

; 2 -1

f) ‘4= ( 0 3 )

Operatiile de adunare si inmultire a matricelor poseda aceleasi proprietati ca si operatiile
respective asupra numerelor, cu exceptia proprietatii comutative a inmultirii matricelor. Pentru
operatia de transpunere a matricelor, mentionam urmatoarele proprietati:

1°(A-A)=1-4; 2° (A+B)="4A+'B; 3° (4)=4; 4° "(AB)='B-4.

Inversa matricei patratice 4 de ordinul # se numeste matricea patratici 4~ de ordinul »
care satisface conditiile 4- A™' = A™' - A= 1,. Mentiondm proprietdtile operatiei de inversare:

1° (4-B)y'=B"-47";

2° daci exista inversa matricei A (adica A4 este inversabili), atunci A~ este unica.



2

2

Exercitiu
rezolvat

Exercitiu
rezolvat

Si se rezolve ecuatia 3X —24= ('B)* - C, daci:

2 1-i 1 -2 1 1 0
A=|0 3+i |, B=|2 1 2| C=|2 -1}
1 —2+2i 0o 3 =2 0 2
Rezolvare:

in baza proprietatilor operatiilor cu matrice obtinem:

3X=24+(B)*-C, X:%(2A+(’B)2 -C).

12 0 12 0 -3 4 6 5 8
Intrucat (B =| -2 1 3| =2 1 3|=| -1 3 —3|, obtinem (B)*-C=| 5 -9|
1 2 =2 1 2 =2 =5 0 10 -5 20
4 2-2i 5 8 9 10-2i
Deci,X:% 0 6+2i|+ 5 -9 =% 5 3421 |.
2 —4+4 =5 20 -3 16+4

Pentru a determina inversa unei matrice se aplica transformdrile elementare ale liniilor
unei matrice, si anume:

a) permutarea a doua linii;

b) inmultirea elementelor unei linii cu un numar nenul;

c¢) adunarea la elementele unei linii a elementelor respective ale altei linii, Inmultite cu
acelasi numar.

Se spune cd matricea nenuld A este o matrice esalon (in trepte) daca primul (de la
stdnga) element nenul (el se numeste lider) din fiecare linie, incepand cu a doua, e situat
mai la dreapta decat primul element nenul din linia precedenta.

Pentru determinarea inversei matricei patratice 4 de ordinul n, se formeaza matricea
(A4 1 1,). Asupra liniilor acesteia se aplica transformari elementare astfel incét s se obtina
o matrice esalon de forma (/, | B) (daci este posibil). Matricea B este 4™'. In cazul in
care aceastd transformare este imposibild, inversa matricei 4 nu exista.

301 2
Sa se determine inversa matricei A=| 0 2 -9 |
10 -2
Rezolvare:
31 20100 10 —2!0 0 1
(AI]3):( 02 =910 I 0} 02 =910 1 0f-~
3—10—2!001C01—45103_2
10 2! 00 1 10 0! 4 —2 13
<l o1 -4l 10 3\~010i9—427~
00 -11-2 1 —64hb|loo0 112 1 -6
10 0l-4 2 -13 4 2 13
~lo 1 0l 9 —4 27| Astfel, 47=| 9 —4 27| (Verificati.)
00 1] 2 -1 6 2 -1 6




10.2. Determinanti

a a all alZ al3
. o o 11 12 :
Se numeste determinantul matricei A= , respectiv C=|a, a, a, |,
a21 a22
a}l a32 a33
sau determinant de ordinul 2, respectiv 3, numarul notat | 4| =aq,,a,, —a,,a,,, respectiv
|C|= Ay Ay T A1y Ay Gy T A1305,05) = A130y, A5 — A Ay305, — Ay dyy, CATC SC mai noteaza
det 4, respectiv detC, sau A.

Determinantul matricei pdtratice 4 de ordin arbitrar n, n>2, este numarul
|A|=a,(-D)"'"M| +..+a,(-1)"" M) sau |A|=a,(-1)"M+..+a, (-1)""M. Aici
M — minorul complementar al elementului a, — este determinantul matricei patratice de
ordinul n —1 obtinute din 4 prin suprimarea liniei 7 §i a coloanei s. Aceste expresii se numesc
dezvoltarea determinantului dupa linia i (respectiv coloana i).

Exercitiu Sa se calculeze A=

% rezolvat

NN o =

2 —
1
0

—_ —

Rezolvare:
A=1-11+2-2-240-0-(-)—(-1)-1-2—-1-2-0-2-0-1=10+1.
Acelasi rezultat se obtine daca dezvoltam determinantul dupa o linie (coloand), de exemplu,
dupa linia a treia:
-1
2

1 -1
0 2

2

___3+12 C(—1)\3+2 ~._3+31
A=2-(-D"|] +0-(-1) DT

‘:2~(4+1)+0+i~1:10+i.

Proprietati ale determinantilor (a caror utilizare faciliteaza calculul lor)
1° Determinantul matricei este egal cu zero daca este satisfacuta una dintre conditiile:

a) elementele unei linii (coloane) sunt egale cu 0;

b) elementele unei linii (coloane) se obtin din elementele respective ale altei linii
(coloane) prin inmultirea lor cu acelasi numar (se spune ca astfel de linii (coloane)
sunt proportionale);

¢) in particular, doua linii (doua coloane) sunt egale.

2° Determinantul matricei 4 este egal cu determinantul matricei ‘4.
3° Daca matricea B se obtine din 4 permutand doua linii (coloane), atunci det B = —det A.
4° Factorul comun al elementelor unei linii (coloane) poate fi scos in fata determinantului.

5° Daca matricea B se obtine din 4 adunand la elementele unei linii (coloane) elementele
respective ale altei linii (coloane) inmultite cu acelasi numar, atunci | B|=| 4|.

Expunem doua metode eficiente de calcul al determinantilor:

1) transformarea determinantului astfel incat toate elementele unei linii (coloane), in
afard de unul, si fie nule, apoi dezvoltarea lui dupa linia (coloana) respectiva;

2) transformarea determinantului astfel incat toate elementele situate deasupra sau
dedesubtul diagonalei principale (sau secundare) sa fie nule.

In cazul 2) se obtin determinanti de forma:

a,  ap @, 4, a4y Ay Gy, (1)
— — — 2
A = y @, | =y, Ay =lay ay a,, 0|=(C1 M PRI
0 0 a, a, 0 0 0



Recapitulare finala

10.3. Sisteme de ecuatii liniare
Un sistem arbitrar de m ecuatii liniare cu 7 necunoscute are urmatoarea forma:

a,x, +..+a,x,=b,

In""n

. . *
.................... a;,beC,i=1,m, j=1,n, mneN. (1)
a,x, +..+a,x =b ,
, a, a, .. a,) — (a, a, .. a, b
Matricele A =| -t , A= se numesc, res-
aml amZ amn aml am2 amn bm

pectiv, matricea si matricea extinsd ale sistemului (1).

In cazul in care sistemul (1) are forma arbitrard, pentru rezolvarea lui se aplicd metoda
lui Gauss, care consta in urmétoalele:
1. Se scrie matricea extinsd 4=(4 | B) a sistemului (1) si se reduce, cu ajutorul
transformarilor elementare ale liniilor, la forma esalon Z =(4, | B)).
2. Daca numarul liniilor nenule in 4, este mai mic decat in Z, atunci sistemul este
incompatibil.
3. Dacd numarul liniilor nenule in 4, si Z este acelasi, se formeaza sistemul de ecuatii
(echivalent cu cel initial) corespunzator matricei 4,. Sunt posibile urmatoarele doua cazuri:
3.1. Sistemul respectiv contine un numar de ecuatii egal cu numarul necunoscutelor
(este un sistem triunghiular).
In acest caz, sistemul are o unica solutie, care se determina astfel: din ultima
ecuatie se afla valoarea necunoscutei x, si se inlocuieste in celelalte ecuatii,
apoi din penultima ecuatie se calculeaza valoarea lui x, |, care se inlocuieste in
ecuatiile precedente, s.a.m.d. pand se obtine valoarea necunoscutei x,.

3.2. Sistemul respectiv contine mai putine ecuatii decat necunoscute (este un sistem
trapezic).
In acest caz, se specifica necunoscutele principale (de exemplu, necunoscutele
ale caror coeficienti sunt liderii matricei A, ). Celelalte necunoscute sunt secun-
dare si se noteazd x, =@, ..., x, =Y, unde ¢, ..., y € C. Dupa ce se trec terme-
nii ce contin necunoscutele secundare (parametrii) Tn membrii din dreapta ai
ecuatiilor, se obtine un sistem triunghiular in raport cu necunoscutele principale.
Ca si in cazul 3.1, se exprima necunoscutele principale prin parametrii ¢, ..., ¥
si se obtine solutia generala x, = f, (o, ..., ¥), ..., x, = f, (¢, ..., v). Evident,
sistemul poseda o infinitate de solutii.

Pentru rezolvarea sistemelor care contin un numar de ecuatii egal cu numarul necu-
noscutelor si ale caror matrice au determinantul nenul pot fi aplicate douda metode: regula lui
Cramer si utilizarea matricei inverse.

(Regula lui Cramer)

s Dacéd in (1) m =n si determinantul A=| 4| este nenul, atunci sistemul are o unica
. " . . . A, A, A,
solutie (este compatibil determinat) si solutia sa este x, = A0 TR e L =5

unde A,,i=1, n, se obtine din A nlocuind coloana i cu coloana termenilor liberi.

In conditiile teoremei 1, solutia sistemului (1) poate fi determinati si cu ajutorul matricei
inverse: b

=471 | )




EXERCITII SI PROBLEME RECAPITULATIVE

Profilurile umanist, arte, sport

A

1. Saserezolvein R ecuatia:

4:[5(1,2:36 + 1% :0,25—1,8(3))-12.8] =

=0,125x:[(7-6,35):6,5+9,8(9)].

_ V5= 246 (5+246)(-49+2076)
. Sa se deter-
V27 =318 +3V12 -8
mine valoarea de adevar a propozitiei:
a) aeN; b) ac Z, ¢) ae @
d) aeR; e) ae Z\N, f)ac Q\Z

2. Fie

3. Sa se completeze cu unul dintre semnele >, =, <, astfel
incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:

a) 243 [ V13; b) V19 [ ]v26-1;
0) 35 []53; d) 0,225 [_]0,11/100.
4. Sa se determine multimile 4UB, AN B, A\B, B\ 4,

daca:

a) 4=[/3;3), B=[1,9;10];

b) A={xeR|x’-x-2>0}, B={xeR|[3—x—x">0}.
5. Saseaducd la forma cea mai simpla expresia:

2) a’-2a+4 2a’—a _ a+2 )\ 4  a+4.
2a° +a | a* +2a

3—6a’

4a* -1 a’+8

2vb ava+b\b  ab
f+f (Ja++b)a-b) a-b

15. Sase completeze cu un numar real, astfel incat multimea
solutiilor ecuatiei 2x’ —Dx +1=0 sa contina:
a) un element real;
b) doua elemente reale;
¢) doua elemente complexe.

16. Saserezolvein R inecuatia:
L L S 0; b) M
x x+1 X (x — 1)
17. Saserezolve in C ecuatia:
a) 3z —z+1=0; b) 22 —243z+4=0.

18. La o loterie au fost vandute 100 de bilete, dintre care 6
castigatoare. Sa se afle probabilitatea realizarii eveni-
mentului ,,Cumparand aleatoriu 10 bilete, niciunul nu
va fi castigator”.

<0; ¢ al (1_;6) <

19. Care este probabilitatea ca Intr-un numar (luat la intam-
plare) mai mic decat 40, dar mai mare decat 9, ambele
cifre vor fi distincte?

10.

11.

12.
13.

14.

20.

21.

22.

Sa se afle:
715! (n+1)! . k-1

a) 6' > ) (i’l 1)' > C) Pn+1 > d) AA+3

Sa se efectueze:

2) (n—38)! ) b) (n+2)!

(n—10)!(n-9)’ (n=3)!(n+Dn’

Sa se efectueze:
4B, G -C 4,C,-P

TR O

Cate numere naturale de cinci cifre pot fi formate avand

toate cifrele distincte si impare?
In cate moduri din 20 de elevi pot fi alesi 2 elevi de
serviciu, ambii avand aceleasi obligatiuni?
In cate moduri din 20 de elevi pot fi alesi 2 elevi de
serviciu, fiecare cu obligatiuni diferite?

in cate moduri poate fi alcituita o lista din 10 elevi?

Fienumerele: 1) a =272, b=150; 2) a=41, b=246.
a) Sa se descompuna in produse de factori primi
numerele a si b.

b) Sa se afle c.m.m.d.c. al numerelor a, b, adica (a, b).
¢) Sa se afle c.m.m.m.c. al numerelor a, b, adica [a, b].

Se selecteaza la intamplare o litera din proverbul
,,Prietenul adevarat la nevoie se cunoaste”.

a) Care este probabilitatea ca a fost selectata litera e?

b) Care este probabilitatea ca a fost selectata litera p?

Ton si Vasile arunca cate un zar. Daca suma punctelor de
pe cele doud zaruri este egala cu 7 sau daca produsul
punctelor este egal cu 6, atunci castigator este lon.
Daca suma este egald cu 6 sau daca produsul este egal
cu 4, atunci castigator este Vasile. Pentru cine pariezi tu?

Saserezolve in C x C x C, aplicand regula lui Cramer,
sistemul de ecuatii:
2x,+x, +3x,=1,
a) 4—x, +2x, = 2, b)
X, +3x,+2x, =-1;

2x, +ix, + 3x, =1,
—x,+4x, =2,

3ix, + x, —x, =0.
Trei frati, a caror varsta formeaza o progresie geometrica,
impart o suma de lei proportional cu varsta fiecaruia.
Daca ei ar fi impartit banii peste trei ani, cand fratele mai
mic ar fi de 2 ori mai tanar decat fratele mai mare, atunci
fratele mai mic ar primi cu 105 lei, iar cel mijlociu cu 15 lei
mai mult. Cati ani are fiecare frate?



23.

24.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Sa se determine suma primilor cinci termeni ai progre-
siei aritmetice (a,),,,, daca:

a) a, =131, r=12; b) a, =27, a,, =60.

Sa se afle suma primilor zece termeni ai progresiei
geometrice (b,),,,, daca:

a) b, =384, g=2; b) b, =20, b, =1280.

Dinu are 120 lei. In fiecare zi el cheltuieste mai mult
decat in ziua precedenti cu una si aceeasi suma. in pri-
ma zi el acheltuit 10 lei. Cati lei a cheltuit Dinu n ultima
zi daca se stie ca toti banii au fost cheltuiti in 6 zile?
Combinatul poligrafic produce caiete cu 24 de foi si
48 de foi. Un set din 4 caiete subtiri §i 5 caiete groase se
comercializeaza cu 51 lei, iar un set din 8 caiete subtiri
si 3 caiete groase — cu 53 lei (inclisiv TVA — 20%).
Combinatul ofera rabat de 10%, daca se procura 50 de
caiete subtiri sau 30 de caiete groase.

a) La ce pret se vor vinde la magazin aceste caiete
(cu bucata) dacd adaosul comercial pentru caietul
subtire constituie 1 leu, iar pentru caietul gros — 2 lei?
b) Cate caiete subtiri se pot procura la magazin cu
suma achitata la combinat pentru un pachet de 50 de
caiete subtiri?

in 2014, un orag avea 30 000 de locuitori. in 2015, ca
rezultat al constructiei unor blocuri noi, populatia
orasului s-a majorat cu 9%, iar in 2016 — cu 10% in
comparatie cu anul 2015. Cati locuitori avea orasul in
2016?

Antreprenorul Petrescu a avut in anul 2000, dupa
lansarea afacerii, un venit de 10 000 lei. In fiecare
dintre urmatorii ani, venitul se majora cu 200% in com-
paratie cu anul precedent.

a) Cati lei a castigat antreprenorul in perioada 2000—
2005?

b) Cu cate procente a fost mai mare venitul in 2005
decatin 2000?

Un operator de telefonie mobila din Republica Moldova
desfasoara o promotie: fiecare minut, incepand cu al
doilea, costa cu 10 bani mai putin decat precedentul. Ce
economie va face consumatorul la un apel cu durata de
15 minute in cadrul acestei promotii?

Un fermier creste iepuri si struti. In total, sunt 200 de
capete si 700 de picioare. Cati iepuri $i cati struti creste
fermierul?

Sa se rezolve problema prin metoda algebrica si prin
metoda falsei ipoteze.

Firma comerciala ,,VinProm” transporta in UE vin in
cisterne cilindrice, fiecare avand lungimea de 10 m si
indltimea de 2 m. in UE, vinul se imbuteliazi in sticle de
0,7 1. O sticla de vin se vinde la pretul de 2,5 euro. Cati
lei s-au luat pe marfa daca s-au vandut 6 cisterne de vin
de acelasi fel? (1euro=21,14 lei)

Recapitulare finala

32.

33.

34.

36.

Un cos de fabrica de forma unui trunchi de con, inalt de
30 m, are diametrul exterior la baza de 3,6 m, iar la varf—
de 2,4 m. Interiorul cogului are forma unui cilindru drept
cudiametrul de 1,6 m. Sa se afle masa cosului de fabrica,
daca masa unui metru cub de zidarie este de 1800 kg.

Conform proiectului, o casa cu temelia de forma unui
dreptunghi cu laturile de 8§ m §i 12 m (fig. a)) trebuia sa
aiba un acoperis in doua pante si cu unghiul de incli-
nare de 45° fatd de planul orizontal. Pentru a micsora
volumul podului casei, s-a luat decizia, fara a schimba
aria suprafetei podului,

de a modifica acoperi- B ¢
sul astfel incatel saaibd 5, p
patru pante, doua cate

doud opuse congruente 4 D

(fig. b)). a)
Cu cate procente s-a B,
micsorat volumul po-
dului, daca se stie ca
varful acoperisului nou

are lungimea de 8 m 4,
(adica M P, =8 m)?
Masura unghiului ascutit al unui romb este ¢, iar
inaltimea sa este /.

a) Sa se afle lungimile diagonalelor rombului.

b) Sa se determine aria rombului utilizand lungimile
diagonalelor calculate.

c) Sa se afle lungimea laturii rombului utilizand aria
calculata.

d) Sa se determine volumul prismei drepte a carei baza
este rombul dat, daca Indltimea ei este congruenta cu
latura rombului.

b)

Intr-un trapez isoscel cu bazele de 1 cm si 9 cm este
inscris un cerc. Sa se afle:

a) lungimea laturii neparalele a trapezului;

b) raza cercului inscris in trapez;

c) inaltimea trapezului;

d) lungimea diagonalei trapezului;

e) raza cercului circumscris trapezului;

f) aria trapezului;

g) ariile triunghiurilor in care diagonala imparte trapezul.

Fie cercul deraza 12 cm. Sd se afle:

a) lungimea laturii triunghiului echilateral circumscris
cercului;

b) perimetrul patrulaterului regulat inscris in acest cerc;
c) aria hexagonului regulat circumscris acestui cerc.

. fnrombul ABCD, AB=6 cm, m(£4)=60°, K € [CD]

si CK =2 cm. Din punctul K este construita per-
pendiculara KM pe planul rombului astfel incat

KM =6 cm. Sase afle:



a) masura unghiului format de dreapta AD si planul
MCD;

b) masura unghiului diedru cu muchia 45;

¢) distanta dintre dreptele MK si BD;

d) masura unghiului format de dreptele MC si BD.

38. Sase afle aria suprafetei totale a unei prisme hexagonale
regulate, daci se stie ci volumul ei este de 4 dm’, iar
suma lungimilor tuturor muchiilor este minima.

39. Inparalelogramul ABCD, m(£A) = 45°, AP 1 (ABC),
AD=3y2 cm, AP=4cm, AB=3cm.

a) Sa se afle distanta de la punctul P la dreapta DC.

b) Sa se afle distantele de la punctul P la toate varfurile
paralelogramului.

¢) Sa se determine aria paralelogramului ABCD.

d) Sa se determine aria triunghiului PAC.

40. Sase completeze caseta, utilizand factorialul, astfel incat
sd se obtind o propozitie adevarata:

Cos =

41. Se da pretul de vanzare al unui produs in diferite maga-
zine:
45 60 40 52,5 50 60 47,5 62,5

45 50 45 60 55 60 45
60 50 50

C

45. Cate elemente trebuie sa contind o multime astfel incat
numarul permutdrilor elementelor acesteia sa fie cu-
prins Intre 500 si 600?

46. O banca acorda credite in urmatoarele conditii: banca
plateste clientului cate 100 000 lei zilnic pe parcursul
unei luni (30 de zile); clientul restituie bancii in prima zi
1 ban, in ziua a doua — 2 bani, in ziua a treia — 4 bani, in
ziua a patra— 8 bani g.a.m.d. (timp de 30 de zile). Sunteti
de acord sa deveniti clienti ai acestei banci? Sa se
argumenteze raspunsul.

42,5
62,5 40 55 55 60

47. Un ambalaj din carton are forma unui paralelipiped
dreptunghic ale carui dimensiuni sunt indicate in desen.
Observati ambalajul desfacut si dimensiunile Iui. La
inchiderea amba-
lajului, unele drept-
unghiuri (colorate)
se suprapug. Sa sci: 11 em
calculeze aria totala e
a ambalajului inchis. 29cm A

8,5cm

8,5cm

11cm

8,5cm

29cm

17cm 29cm 17cm

42.

43.

44.

48.

49.

50.

51.

52.

a) Sa se grupeze aceste date pe intervalele:

[40,45), [45,50), [50,55), [55,60), [60,65].

Sa se completeze tabelul obtinut cu frecventele relative
cumulate.

b) Sa se propuna doua metode pentru a calcula pretul
mediu de vanzare al produsului.

O piesa metalica de forma unui cilindru circular drept,
completat la varf cu un con circular drept de aceeasi
raza, are indltimea de 40 cm. Generatoarea conului
formeaza un unghi de 15° cu planul bazei. Raportul
dintre aria suprafetei laterale a cilindrului i aria supra-
fetei bazei conului este de 1,5:1. Ce cantitate de vopsea
e necesara pentru a vopsi aceasta piesa, consumul fiind
2¢la 0,0l dm*?

Din cei 15 angajati ai unei firme (9 barbati si 6 femei) se
formeaza o echipa de 7 persoane, in care sa intre cel
putin 3 femei. In cate moduri se poate forma aceasta
echipa?

Un meloman are 9 CD-uri cu muzica, iar altul — 7.

a) In cite moduri pot face ei schimb de CD-uri: un CD in
schimbul altuia?

b) In cate moduri pot face ei schimb de CD-uri: cate
doua CD-uri in schimbul altor doua?

Numerele x, y, z sunt in progresie geometrica, iar nume-
rele x, 2y, 3z sunt in progresie aritmetica. Sa se afle ratia
progresiei geometrice diferita de unu.

Intr-un oras sunt 3 milioane de locuitori. O persoan
strdind a sosit In oras cu o noutate i peste 10 minute a
comunicat-o la doi oraseni. Fiecare dintre acesti oraseni
a comunicat noutatea peste 10 minute inca la doi oraseni
(care nu cunosteau aceastad noutate) s.a.m.d. Peste cate
minute toti orasenii vor cunoagte noutatea?

Sa se determine toate progresiile geometrice al caror
fiecare termen, incepand cu al treilea, este egal cu suma
celor doi termeni precedenti.

Suma primilor cinci termeni ai unei progresii geometrice
este egald cu 62. Sa se afle primul termen al progresiei
geometrice, daca se stie ca al cincilea, al optulea si al
unsprezecelea sunt respectiv primul, al doilea si al
zecelea termen ai unei progresii aritmetice.

Suma primilor treisprezece termeni ai unei progresii
aritmetice este egala cu 130. Sa se afle primul termen al
progresiei aritmetice, daca se stie cd al patrulea, al zecelea
si al saptelea termen ai acestei progresii sunt, in aceasta
ordine, trei termeni consecutivi ai unei progresii
geometrice.



15.

16.

17.

18.

19.

Recapitulare finala

Profilul real

A,
Sa serezolve in R ecuatia:
a) 2" =1; b) 0,5 =0,25;

1 xs+5)(z_ 1.
2 (4) =%

Séa serezolve in R ecuatia:
a) log,(x* =3x)=2; b) lg(x*> —9x) =1;
¢) log,(x—=1)+log, (x+1)=-2;

3

d) log,(x* —16) +log 125 =log,(x +4).

d)5-4°=4.5 e) 19" =38"

Sé serezolve in R ecuatia:

a) 5 +5°-600=0;  b)10"+4"—2.25"=0.

Sa se rezolve in RxR sistemul de ecuatii:

x* + y* =400, b 9" =729, 2x—y=16,
) 2x—y=0; ) 5= ©) Igx+1lgy=2.

Sé se afle valoarea expresiei —3sin(m — o) — cos(7r - )

2

pentru sin = 3

. fle val . —3co0s33°
Sa se afle valoarea expresiei Sin(=57°) "
Se stie ca: a) coso =—0,4; b) sino =-0,6.
Sa se afle cos2a.
B,

Sa se rezolve in N ecuatia: ,

A

a) Cl+Cl=42;
& 24 464 =P,

b) . =48(x—-1);

Fie functia /: R —-R, f(x)=2x"—x"—3x.
a) Sa se afle intervalul unde functia f este crescétoare.
b) Sa se determine coordonatele punctului de maxim

local al functiei f.
¢) Saserezolve in R inecuatia f(x) <0.

Sa se determine intervalele de monotonie §i punctele
de extrem ale functiei /: D —>R:

a) f(x)=2x"-3x7; b) f(x)=1-16x".

Sa se determine extremele globale ale functiei:

a) f:[1,3]=>R, f(x)=x—x";

b) f:[0,4] >R, f(x)=x+2x.

Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei

fRV{=8} >R, f(x)= x =% , In punctul de inter-

’-9
x+8
sectie a graficului functiei cu:

a) axa ordonatelor;
b) axa absciselor.

8. Sestie ca sina +cos f =2. Sa se afle cos(a + ).

9. Sa se scrie sub forma trigonometrica numarul:
b)—i; ©)10; d)i—+/3; ) 2-3i
10. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:
a) (Ixe R)(Jx+21]<3);
b) (Vxe R)(x* +4x+4 +| x> —x+1|>0).

a)i;

11. Saserezolve in C ecuatia:
a) ix’ —3x+i=0; b)z* -z -12=0;
0)3x’ —x’—x+3=0; d) (1+1)z° = (5+21)z+5=0.

12. Sase completeze cu o expresie astfel incat sa se obtina
o0 propozitie adevarata:

34+ 4 = -,

13. Fie conditiile: 4: ,,Triunghiul MNP este isoscel”,
B: ,,Unghiurile M si N au cate 30°”. Sa se formuleze
teorema ,,Daca A, atunci B”, reciproca ei, contrara
reciprocei, reciproca contrarei si sa se determine valorile
lor de adevar.

14. Fie conditiile: 4: ,,Numarul intreg a este divizibil cu4”,
B: ,Numarul intreg a este divizibil cu 8”. Sa se deter-
mine daca aceste conditii sunt echivalente.

20. Sa se determine daca in punctul x, =2 sunt verificate

conditiile teoremei lui Fermat pentru functia f: R > R:
a) f(x)=(x=2)"; b) f(x)=(x-2)".

21. Sasetraseze graficul unei functii pentru care in punctele
x, =0, x, =3 se verifica conditiile teoremei lui Fermat.

22. Sa se determine intervalele de monotonie, punctele de
extrem si extremele locale ale functiei /' pe domeniul ei
maxim de definitie, daca f: D > R:

a) f(x)=x"-3x" —4x+10;
b) f(x)=x"—18x;

_ X
0 f(x) =1

23. Sase traseze graficul functiei f° D —>R:

a) f(x)=x"-2x+1; b) f(x)=x"-2x".

24. Saserezolve in RxRXR, prin metoda lui Gauss, sis-
temul de ecuatii:

x, —2x, =0, X, —x,+x,=0,
a) 1x, +x,+x, =1, b) 42x, —x, =0,
X +x,=2; -x, +2x,-2x,=0.



25.

26.

27.

28.

29.

32.

34.

3s.

Sé se calculeze P(X)+ Q(X), P(X)—0(X) si
P(X)-QO(X), daca

P(X)=2-3X+2X", O(X)=3+4X-2X".

Sa se determine catul si restul impartirii polinomului
P(X) lapolinomul Q(X), unde:

a) P(X)=2X"+3X"-2X">+3X +1,
O(X)=X>+3X+1;

b) P(X)=3X’-2X*-3X>+5X +4,
O(X)=X’+2X +3.

Fie polinomul F(X)=X"+5X"+8X° +5X° +7X +3.
a) Sa se selecteze radacinile acestui polinom din mul-
timea M ={#i, 1, 3, 0}.

b) Sa se determine ordinul de multiplicitate al fiecarei
radacini.

¢) Sa se descompuna polinomul in produs de puteri de
polinoame ireductibile peste R (cu coeficienti reali).

d) Sa se aduca la o forma mai simpla expresia

H(X)=g(g, unde G(X)=X>+X>+ X +1.

Sa se determine radacinile polinomului P(X), stiind ca
P(a)=0, daca:

a) P(X)=X"-2X"-X+2, a=1;

b) P(X)=X’+5X>+5X +4, o =—4.

Sa se descompuna in factori ireductibili peste R poli-
nomul: a) X’-1; b) X*-16; c¢) X*-3X>—4.

. Pretul unei unitati de produs este de 150 lei.

Cheltuielile de productie sunt descrise de functia definita
prin formula ¢(x)=4x* +30x+300, unde x este nu-
marul de unitati de produs. Sa se determine valoarea
maxima a venitului brut.

. Un punct material se deplaseaza pe o axa conform legii

s(t)=27t—1 +1 (s este distanta exprimatd in metri, iar
t este timpul exprimat in secunde).

a) Care este viteza punctului material in momentul initial?
b) Peste cat timp de la plecare punctul material se va
opri? Care este distanta parcursa pana in acel moment?

Sa se afle cardinalul multimii M =Z (N D, D c R, unde
D —domeniul maxim de definitie al functiei /= D — R,

2
f(x)=lnxzi_925, iar Z — multimea numerelor
X+

intregi.

. Sa se afle aria triunghiului ale carui varfuri au coordo-

natele (1; 1), (1;4), (4; 3).
Sa se determine aria paralelogramului ale carui varfuri

au coordonatele (1;2), (1;4), (5;3), (5;1).

Dreapta y=2x-3 este tangentd la graficul functiei
i R=>R, f(x)=x>+2x-3.
Sa se afle abscisa punctului de tangenta.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Inaltimea la care ajunge o minge aruncati vertical fata
de suprafata pamantului se calculeaza conform formu-
lei h(t)=—4¢* +22¢; unde /h — Indltimea (in metri),
t — timpul (in secunde) ce s-a scurs dupad aruncarea
mingii. Cate secunde se va afla mingea la o inaltime de
cel putin 10 m?

Sa se afle cifra a, daca:

a) numarul 235a se divide cu 18;

b) numarul 120a se divide cu 15;

¢) numarul 3454 se divide cu 6.

Sa se calculeze:
(1_i)20“ 22012 :27N\15
a) ————; b)17°-(1 ;
) (1+i)2011 ) ( )
i 2 -i i i 1
cfl-i 0 2if d)y -1 1 1-i|
141 1 i 0 i 1+i

Sa se rezolve in RxR sistemul de ecuatii:

log, x+log, 5=1log, 10, ) x’'y+xy’ =1010,
log, x’ +log, y* =log,32; lgx+2log,, y=1;

x—y Xy
2 4 —
0) 22 =24 =2,

3'0g2(2y*x) =1.

Saserezolve in R ecuatia:

a) x+4/5x+10=8;

¢) (x* —4)Wx-3=0;

e) 3 +18-37" =29;

) log, (3—2x)+log,(—x—6)=—1.
5

b) 4x—-5=-24/5-4x;

d) 27 + 4™ =320;

Fie ecuatia 5x° —x—4=0.

a) Sa se rezolve in R ecuatia.

sunt opusele solutiilor ecuatiei date.

¢) Sa se determine primitiva functiei g, asociate polino-

mului de lab), al carei grafic trece prin punctul A(—1, 5).
1

d) Sa se calculeze jG(x)dx, unde G este primitiva
obtinuta la ¢). 0

¢) Sa se afle volumul tetraedrului regulat a carui muchie
are lungimea egala cu valoarea integralei definite de

lad).

Sa se determine pozitia reciproca a cercurilor de ecuatii
x4+ —6x+8y=0si x*+1y* +4x—-6y=3.

Sa se scrie ecuatia cercului de razd 5 cm, tangent la
cercul x” +y* =10y =0 in punctul P(3, 1).

Sa se afle coordonatele punctelor comune ale dreptei
y=4-0,4x sicercului x* +x+y’ =1.

. Fie functia f/* R—R, f(x)=x". Tangenta dusa la

G, intersecteaza axa Ox 1n punctul M, iar axa Oy —in
punctul N. Sa se afle coordonatele punctului de tan-
gentd, daci aria triunghiului NOM este de 6,75 cm”.



46.

47.

48.

49.

51.

5S.

Aria dreptunghiului este de 32 cm’. Si se afle valoarea
minima a perimetrului acestui dreptunghi.

Sd se demonstreze, folosind metoda inductiei mate-
1 1 n

At st s e T a3t d) A+ )

Sa serezolve in R ecuatia:

a) (\/5+\/ﬁ)x +(\/5—\/ﬁj =10;
b) 2x* —8x+34/x* —4x+1=3;

c) (x> —6x+5)2x+8—x" =0;

d) V4 =27 41444 =827 +16 =3;
e) x =" =256,

f) 60" —7.6"" =6,

g) log ., x+log (x+2)=2,5.

Sa se rezolve in RXR sistemul de ecuatii:

] e

log, x—log, y=2; x+ 7y =26;

2log, x+2log y =5, d [x[®=4,
xy=8; xy =40.

. Saserezolvein R inecuatia:

1
a) log,,(-x)< 510g0,1 (8—=T7x);
b) 27-4"=30-6" +8-9* >0;
) 32 <16%;

x=3

e) log, log, ——=>—1;
1% 1—x

d) 0,277 >0,008;
1 2
—+—= <
f) logx(x t 5 )_1.
Saserezolve in R inecuatia:
a) (x* —4x+4)(Inx—1)<0;
b) [x* —5x+6]|(4" —64)=0.

. Sé se determine domeniul maxim de definitie al functiei

f:D->R:
_ /(X+5)(2—X).
a) f(x)_ logz(xz _1) s

V3x*—x*-2
b) f(x)=1n|x2—l\+m

. Sésecalculeze 3/z,z,, unde z,, z, sunt solutiile com-

plexe ale ecuatiei z° —(2i+1)z+(i—1)=0.

. Pentru care valori ale parametrului real a sistemul de

ecuatii | ¥l +y =5 are o unica solutie?
T ly-a)y+x=9 s
Sa se calculeze:
. (1=x)(1=2x")(1-3x .

a) llm( ) x2)(3 3x);b)hrn 66— 44 ;
¥ B+2x7) i 1-x" 1-x
1+ t _ 2 x _sinx
0 fim Y+ £x Joos2x o d) imE ¢

¥=0 sin”(3x) ¥=0 X —SInX

Recapitulare finala

56.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

Sa se stabileasca forma graficului functiei f: [a, 5] >R,
daca se stie ca pe intervalul (a, b):

a) f(x)>0, f'(x)>0, f"(x)<0;
b) f(x)<0, f/(x)>0, f"(x)>0.

In exercitiile 5759 sa se indice litera corespunzatoare
variantei corecte.

. Dezvoltarea binomului (5x+3y)"" la putere contine

B 16 termeni.
D 15 termeni.

A 17 termeni.
C 18 termeni.
Termenul al saselea in dezvoltarea binomului (a® —5*)"
la putere este

A Ci(a)' ()" B —Cj(a’)'(b*).

C CISO(aZ)S(bZ)S. D _C160(a2)4(b2)6.

Suma coeficientilor binomiali ai termenilor de rang im-
par in dezvoltarea binomului (x’ —»*)° la putere este
egala cu
A 32. B 64.

C 128. D 16.

Séa se rezolve in N inecuatia:

a) 2C) > 4’; b) 4(C!, —-C} )>54],.

Sa se determine (daca exista):

a) termenul care il contine pe x° in dezvoltarea bino-
14

mului ()36 + i) la putere;

b) termenul care il contine pe »’ in dezvoltarea bino-

mului (y—+/2)° la putere;

¢) termenul 1n care nu apare a in dezvoltarea binomului

(2a’ —a*)” laputere.

Sa se afle C; stiind cd in dezvoltarea binomului
1+ Ja )" la putere coeficientii binomiali ai puterilor a’
si a’ sunt egali.

n

in dezvoltarea binomului (az L la putere suma

Ja )
coeficientilor binomiali de rang impar este egala cu 64.
Sé se determine termenul care il contine pe a .

Utilizand dezvoltarea binomului la putere, sa se calcu-
leze P(2—1), dacd P(X)=X"-3X’ +iX —i.
Séa serezolve in R ecuatia:
a) 3cos’ x+7sinx—5=0;
b) 1-sin2x = (cosx +sinx)’;
C) sinx—cosx = —2;
d) 2sin® x —3sin2x = 2;
e) tgi - SCtgz =—4;
2 2

f) 2sin® x—1,5sin2x —3cos’ x=0.



66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Sa se afle solutiile ecuatiei cos 2x — 5sin x = 3, ce apartin

intervalului |:— T, %]

2 0 31 3 s
Stiinded A=| -1 3|, B=[-5 6], C1=(4 1}
30 2i 4
2 0 -3
C,=|1 4 —1| saserezolve ecuatia matriciala:
0 -3 1

a) 'AB-2X=3C;  b)3X+A4B'+2C, =0.

Sa se rezolve iIn RxRXRXR, prin metoda lui Gauss,
sistemul de ecuatii:

2x, +x,+ 3x,—4x, =1,
a) 4 x, +4x, —2x, =2,

4x, +x, +11x, =8x, =5;
3x,+x, +2x,—3x, =0,
X, +2x,—4x,+x,=2,

b) 2x, —x, +6x, —4x, =-2,

5x, +5x, —6x, —x, =4.
Se considera functia f: [-1,1] >R,

2
NI=C0SX” -~ gaca xe =1, 1]\ {0}

1—cosx
o, daca x=0,xeR.

f(x)=

Sé se determine valorile lui o pentru care functia f este
continud pe [-1, 1].

Sa se determine punctele de discontinuitate ale func-
tiei /: R—>R:

X +1 x<0

a) f(x)=<qx+cosux, O<x<%
X >7
€. rET

2n

. X
b) f(x)=lim

Fie ae R sifunctia /: R—>R,
1) _{2x2 +a’, xe (=, a]

T |2x+1, x€ (g, +o0).
Sa se afle a astfel incat functia f sa fie continua pe R.

Sa se precizeze care dintre functiile f* sunt marginite:

Q) f: (0.1 R. ()=
x+1
b) /2 (0,1) >R, f(x)= m,

O f:10,3m) SR, f(0) =57
d) f: (w0, +00), f(x)=sinx+e .

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

Sa se demonstreze ca functia f: R — R se anuleaza
cel putin o data pe multimea indicata:

a) f(x)=3"-2-sinx pe [0, 1];
b) f(x)=Inx+x" pe (0, 1].

Sa se aplice teorema lui Rolle functiei 1 si sa se deter-
mine efectiv punctul c:

a) [:[-2,5] >R, f(x)=(x+2)(x=5);
b) f1[-1L5]->R, f(x)=]x-2].

Sa se aplice teorema lui Lagrange functiei f si s se
determine efectiv punctul c:

a) /- [1,4]—> R, f(x)=2xInx;
b) f:[-1L2]>R, f(x)=x-3¢";
c) f:[0,4] >R, f(x)= {

—x*, dacid xe[0, 1],
x—2, daca xe(l, 4].

Folosind regulile lui I’Hospital, sa se calculeze limita:

a) lim ; b) lim
) x—0 xz _Sx X—>teo \/7+1
. 1—cosx, 1 1
lim~—L95X 2
©) w0 xsinx d) lrlgll(lnx xX— l)

e) lim

1
sin 2 i+
x—0 2x :

Sa se traseze graficul functiei f :D—>R:
Q) f(=2' 5 b) [(@)=xe'; o) f(n) =4

Sa se determine dreptunghiul de arie maxima, daca
lungimea diagonalei lui este /.

—4]

Sé se arate ca graficul functiei f/: R—>R, f(x)= %

are trei puncte de inflexiune care apartin aceleiasi drepte.

< - .. 1
Sa se afle numarul pozitiv x pentru care suma x+—
X

este minima.

Sa se construiasca prin punctul A(1, 4) o dreapta astfel
incat suma lungimilor segmentelor taiate de aceasta
dreapta pe semiaxele pozitive Ox si Oy sa fie minima.

Cererea se descrie de functia definita prin formula

p(x)=900— %x, iar oferta — de functia definita prin

formula p,(x) =800+ 3x (x este numarul de unitati de
produs). Sa se determine marimea impozitului pentru
fiecare unitate de produs astfel incat venitul din impo-
zitare sd fie maxim.

Indicatie. Venitul din impozitare V' (x)=17-x, unde /
este impozitul pentru o unitate de produs si se determina
dinrelatia p(x)=p,(x)+1.



83.

84.

8S.
86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Legea de miscare a unui mobil pe o axa este

s(t)=te™ +2. Si se determine:

a) momentul in care acceleratia mobilului este nula;

b) valoarea minima a vitezei si distanta parcursa de mobil
la acel moment.

GG _ PP, (A0 =2n)’

(C)" 4G (@mY

Sid se afle suma C° +3C' +3°C} +...+3"C".

Sa se efectueze:

Sa se rezolve in N ecuatia:
Cnfl

13 2n-2 3
) = b) C 2 =n’+13.
CZn : 7 2n-l
Saserezolve in N inecuatia: .
C
)0 OO ot %.

Sa se afle in dezvoltarea binomului (\/g -3 )" expo-
nentul » astfel incat 7, : 7, =5.

Sa se determine numarul de termeni rationali in dezvol-
tarea la putere a binomului:

a) (\/§+‘{/§)124; b) (\/5_%)100.

Sa se afle numarul x stiind ca in dezvoltarea la pute-
re a binomului (x—x"*")’ termenul al patrulea este
—84-10°.
Saserezolvein R ecuatia:
) sin 2t
1 —sin¢
b) cosx— V3sinx= 2sin3x;

X

C) 3 2 _8 . 3005.\’*5inx _9 — O,
d) cos4x+sin’3x=1.

=2cost;

1-4 sin%cos

Sd se afle solutiile reale ale ecuatiei
sin® x +sin” 2x =sin’ 3x,

. iy 1
care satisfac conditia cosx <——-.

2
Sa se determine, prin doua metode, inversa matricei:
01 1 1 1 10
Lol 11 111
a) |0-11}[ b) ; ©) .
1 11 1 1 0 1 1 0 1 1
I 110 1 1 01

Sa se studieze compatibilitatea sistemului:
X tx,+x, =1,
X, +x,+x, =0,
X +x, +x,=-1,
X +tx,+x, =1

X, =X, +x,—x, =1,
2x, —x, +3x, =0,
X, —x; +2x, =1.

a) b)

. Presupunem ca ati uitat una dintre cifrele unui numar

de telefon si o formati la intdmplare. Care este proba-
bilitatea cd veti face cel mult doua incercari?

Recapitulare finala

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

In doud urne sunt 13 bile, albe si negre. Din fiecare urna
se extrage cate o bila. Probabilitatea ca ambele

bile extrase sd fie albe este Care este probabili-

7
18
tatea ca ambele bile extrase sa fie negre?
Sa se determine valorile parametrului real a pentru care
restul Impartirii polinomului P(X) la binomul O(X)
este R, daca:
a) P(X)=X"+aX’ —6X*+3X +4,
O(X)=X+3, R=-5;
b) P(X)=X"+(a’ +3)X° +2aX +4a+5,
O(X)=X-2, R=37.
Sa se determine radacinile polinomului P(X) stiind ca
P()=0, dacd P(X)=X"—-21X*-73X +24, a=24.
Sé se determine celelalte radacini rationale ale polino-
mului, dacd ¢, este o rdddcind a acestuia:
a) X’ +9X° +18X +26, o, =-2;
b) 2X° +12X* +60X +50, o, =—1.
Sa se descompuna polinomul in factori ireductibili
peste R si sa se determine radacinile lui:
a) X'+ X -Xx7—1; b) X*-2X7+1;
0)3X*'-X*-2.
La o competitie de tragere la tintd pentru fiecare esec
dintr-o serie de 25 de trageri tintasul este penalizat:
pentru primul esec cu 1 punct, iar pentru fiecare esec
urmator cu 2 puncte mai mult decat la esecul prece-
dent. De cate ori tintasul a nimerit tinta dacd el a fost
penalizat cu 7 puncte pentru esecuri?
Pentru care valori ale lui xe (1, +e0) numerele 1g2,
lg(2* —1), 1g(2* +3) sunt in progresie aritmeticd?
Fie functia - R—R, f(x)=-x’—x"—mx. Se stie
ca punctul x, =-2 este punct de maxim pentru func-
tia f.
a) Sa se afle valoarea parametrului m.
b) Sa se determine punctul de minim al functiei f pen-
tru m calculat la a).
¢) Sa se calculeze distanta dintre punctul de minim si
punctul de maxim ale functiei f.

Dreapta y =4x+ 6 este tangenta la graficul functiei
fiR=>R, f(x)=x"+x>+5x+7.

a) Sa se afle coordonatele punctului de tangenta.

b) Cate puncte comune are dreapta y =4x+6 cu G, ?
¢) Sa se afle aria figurii marginite de graficul G, side
dreptele y=4x+6, x=-1 si x=4.

Sa se afle cardinalul multimii

_ _6n-17
A—{er|x—72n+1, neZ}U
2
U{xelN|x=3n-|z-6n+l, ne N}.
n +1

247
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107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

116.
117.

118.

119.

Dintr-o bucata de stofa de forma triunghiulara o croito-

reasd vrea sa coase o fatd de masd dreptunghiulara.

Cum trebuie croita fata de masa astfel incat pierderile

de stofa sa fie minime?

Fie functiile:

£iD, >R, f(x)=Ax+v2x—1 +yx—+2x—1,

g:D, >R, g(x)=\/2x+m +\/2x—m.

a) Sa se determine D, si D,.

/()

g(x)

¢) Saserezolvein D, D, R ecuatia
f()+g(x)=2v2.

Sa se demonstreze ca pentru orice ne N avem

a+1)"+(1-1)"eR.

Fie z,, z, € C astfel incat | z, |=|z,|=1. Sd se arate ca
z, +z,

b) Sa se simplifice raportul

1+2zz,

Sa se determine numarul complex z astfel incat:

a) |z|2z=3-4i; b) |z—i|=|z-1|+|z+iz].
Fie z=a+bi. Sa se determine toate numerele com-
plexe z, = x +iy astfel incat z* = a +bi.

Cate dictionare sunt necesare pentru a traduce direct,
dintr-o limba in alta, din urmatoarele 6 limbi: romana,
ucraineana, rusd, greaca, italiand, engleza?

Sa se determine:

a) termenii rationali ai dezvoltarii @2 -13)*;

b) termenii irationali ai dezvoltarii (Sx/g + (5)24.

Fie functia f: R —[1, +o0), f(x)=2x"+1, iar £ -
inversa functiei f. S se determine:

a) f(f7 () b) £ (f ().

Si se arate cd polinomul X' —X"?-3X+3 se
imparte fira rest la polinomul (X —1)*.

Si se arate cd polinomul X'+ X*+1 se imparte
fard restla X* + X +1 si s se calculeze catul.

Sa se rezolve in C ecuatia reciproca:

a) ¥’ —8x> —8x+1=0; b) 4x* +5x’ +2x* +5x+4=0.
Sa se rezolve in C ecuatia bipatratica:

a) x*+20x°+96=0; b) x°—19x’-216=0;

¢) x* —(m+1)x* + m=0, unde m — parametru real.

0 e' e
Fie matricea A=|e* 0 0
0 0 O

Sa se calculeze 4", ne N".

120.

121.

122.

123.

124.

126.

127.

128.

. . 11 ab - .
Fie matricele 4 = ( 0 1} X= ( 05 J Sa se determine

a si b astfel incat AX = XA.

Fie A o matrice patratica de ordinul 3 cu elementele
—1sil.

a) Sa se arate ca det4 este un numar par.

b) Sa se determine valoarea maxima pe care o poate
lua det4.

¢) Sa se determine valoarea minima pe care o poate lua
det4.

Sa se determine matricele Ae./,(R) astfel incat
A+ A+1,=0,.

a) Sa se arate ca matricea A este inversabila.

b) Sa se afle inversa matricei 4.

Fie punctul A(—1, 2). Sa se determine coordonatele
imaginii punctului 4:

a) la simetria centrala fata de punctul M (2, —5);

b) la simetria axiala fata de axa x =2;

c) la rotatia cu 120° in jurul originii sistemului de
coordonate O, in sens opus miscarii acelor de cea-
sornic;

d) la translatia ¢,,, .

Latura AB a paralelogramului ABCD este situata in
planul ABM, iar latura BC formeaza un unghi o cu
acest plan. Ce unghi formeaza diagonala BD cu planul
ABM daca:

a) ABCD este patrat;

b) ABCD este romb si m(£B)=120°?

. Este oare posibil ca toate muchiile unei piramide

hexagonale regulate sa fie congruente? Argumentati
raspunsul.

O cateta a triunghiului dreptunghic are lungimea m,
iar masura unghiului ascutit alaturat acesteia este f3.
Triunghiul se roteste 1n jurul ipotenuzei.

a) Sa se afle aria suprafetei totale a corpului obtinut.
b) Sa se determine volumul corpului obtinut.

1
Si se calculeze integrala jx“arctgxdx.

-1
Fie functia f: D - R,

1
=vx +4x-5-——"——.

JER =X HAx =5 —rm TS
a) Sa se studieze continuitatea i derivabilitatea func-
tiei f.
b) Sa se reprezinte grafic functia f.
c) Sa se determine aria figurii marginite de graficul
G,, asimptota oblica a acestui grafic si dreptele de
ecuatii x=3 si x=4.



131.

132.

133.

135.

136.

137.

139.

140.

141.

2
Sase calculeze lim a-/(a), daca I(a)= jﬁ
a+l
Sé se calculeze hm a(] (a)-1), daca I(a)= J |11+)|c)|6(|1x.

Sé se determine valorile parametrilor reali @ §i b pentru

care lim(/x? +x +¥x +x2 +4x* +2° +ax+b):%.
X—>too

Sa se determine valorile parametrului real a astfel incat:

2 X
) fim (X+M*1]=a

el xT+2x—1

b) hm I+ Va+l \/7 \/;, a#0.

Sa se demonstreze cd dacd f,g: I >R (/cR)
sunt functii continue intr-un punct x,€ / si daca
f(x,)<g(x,), atunci exista 0>0, astfel incat
f(x)<g(x) pentru orice xe (x, -9, x, +8)1.
Rémane concluzia adevarata daca una dintre func-
tille f, g este discontinua in punctul x,?

. Fie f:[-1,1]—>[—a, a] o functie continua, unde a,

a >0, este un parametru fixat. Sa se demonstreze ca
ecuatiile f(x)—ax=0 si f(x)+ax=0 au cel putin
o solutie reala ce apartine intervalului [—1, 1].

Fie f:[a, b] > R o functie continua, neconstanta si
f(a)= f(b). Sa se arate ca dacd m= min f(x) si

M =max f(x), atunci functia f ia orice Valoare din

xela,b]

intervalul (m, M) cel putin de doua ori.
Fie g:[0,1]— R o functie continua Sa se demon-
streze cd functia f: R—> R, f(o)= jg(x) sin ox dx,

este continud pe R.

Pentru care valori ale parametrilor a, be R punc-
tul M(1, 3) este punct de inflexiune pentru curba
f(xX)=ax’ +bx*?

Sa se demonstreze ca daca graficul unei functii
f: (a, b)) >R este strict convex sau strict concav,
atunci aceasta functie are cel mult un punct de extrem.

Pentru care valori ale lui xe R}

log, x, (log, x)°, ..., (log, x)",
sie geometrica infinit descrescédtoare cu suma egala
cu l?

2

Pentru care valori ale parametrului real g ecuatiile

V3

sinx+7:0 si

sirul de numere

.. formeaza o progre-

(sinx —g) sinx + g =0 sunt
echivalente?

< o, 1 .
Sa se demonstreze ca trei numere gsm a, coso, tgo

sunt in progresie geometrica, dacd o= 3 +2n'k kel.

Recapitulare finala

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

151.

152.

Sa se demonstreze ca daca pentru functia exponentiala
[R->R, f(x)=a" (a>0,a#1), sirul valorilor
argumentului x=x, (ne N") formeaza o progresie
aritmeticd, atunci sirul corespunzator al valorilor
functiei (f(x,)),,, formeaza o progresie geometrica.

Pentru care valori ale parametrului real a functia
fiR—>R, f(x)=(2-x)*—ax+3a, este pard?

Fiemultimea B={xe R |x’ +mx+2=0}U
U{xeR|x*+8x+2m’ =0}.
Sa se demonstreze ca cardB=2 pentru orice me N.

Sa se demonstreze ca
log,3+log,4+1log,5+1log,6>5.

Sa se calculeze suma si apoi sa se demonstreze, prin
metoda inductiei matematice, ca formula gasita este
adevaratd Vne N':
a)1-:24+2-3+43-4+.. . +n(n+1);
b)1-2-3+2-3:-4+...+n(n+1)(n+2);

1 1 1

V123 23a T a2

Sa se demonstreze ca oricare ar fi n€ N, numarul
2+ \/5)” +(2- \/5)” este natural.
La inceput de an, M.I. a plasat pe un cont in banca
10000 lei n regim de dobanda compusa, cu capitalizare
anuald, la o rata anuald a dobanzii de 10%. La sfarsitul
fiecarui an, ML.I. extrage de pe cont o suma constanta
de 800 lei. Ce suma va avea M.I. in cont peste n ani?
Se va epuiza contul lui M.I. atunci cand » tinde la
infinit?
Fiesirul (a,),,
a)a, =1 b)a =n.

n
Sa se demonstreze ca oricare ar fi trei termeni conse-
cutivi ai acestui sir, ei nu sunt In progresie aritmetica.

dat prin formula termenului general:

Sa se calculeze suma 3+33+333+...+333...3.
2223

Sa se demonstreze ca nu toate numerele \/5 R \/g R \/g
pot fi printre termenii unei progresii geometrice cu
termeni pozitivi.
Sa se determine parametrul real m astfel incat restul
impartirii polinomului

PX)=X'-mX*'+(m* +4)X* -2
labinomul X —1 safie5.

b

Sa se demonstreze ca =0, unde a, b, ¢

—_ = =
o o Q

h, -
h, -
h,, -

b‘}‘}‘

sunt lungimile laturilor unui tnunghl, iar h,, h,, h, —
lungimile Inéltimilor corespunzatoare.



valuare finala

Timp efeciy de lucry:

. 90 de mj
Test sumativ fnute

Profilurile umanist, arte, sport

1. in cadrul realizarii proiectului ,,Un arbore pentru diinuirea noastra”, primdria a procurat 390 de arbori, achitand cate 25,5
lei pentru un arbore. Elevii claselor a XI-a si a XII-a au plantat impreuna acesti arbori. Se stie ca elevii clasei a XII-a au
plantat cu 30% mai multi arbori decét cei din clasa a XI-a.

a) Completati propozitia astfel incat sa fie adevarata:
,,Primaria a cheltuit |:| lei pentru procurarea arborilor.”
b) Aflati cati arbori au plantat elevii clasei a XII-a.
¢) Se stie ca un arbore matur produce circa 100 m?® de oxigen pe an, iar o persoana consuma circa 19 m* de oxigen in 24 de
ore. Aflati cate persoane vor putea consuma, in decurs de 24 de ore, volumul de oxigen care va fi produs intr-un an de cei
390 de arbori plantati.
2. Fiefunctiile f: R—R, f(t)=t"—4t+3,5i g2:R—>R, g(t)=-2t"—t+3.
a) Incercuiti litera A, daci propozitia este adevirata, sau litera F, daci ea este falsi:

S (0)>g(1).”

b) Aflati coordonatele punctelor de intersectie ale graficelor functiilor f si g.
¢) Rezolvati in R inecuatia f(¢) < g(¢).

d) Traiectoria de zbor a unei pietre reprezinta o portiune a graficului functiei g.
Aflati inaltimea maxima la care poate ajunge piatra.

3. Un gospodar a adunat fanul intr-un stog de forma unui con circular drept cu raza bazei de 4 m si inaltimea
de3m.

a) Completati cu unul dintre termenii ,,un poliedru”, ,,un disc”, ,,un corp geometric”, astfel incat propozitia obtinuta sa fie
adevarata:

,Conul circular drept este

b) Determinati aria suprafetei laterale a stogului de fan.

c¢) Pentru a hrani calul din gospodarie, in luna noiembrie gospodarul a luat fan din varful stogului. Fanul ramas avea forma
unui trunchi de con circular drept cu 1naltimea de 1,2 m. Aflati volumul de fan folosit in luna noiembrie. (Rotunjiti

raspunsul pana la zecimi.)



1.

Profilul real

Pentru a transforma o anumita temperatura din grade Celsius in grade Fahrenheit, se inmulteste aceasta temperatura cu

%, apoi se aduna cu 32.

a) Scrieti formula de transformare a gradelor Celsius in grade Fahrenheit.
t°F=

b) Se stie ca temperatura intr-un frigider este cuprinsa intre 2 °C si 7 °C. Determinati limitele de variatie a acestei
temperaturi in grade Fahrenheit.

¢) Intr-o zi de vara, temperatura aerului intr-un stat din SUA variaza intre 70 °F si 90 °F. Determinati limitele de variatie a
acestei temperaturi in grade Celsius.

1
3/ x2
a) Incercuiti litera A, daci propozitia este adevarati, sau litera F, daci ea este falsa:

»Functia f este continud in punctul x, =0.”

Fie functia /: R >R, f(x)=

b) Aflati primitiva F; a functiei f care trece prin punctul A(l, 2).

c) Aflati primitiva F, a functiei f care trece prin punctul B(8, 4).

d) Determinati care dintre graficele acestor primitive este situat mai sus in sistemul de coordonate.
e) Aflati aria figurii marginite de graficele F;, F, side dreptele x, =8 si x, =27.

La un magazin se vinde lapte ambalat in pachete avand forma unei piramide triunghiulare regulate cu muchia de 13,5 cm.

a) Completati spatiul rezervat astfel incat sa obtineti definitia respectiva:

,Piramida triunghiulara cu toate muchiile congruente se numeste

b) Aflati volumul pachetului.

¢) Determinati cate procente din volumul pachetului ramane neumplut dupa ce in pachet se toarna 0,5 / de lapte.

(Calculati pentru 7 = 3,14.)
. T
=5sixe|—-—=, 1 |}.
six ( 5 J}

a) Completati casetele astfel incat propozitia obtinuta sa fie adevarata:

,,|:| -cos’ 2x+|:| -sin® 2x=—/10 "

-2

Fie multimea A:{zeC‘|z|+2i:l+iz}U{er‘ R
tg'x cos2x

b) Aflati cardinalul multimii 4.

¢) Demonstrati ¢ (1+1)" =(=i)" -2, ne Z



Raspunsuri si indicati

Modulul 1. Primitive Si integrale nedefinite

Lsxic o x +3x—In|x| +C; d) —x x—2x x +8Jx + C;

§ 1. Profilul real. A,. 1. a) x + >

3x3+C b) fx +

e) %Jx7+§x2&+2x+c. 2. a) Ex —5sinx+e* +C; b) 21n\x|+tg,x—§\/;+c; c) §+S“21x+C; d) x+cosx+C;
S Y 25,5 L0 b) me e o) 22X T12x-6 _209)" e
©) 2¢'—3x Y +C. 3. a) TX 440 b) e 4G o) T +C ) 3= T PeAC o) tar—a G
f) x—sinx+C; g) cosx+%arcsinx+C; h) 2'2+2\/;+C. 4. a) C— f/,—e"'+ln\x\; b) larctg3x+C;
.x
o) l(fi)w+c; d) arcli“zlz +C; e)—arctg ok (tgx+x)+C g) tgx+C; h)C—21(8 33)7; ) 3,/(x 1) +C
) V3x*=5x+6+C; k) C—tgx—ctgx. B,. 5. f(x)—§e3*+% 6. f(x)=fx x+§. 7. F(x)=tgx-1.
107" 1+x 1
8.a) x+arctgx—m+C b) x—fln +C c) farctgx+C d) fs1n2x+2x+C
2.5 3 2
=x —=x"+x+C, dacd x>1
C. 9. F(x)= 32 23 10. F(x)= (26)2. 1. F(x)=33x-1, F,(x)=3Vx-2,
—§x3+2 2—x+§+C,daca?1x<1,CeIR. +In

4 3
F(x)-F,(x)=1. 12. s(z)=3(1+t)3+c; s(7)=11,25 m. 15.a)’L—§; b) 3m/§—17; ¢) —243—x +9.

2024 T+l
(Bx+1) . 1 e ] 1
c) +C; d) garctg?+C, e) C pr

1 (5-4x)
§2. Profilul real. A,. 1. a) (2x+3) +CGb) C- 8096 3r+3

02X~ +7x-2+C9) 1n|12x+5|+C h) —1e4 vy 1)C——cos(12x+7);j)%ln(4x2+5)+C; k)%arcsin%wtc;
7

7
by S VIS ey B3 ey —%1n|1—x2|+C; 0) C—%~ctg(3x+%). 2.3 —_1c

3047 \/7 6J7 J7 91— 3)
X+ E
b) %%/(Zx—l)2 +C; ¢) %,/(4x+3)3 +C;d) —%%/(2—3)05 +C; €) —2+cosx +C; 1) %sinz?,—x+C; g) In(l+e)+C;

COS X

h) %ln|1+x3|+C; i) In|sinx|+C. B, 3. a) 2In(x*+x+3)+C; b) —In|cosx|+ C; ¢) %arcsinx2+C;

— 2— —
d) Infl+lnx|+C; o) & 3)“2 3x+2 —Sln(2x23+\/xz—3x+2)+c; f) §\/9—4x2+9arcsinﬁ+c;

4 3

) 2xtl-In(+/x+1)+C: h) In— 1 Lc i) arctge +C; §) In|sinx—cosx|+C; k) Larctg’x+C;

1+4x2 +1 2

1) \/7+C 4.2) " 4C; b) —e+C; ©) 2V +C;d) %sin(x2+x)+C; e) cos%+C; f) éln(l+2x4)+C;
1+x7
) Earctgx2 +C; h) %arcsinx3 + C; i) 2arctg/x + C; j) %ez"z“ +C; k) —%cosx3 +C; ) %e“"z +C. 7. x, :%, X, :7?”,
1. 1 1 AVx+1-1
8. F:(0,2n) >R, F(x)=x——=sin2x+—cos2x+—. Ci. 9. a) InF————-+C; b 2(\x —arctg/x +C;
A A i e L

¢) In \/Liniw d) In [Slfm)‘;}c e)farctgx;l—i-C f) 151/(2x+1)3(3x—1)+C; g)—l(2+3x)\/1—3x+C;
e

h)——\/l x(3x7 +4x+8)+C1)—7(——t+ln\t+1|)+C unde 7 =+/1-2x; j) 2{ +2+1J+21n|t—1|+C undet—f

k) - ,/(Sx C1P 4G 1) 2r—arctgr)+C, unde t=ve' —1. 10. a) —=(14+5x)*- \/1+5x——(1+5x) J1+5x +C;

125
, . 1 s _ : ; . B S
b) In[sin’x—4[+C; c¢) 36t( 3)+C unde r=v1+3x"; d) aresin’ () +C: ) sinx+cosx+c’
f)vx* -1 +arcsin%+C.



] Raspunsuri si indicatii

x*+1
2

§3. Profilul real. A;. 1.a) x-Inx—x+C; b) %Sin2x+%cos2x+C; c) arctgx—§+C; d) sinx—xcosx+C;

2

x 2
€) e +C; 1) 12—22(xln2—1)+C; g) (%+x)lnx—x7—x+c; h) (x=1)’e" +C; i) (x* —2)sinx+2xcosx+C;
n

6x—5
2

ooxt 1 . 3.3 3 . 1 . x> s 1 . 52 .

1) T(lnx—z)+C, k) R (lnx—z)+C, D —;(1+lnx)+C, m) 7(ln x—lnx+§)+C, n) —2e *(x" +4x+8)+C;

0) %(xz—xsian—%COSZx)+C. B,. 2.a) 2Jx+larcsinx+4+/1-x+C; b) v1+x arctgx—In(x+4/1+x*) +C;

3x
VI-x* +C; e13 in2x — ; “(x* =4x+3)+C; f) (x> +3x+1)sinx+(2x+3)cosx +C.
3. x()=x,e™, unde x, =x(0), ke R,. 3.a) 2¢ 2(2x* +11x+21)+C; b) (x 2)smﬁ—§( _4x+ )cossz+C

c)%(1+x2)arctgx—%+c; ) Inx—2S0Y g o)+ o) =X et T4 )+ C

five

f) xIn(x++1+x*)=+1+x*+C. C,. 6. a) xln(2x+5)—x+§1n(2x+5)+C; b) 3(1-2x)sin> —18cos3+C

©) (¢ + 1)+ - L L d)—(ln - ln2x+§lnx—%)+C; ) 3 (sin(Inx) —cos(Inx)) + C;

X _1n(x+\/1+x )
2W1+x 2(1+x7)

d) x-arcsin® x+2+/1—x* -arcsinx —2x+C; e) 2e'(t’ —3t> +6t—6)+C, unde t=\/;; f) %e’(t2—2t+2)+C, unde

+C. 7.a) 2(6—x)\/;cos\/;+6(x—2)sin\/;+C; b) xtgx+1In|cosx|+ C; c) %(xz -D+C;

2

3
t=x"; g) l(t“—l)atctgt—l(t——t)+C, unde 7=x%; h) (£ +1)arctg’t —2tarctgt +In(1+#°)+C, unde ¢=+/x;

écos2t)— e'(4sin 2t —3cos2t)+ C, unde t—\/_

Exercitii §i probleme recapitulative

1) —te (sin2¢+

Profilul real. A,. 2. a) F(x)=—%(3+2x)'3+C; b) F(x)=—%\/7—3x+C; o) F(x)=—10cos§+%sin6x+c;

3
d) F(x)=—%—%ctg3x+C. 3. a) F(x)=%+x2+c; b) F(x)=§1n|3x+2|+C; ¢) F(x)=-In|3-x|+C;

d) F(x):ltg3x+c; o) F(x)=§4\/?+%x2-3 X +Tx+C: f) F(x)=lf:5 —%x—%arctgx%—C;

h) F(x)—l 4"—%ctg7x+C; i) F(x)—1 A tln|l-x|+C; ) F(x)=%x3\/x—2—4\/;—123«/;+gx-5\/7+c;
_A 1 1 N A5 e 2t
k) P =5z +3infxl+C. 4 2x2+5' 5. F(x)_sz_+1. B 6.2) F(x)="5 arctg\/_ +C;

b) F(x)=3In|lnx|+C. 7.a) F(x)=%e*(sinx—cosx)+C; b) F(x)=-xctgx+In|sinx|+ C;

2
¢) F(x)=-x"-cosx+2x-sinx+2cosx+C; d) F(x)=x—arccosx—ﬁxll—x2 +larcsinx+C;

2 4 4
e) F(x)=%(3sin3x+20053x)+c; f) F(x)=—zsii2x—%ctgx+C. 8. y=x72+C, y=xz—2. 9. y(t)=y, €, k>0.
C. 11. f:R->R, f(x)=x7:+x—1. 12. y* = Cx. 13. Utilizati proprietatea lui Darboux.
Test sumativ
Profilul real. 2. %(1+x)%——(1+x)2+C 3.a) —e"‘(smx cosx)+C; b) 1n(x+1)— X +;x— In(x+1)+C.

_L i E . a 2,
4. 7 17 S. (8R+ 3 a)m, (R+4)m/s ; a, ReR..




Modulul 2. Integrale definite

I
) 12
e) —2:f)—12. 3.2)2;b)In3;¢) 2+3In2: d) 1—2In2; e) %(6—ln3); f) —%+81n2; 9) %—mz; h) In2; §) ln%; i) 1=In3.

ety lia L 22 0030 2D 2 m w0 ok o 3
4.a)1b)e ¢ O s O 5 DED -~ T DL 53D 5 m) m m 050) i p) 7 2. 5.0)35;

N
b 1) 2’
——In3; x) = 1n2 y)

) N N N L N P g oy 2 . .
§ 1. Profilul real. Av. 1.a) 1;0) 350) 55 d) —25 ) 25 D 1ig) 73 ) =55 ) 33 )3 2.0)4b) T3 ©) 33 ) -9

b) 5 10) 5s 6:) 72m% b) 10 8kg; ¢)270lei. B.. 7.a)—3§- b) 123- c)2' d) 2—8; o) 5- —i; g)4-h)l
1) 1. k) In7; 1) 2'm)”—2' n) =— L3 ) p) qQ) ——=; 1) = . ) ;1) In2;u) = ln3 V) ;W)

5 K7D 2m) oo m) T: 0) 75p) 73 0) i ) 5 [
Z)%ln& 8.a) 1n§; b)§—1n3; c)O;d)§+ln5; ¢) 2(1-1n3); f)7+2+2ln2; g)1—1n2, ) Eln3—§ln2. 9.2) 2J_;
3175

b) 11%; c) 2%. 10. a) =96,2m’; b) 10583 m’; ¢)529161lei. C,. 1l1.a) Inb—Ina; b) cosa—cosh; c) e’ —e”.
§2. Profilul redl. A,. 1.2) 113 b) 5- o) —l- d) 24 ¢) 3- f) i; 9) 9- h) 351. 2.2) é—1nz- b)20,1; ¢) 9§+1n2-

d) 2; e) %;D— )— h) 58— i) 12; ) s k) el =27 +1; 1) —(e —4—¢7); m) —(e e'); n) (e’ —e?)%;

1, . RS BN . : : —2133L
0) 5 (¢’ =2¢+3): p) 6 ,q)l st D3 a) —14++/3; b)\/_ 4.2)2m;b)4cm;c) 14 cm; d) 75m =21337 cm’.
a2 o) & S Na 1+e¢’ . RN DR TR I
B.. a) b)4 ) d) - 12,e)3,f)30,g)5,h)2+n’,1)4,]) 1+ln2ﬁ k)1:1)3. 6.2) 1:b) 55 0) 25 d) 5
ool v Loe ey Ty oy 3. ) 2 (o 1) .
e)4; ) 86,g)2,h)5,l)8,1)2,k) 40 D) —1+6InZsm)2n) (e 1),0)3 ;p)3 ,q) . T.a)+Hb)— o)+

d)—-8.a) I, >1,;b) [ <I,;¢) ] <, 9.2) —%(1+7r); b) % 10.2) f(t)=1t" —14¢+124; b) 111 lei si 100 lei; c) iulie;

d)75lei. 11.2) ¥10; b) 75 ©) 5 d) @ C. 12.3.

§3. Profilul real. A,. 1.2)~2;b) 1; ¢) —21; d) %(Ze3+1); ¢) (81 2——) f1-2; g) %; h) —%; i) —%—é;
i) 23+41); k) —1+21n2; 1) 2—log, &; m)—1;n) (2—log, ¢)log, e. 2.a) 22 b) - 1 );1 3 d)z8 )31L2 f)%;
. . . \/5 Toam 1. T
@4 h) 33, Bi. 3.2) ~4+22In2; b) 1+2In2; -2+ In2; d)ﬁ—an 0 1-2+ L, f)z—i, ® 2+ 7
Sd) 1eset ) 3T T 25y L L T _ oy 2Ry 13
W e 1-se ) e f e 4(1 ez} ) 2[ + 36) m) 2G3+e) m) 2Ge-8): o) ~I-2e

n\/_ 1

D) —%(1 7;‘ ) Q (n _om—4); 1) —l(1+e”); 9 ¢ 0 2T 4oa) x=r, 22-1n2); b) x=1, §—3ln2;

- 142, i 29e 3. _ 3 52 s 116,
c) x=t°, (5+121n ) d) t= ' 105 1-2x, 7 f) t=x 12, g) t=1+x",=—=; h) t=1+3x 5758

L 1 7 8 .. 2. . 1 3.

i) t=cosx, — 1 j) t=sinx, =; k) t=sinx, — 15 ; 1) t=cosx, 35 m) t=sin’x, — e n) t=Inx, 3 o) t=In(Inx), —

p) ¢ =sinx+cosx, §1n2' q) ¢t =sinx+cos, 1—72; r) t=sinx, %(4—\/5). 5.a) 2—— b) 2+ln ; C) 4\/E+6 d) ln

) —+= E 2) £—£ h) In —1 6. a) 800 m si 42,6 m; b) 32 m; c) Eu.p., ~49230 m*; d) 147692 m’.

5 1

C. 9. (_E’ 12)es‘cepunct de minim local.

Exercitii si probleme recapitulative

Profilul real. A,. 1.2) —33; b) —~ c) 7: d) —581; ¢) 8: ) 211; ) 2; h) l(9—4\/5). 2. a) 3. b) 43; ¢) 2.
1*‘/— ,3000m’, 34m. B, 4. a) ~625b)-27;0) 2(1112——) 4)65:¢) 2335 ) £ (7-23); g) 2‘7)2 h) 23



] Raspunsuri si indicatii

)13832,1) 30 —g 2+ D) {eGet + D m) Jet m) -5 0) D p) Sia) 3. 5 @) 613 b E+InC+3),

6. ) 10§ m’; b) 96 m’. 7.a)2m,3m,5m; b) SE m’; ¢) 109,8 m?*; d) 54900 lei. C;. 10.3 —e.

Test sumativ

4 2
Profilul real. 1. (T - (— % D

6.2) 10722

1

3 3p) 13 -1 48, 1
= 2.A. 3.2)-3; b) —>+2In2, 4.a) ;) 1-5¢’. 5.a) 555 b) arcigs.

o3 ™ m’> =1075m’; b) 160 m’ =215 m’.

Modulul 3. Aplicatii ale integralelor definite

0. 7 1 g N 256,32, ) 64 125
§ 1. Profilul real. A,. 1. a) ER b) 5 c) ok d)1; e) 3(e"-1); HH7; g) 3 2. a) 3 ; b) 5,c) 3,d) ¢

e)%(ez+26‘1—3); 1.3, a=17—3. 4.14. B,. 6. e—2. 8.a)%; b) 2% _In2; c)%—z. 9. Indicatie. Daci 0 < a <1,

33

3 3
atunci cele doua multimi de puncte au ariile Z[a2 - %) si Z(a2 + %) si aceste arii nu pot fi egale. Daca a >1, atunci

multimea situata deasupra axei Ox va avea aria numeric egala cu 2 J.(a x%)dx = § a~ a, iar cealaltd multime va avea aria

4a’ ——a\/_ Din nou, celedouaarnnupotﬁegale 10.¢) ~713m =7,13 ari; d) =213,9 mii lei. 11. 242 dm2. 12.2.

13. a=3. 14. 8- 6e 2e 15. m=2-4. Indicatie. Fie .o/, aria subgraficului functiei f; iar .o/, — aria multimii
cuprinse intre curbele de ecuatie f(x)=2x-x" si y=mx (0<m<2), xe[0,2—m]. Este necesar ca .sz/zzizil.

2
17. .,d;m o =3m12e 17.a)( e+l e “J b)( ); o) (—5 H) 19. In2.

30 00 3 20’ 1) 4 4710 )
2
§2. Profilul real. Ao 1. 2) 2= ) £ o) 7 d)%”; &) Z(e*-1); f)—+4 9L ), h)92—” D Za-et; _])—

2. Indicatie. Notati n-arccosx=t:>x=cos£. Atunci, 7 =71 1+1 ppell Cum V=2Tn, rezultd ca n=1. 3. a) 7;
n —4n

148 o 4m+343 p

28” 0 ZGa-m). B 4d) x5 =m

b) ==
J.x In’xdx prin parti. C,. 7.b) E(2+4e'1 -3¢’ —e™); ¢c) 1+e° —e. 8.b) 2e—1; ¢) %(3@2 —2e-1).

V= 257(5e3 —2). Indicatie. Calculati integrala

Exercitii §i probleme recapitulative
Loy 2 oL o Lz o) L Y o3 _1 8
Profilul real. A;. 1. a) ¢ b) 3 c) 3 d) 1; 1) 2ln3, 2) > h) 1. 3.a)2;b) e -3; ¢) log,e 3 5.¢) 3

3
B.. 7.a) a=\/%; b)a=%. 8.m=%. 9. 10,25 ari; 307,5 mii lei. lO.a:l—%. 1.2) 25 b) 2@+ ) 37 d) 38”.

2
12. (e—z,eg_l) 13. %. 14. a=4. 15.0,75. 16.4,5. 17. 59% ul 18. ae{%,ﬂ, ST”} 19. V =7(7,5-81n2).
2
20. (4+7°). C,. 22. a—% 23. () =1—=(1+ e, lim./(A)=1. 24. % 25. n(%n+4ab+nb2).
Test sumativ
Profilul real. 2. a) 4\/_ b) =. 3. n=1. 4. a) )%(62—1). 5.=L717x.

Modulul ’-l- Elemente de combinatorica. Binomul lui Newton

§ 1. Profilurile umanist, arte, sport. A. 3.a) Expresia A¢ nu are sens. 4.a) 5;b)25200; c) —— 144, d) 336; ¢) 576; f) 12;
g) nu are sens. B. 7. 16 submultimi. 9. 12650 moduri. 10. 4368 de moduri. 11. 306 partide. 12. 20 de moduri.
13. 40320 de moduri. 14.210 moduri. 15. a) 720 de ,,termeni”. 16. 5040 de moduri. 17. 56 de moduri. 18. 8 008 moduri.

C. 19.2) 210 de moduri; b) 301 de moduri.



Profilul real. A,. 2.a) 5 544; b) 45 035; c) 40é 3.2) S={4);b) S =125} c) S=1{6}. 4.2) S={3,4,5,6:b) S =12, 3, 4
¢) S=14,5,6,7}. 5.a) 180; b) 10160 640; c) 4651520; d) 6721; ¢) =1~ 67320 7.2) S={2}; b) S=14}; ¢) S=16,11};
d) S={2}. Bi. 9.2) S={5}; b) S=U; ¢) S={2}. 10.2) ne[6,+x), neN; b) ne[l, 4], neN; ¢) ne|0,9], neN.
11.2) x=6, y€[0,10], yeN; b) x=12, y€[0,12], yeN; ¢) S=@. 12. 12 moduri. 13. C; =6. 16. C; - A) =1 693 440
(moduri). 17. C,-C); =2 288132 (moduri). 18. C; -C; =2940 (moduri). 19. Indicatie. Aplicati algoritmul folosit la
rezolvarea pr. 7 din secventa 1.5.2. 20. C}, - C; moduri. 21. (C;-Cyy +C; - C)) moduri. 22.a) S = {x|xe (4, +e), xe N};
b) S=1{3,4,5}; c) xe[4,13], neN; d) xe[6,11], ne N. 23. Numere cu cinci cifre distincte sunt 4; — 4; =96; numere
cu patru cifre distincte sunt A4 — 4; =96; numere cu trei cifre distincte sunt 4; — A; =48; numere cu doud cifre distincte
sunt 4. — A} =16; numere cu o cifrd sunt 5. In total sunt 261 numere. 24. (n—2)-2"" +1.

§2. Profilul real. A,. 1.b) 6561a° +17496a’h +20412a°h* +13608a°D* +5670a'b* +1512a°b° +252a°° + 24ab’ +b*;
c) a3+6a2 ab +15a°b +20abyab +15ab* + 6b*ab +b*. 2.b) a- F Sab-a +10ab? =106 - Va* +5b* - ¥a - b*;
7 21 35 35 21 7 3.2) ,=39191040x°; b) 7, = 53761 -yx:

3w/§x\/;xy\/; Xyy xyw/;xy\/_y\/_y\/_
¢) T,,=—4330260a°h’°. 4.2) 2%; b) 2'; ¢) 2**; d) 2" B,. 6.2) 2'*; b) 2**; ¢) 277; d) 2°". 7. Indicatie. Aplicati me-
toda inductiei matematice si binomul lui Newton. 8. a) 7, =29120x"; b) T, :329472x-3\/x_2 -a*; ¢) T, =593775.
9.a) T, =3294720x'"y*; ¢) T, =—3432x>)y". 10.a) T, =5200300x"y*, T, =—-5200300x"*y*’; b) T, =1716a’b* - Ja,

5xy\/_
. 54 1
inlocuiti x* si ¥* cu 1; b) Indicatie. in formula lui Newton nlocuiti x si y* cu 1. 18.a) T, =3876000. 19. T, =56x *.

20. n=8. 21. T, =924x°. 22.3360. 23. T, =70a’.

T,=1716a’b’ b, 12. T,=612a". 14.n=11. 15.10*5i 10. 16. T, =— . 17. a) Indicatie. In formula lui Newton
1

Exercitii §i probleme recapitulative

Profilurile umanist, arte, sport. A. 1. a) 15; b) 19%; c) 1;d) 100. 2. a) %; b) 15; ¢) 576; d) 800. 3. 552 de fotografii.
4.91 de partide. 5.27907200 de moduri. 6. 479001600 de moduri. 7. a) 1680 de moduri; b) 4- 4] =840 (moduri).
8.20160 de moduri. 9.40320 de moduri B 10.a) C),-C, =2376 (moduri); b) 2376 de moduri; ¢) 792 de moduri;
d) 5544 de moduri. C. 12. P(4)=-—; P(B)==; P(C)=

Profilul real. A,. 1.7 elemente. 2. a) 5040 de moduri; b) (n=1!. 3. 9-9! numere. 4. Indicatie. C;,-C:+C,, -C. +
+C.-Ci+C,-C.. 5.261 de numere. 6.a) S={8}; b) S={7}; ¢c) S={8); d) S={2}. B.15.a) $={6,7,8,..};
b) §={0,1,2,3,...,16}; ¢c) S=1{8,9,10}. 16.a) n=8; b) n=9; ¢) n=12; d) n=7. 17. T,=54264. 18. x=27.
19. 7, =2300a". 20. a) Un singur termen rational; b) 17 termeni rationali. 22. Indicatie. Aplicati metoda inductiei
matematice. C,. 37. S={(2;1)}. 38.Indicatie. Aplicati metoda inductiei matematice.

Test sumativ

Profilurile umanist, arte, sport. 2. 12 650 de moduri. 4. a) 5005 de moduri; b) 9009 de moduri.

Profilul real. 1.2) A;b)32. 2. S={2}. 3.3118752de moduri. 4. S=1{4,5,6,7, ..., 49}. 5. n=20.

Modulul 9. Elemente de teoria probabilitatilor

§1. Proflurile umanist, arte, sport. A. 1.Da. 2.0,1. B. 3.5 albe, 20 negre. 4.% S. !

C. 6.2) P(4)= %

4
b) P(B)=5¢: ©) P(O) =55 d) P(D)=5;. 7-2) P(A) =53 b) P(B)=: 0) P(C)_li 0,6.
Proﬁlulreal. A 1. B si Bz; B, si B,; Al si B,. 2.a) P(A)zz; b) P(B):—‘ c) P(C)=—. B. 3. 7 4.a) P(A)= Cséfss ;

Ci-(CiC +ClC +CICY)
Co
§2. Profilurile umanist, arte, sport. A. 2. —. 3.Sumade 7 puncte. B. 4. Z. 5.0,31. 6.0,13. C. 7. B=4,N 4, ﬂA Uu4,n
1
ﬂA2 N 4, UA N4,N4;; C=BUA4 ﬂA2ﬂA3, D= A ﬂAzﬂA U4, ﬂAzﬂA UA ﬂAzﬂA UA ﬂAgﬂA UB. 8. =

ks
B ETTE

b) P(B)= 5.=0,0167. C,. 6a)P(A)—— b) P(4,)= c)P(A)—— 7.0,2.

U.)l»—t



] Raspunsuri si indicatii

Profilul real. A,. 1. Evenimentele elementare sunt perechi ordonate: £ ={11,12,13,14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34,
41, 42 43, 44}; a) A=1{33,34, 43}; b) B={13, 23,31, 32, 33}. 2.a)0,5;b) 0,6;¢) 0,7;d) 0,1; ¢) 0,9; f) 0,8. B;. 3.0,33.

4. 1 6 5 Indicatie. Aplicati formula P(A) =1—P(Z), unde A4 = {sunt scoase bile de cel putin doua culori}, A= { sunt
. y 1 7 3
scoase bile de o singura culoare}. 6. 12 fete. 7. 10" C,. 8. 9 9. = 10.a) —— 216

§3. Profilurile umanist, arte, sport. A. 2.0,95. B. 3. Asi B. C. 4. Indicatie. Aplicati definitia independentei a doua
evenimente aleatoare; sa se observe cd A[)B = {cad 4 puncte}. 5. Sunt independente.

Profilul real. A,. 2. ) %; b) g B.. 3.2)0,243;b) 0,972 4. Sunt dependente. C,. 5.0,52. 6. 2) %; b) %; %

§4. Profilulreal. Ay. 1. | €| 2 | 3 | 4 | 5|6 | 7| 8|9 [10]11 12| M(&)=T.

pl i 2325 6|5 [a]s]2]

36 |36 | 36 |36 |36|36|36|36]|36]|36]36

2lelo 1| 2]3 | mMeE=18 B1.3.P(§=i)=%,i=l,_5;M(§)=3.

1 |15 30 |10
Plec || 2| 5¢ alelo |1 | 2] 3 4 | M(&)=09375.

P |0,510,25(0,125(0,0625|0,0625

Indicatie. P(¢ =0)= P (primul semafor nu permite trecerea) = %; dacd 1<i<4, atunci P(( =i)=P(ANB), unde 4 si B

sunt evenimente aleatoare independente: 4 = {primele i semafoare permit trecerea}, B = {semaforul i + 1 nu permite

trecerea}; {& =5} = { toate semafoarele permit trecerea}. C,. 6. E|-3|-1]1 3 | M(E)=0.
sl ]33]
Exercitii §i probleme recapitulative 8 /18 18 18

Profilurile umanist, arte, sport. A. 1.a) Compatibile: 4, si A,; A4, si 4,; A, si A,; incompatibile: A4, si Ay Z si A ;

b) 4, N A, =2 — eveniment imposibil; 4, N 4, = {se extrag o bild neagra si 3 bile rosii}. 2.a) P(4)=-5 b) P(B)=—
B. 3.0,2. 4. Sunt dependente. 5. P= % 6. P= % C. 7. Probabilitatea ca printre k pasageri luati la mtamplare se aﬂa

cel putin un infractor este mai mica decét 0,5,daca ke {l, 2, 3, 4, 5}; pentru k =6 aceasta probabilitate este mai mare decat
0.5 8. 520 9. P(A) =15, P(B)=

Profilul real. Al 1.a) Compatlblle, dependente; b) incompatibile, dependente; ¢) compatibile. 2.0,3.

3. P(A)=—, P(B)= 1 5.a) P(A4)=0,273; b) P(B)=0,085; c) P(C)=0,064. Indicatie. Aplicati schema:
din urna ce contine 3 blle numerotate cu 1,2, 3 se extrage de 9 ori céte o bila cu repunerea bilei extrase in urna. 6. P = %
5

7. P=—. 8. P= TR C,. 9.0,995. Indicatie. Introduceti evenimentele: 4, = {prima masina nu se defecteaza}; 4, = {a
doua maslna nu se defecteazd}. Reuniunea 4, U 4, reprezintd evenimentul cé cel putin una dintre masini functioneaza fara

defectiuni in decursul schimbului. Se cere sa calcula‘;i probabilitatea P(4, U 4,). 10.0,38.

May| E[12|0 |5 |6 M©&= ——. Indicatie. Valorile posibile ale lui £ sunt
plLl1]1]3 12(=18-6), 0(=6-6), =5(=1-6), ~6(=0-6).
6 | 6| 6|6

b) % Indicatie. Doua partide pot fi jucate in cazul in care cad 6 puncte sau 5 puncte.

Test sumativ
Profilurile umanist, arte, sport. 2. 0,8. 4. P(A4)=0,44; P(B)=0,78.

Profilul real. 1. 2) P(A)=%; P(B)=%. 2. P(4,)=0,05; P(4,)=0,46; P(4,)=0,04. 3.a) P(A)—— b) P(B)——

8
) PAUB)=15- 4| E| 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | M&=2
1 4 6 4 1
Pli6 |16 |16 | 16 | 16

2s7)



Raspunsuri si indicatii

Modulul 6 Elemente de statistica matematica si de calcul financiar

§ 2. Profilurile umanist, arte, sport. A.

1.| Intervale | Frecventa | Frecventa 2. a) Multimea apartamentelor blocului de b) Limitele | Frecventa
(® absolutd (n) | relativa (f) | Jocuit; consumul lunar de energie electrica al intervalului ()
[36.5; 36,6) 2 0,14 unui apartament; [0, 10) 4
[36,6; 36,7) 4 0,28 [10, 20) 7
[36,7; 36,8) 3 0,22 [20, 30) 6
[36,8; 36,9) 3 0,22 [30, 40) 3
[36,9; 37,0] 2 0,14 [40, 50) 4
Total 14 1,00 [50, 60) 6
[60, 70) 4
B. 3. a) Jucitorii (care formeaza | C. 5. Frecventa | Frecventa | Frecventa relativa [70, 80) 4
echipa); b) iniltimea jucitorului. Litera | absolutd (n;) | relativa (fi) |  cumulata (F)) [80, 90) 6
4. 60. a 21 0,28 0,28 [90, 100] 6
e 16 0,21 0,49 Total 50
i 17 0,23 0,72
0 3 0,04 0,76
u 10 0,13 0,89
a 8 0,11 1,00
Total 75 1

Profilul real. A,. 1. 6. 2.a) Ceasurile Bi. 3. a) Productia fabricii de conserve (in borcane); b) masa continutului
expuse; ora indicatd de un ceas; unui borcan; caracteristica cantitativa continua; c¢) 16%.
b) | Limitele intervalului | Frecventa (72,) 4. | Varsta | Frecventa | Frecventa |Frecventarelativd
[0; 1) 5 (ani) |absolutd (n;)| relativa (f}) cumulata (F))
[1;2) 3 [31; 39) 11 0,28 0,28
[2;3) 6 [39; 47) 15 0,38 0,66
[3;4) 4 [47; 55) 5 0,13 0,79
[4;5) 6 [55; 63) 0,18 0,97
[5:6) 3 [63; 71) 0,00 0,97
[6:7) 4 [71; 79] 1 0,03 1,00
[7:8) 3 Total 39 1
[8;9) 3
[9; 10) 4
[10; 11) 5
[11; 12] 4
Total 50
C,. 5. a) | Masa (kg) [2,0; 2,4)| [2,4; 2,8)|[2.,8; 3,2) | [3,2; 3,6) | [3,6; 4,0) | [4,0; 4,4) | [4,4; 4,8)| [4,8; 5,2] | Total
Nou-niscuti (,) 3 8 10 12 13 6 2 2 56
Frecventa absoluta
cumulat (F) 3 11 21 33 46 52 54 56 56
Frecventa relativa (f7) 0,05 0,14 0,18 0,21 0,23 0,11 0,04 0,04 1
Frecventa relativa 0,05 0,19 0,37 0,58 0,81 0,92 0,96 1,00 1
cumulata
b) [ Masa (kg) [2,0; 2,6) | [2,6: 3.2) | [3.2; 3.8) | [3.8; 4.4) | [4.4;5,0)[[5,0; 5,6) | Total
Nou-néscuti (,) 7 14 17 14 3 1 56




] Raspunsuri si indicatii

§ 3. Profilurile umanist, arte, sport. 50
A. 1. g 2.
6 30*
4 o 20
2 g
~ 10
0" 345678 910
0
1 2 3 4 5 6
Numarul de trageri
B. 4. 75 ! ! ! ! ! 5.a) b)
6 3 3 3 | | Limitele Frecventa A
5 intervalului | absoluta (n;) [E20 S R
: [5: 12) 14 15t----
3 [12; 19) 17 19 1
1 e ——— [19; 26) 18 !
o 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% [26; 33) 2 ’
[33; 40) 14 6 1-
[40; 47] 8 3 b
Total 80
01 5 1219 2633 40 47
n; A
C. 6. Frecventa | Frecventa | Frecventa | 7 | 8.1 x [n
X; | n; | absolutda relativa relativa 6 L 1 B
cumulata 1 cumulata 5 | 3 3
0| 4 4 0,20 0,20 4 -
1|5 9 0,25 0,45 37 4 12
2 [ 7 16 035 0,80 ?: 6 14
3] 4] 20 0,20 1,00 . L 71
0 1 2 3 x Total |12
Profilul real. B,. 3. a) | Coeficientul | Numarul elevilor | b) 4
(4) (n,)
[75; 85) 1
[85; 95) 4
[95; 105) 11
[105; 115) 12
[115; 125) 2
Total 30
5. Romaénia ' ' ' ' ' b)
[
a) Israel |
India Romaénia
Ucraina 51,6 %
Federatia Rusa Ucraina
Alte tari 7,6%
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 Federatia Rusa

1 59 Alte tri, 6,8%
,D7/0




Raspunsuri si indicatii

C;. 7. Republica Moldova |
Roménia
Germania
Franta M
Ucraina —
Rusia M 10
10 20 30 40 50 60 70 8
Anii 6
8.a) | Litera | e l | m|n|t |p]|o|ul|'t i| s c| a | a| Total | b) 4
(n) 10 | 3 2 3|8 2 1 3 2 8 6 3 1 3 55 2
) 18,2 55(3,6|55(14,6(3,6 1,8 (5,5]3,6 14,6(109] 5,5|1,8|5,5]| 100,2 0 o o u i P
b) [0,20)—18%( 5-360° =18°); 10. | Intervalele | Frecventa .
’ 100 > A absolutd (n;) Nu este unica.
[20,30)—50,4%; 2;5) 3
[30,40)—93,6%; [5:8) 4
[40,50)—108%; [8, 11) 6
>50 —90%. [LL; 14] 2
Total 20

§4. Profilurile umanist, arte, sport. A. 1. x = 4,23; Me=4; Mo=1, Mo=5 (seria este bimodald). 2. =160,06 cm.
B. 3.a) x =284, b) vineri. 4. x =20,19; Me =21,18; Mo =24. 5.Lamatematica, deoarece X(M)>X(F), M (M) > M (F),
M,(M)=M,(F). C.7.a)x=21,525 cm; Me=215cm; Mo=215 cm; b)51,67%.

Profilul real. A,. 1. x=57,6; Me=61,15, Mo=69,76. 2.b) x=163,17; Me=163,48; Mo=~164,10. 3. in situatia data
mai trebuie comparate si celelalte marimi medii ale seriilor statistice. B;. 4. x=18,68;, Me~18,82; Mo=18,5.
5.a) x=56,55; Me=53,5; Mo=235;b) x=57,67; Me=54,54; Mo=43. 6.B-1,A—1I,C-IIL

Ci. 8.a) x,=75; x,=10,5; x, =13,5; x, =30,0; x;=43,5; x, =45,0 (milioane km?); b) x=25,0 (milioane km?);
¢) Me=21,75 (milioane km?). 9. x =9865, M, =9625, M, =9050. 10. 1) 5,92 minute. 2) 6 minute. 3) Durata medie se
modifica in functie de modul de regrupare a intervalelor.

§ 5. Profilurile umanist, arte, sport. A. 1.a) 13,33 %; b)26400 u.m. 2.10%. 3.22501ei. B. 4.a)11801ei;b) 1 192,52
lei; ¢) 1 196,79 lei. 5.a) 5 152,05 lei; b) 5 173,7 lei. 6.3500,88 lei. C. 7.1590,33 um. 8. 1250 u.m.

Profilul real. A,. 1. a) Crestere de 1,135 ori; b) crestere de 1,1232 ori; c¢) crestere de 1,127 ori. Deci, varianta a) ¢ mai
convenabila. 2. 167,55 u.m. 3.a) 11 235u.m.; b) 11 298,5 u.m. Variantab). B;. 4.2 430,64 um. 5. a) 5%; b) 8,75%.
6.2)25937um.;b)44 114um. C,. 7.2000u.m.

Exercitii §i probleme recapitulative
Profilurile umanist, arte, sport. A. 1.b), c). 2. loana Padure — 1701,0 lei, Ana Luchian—1734,0 lei.

B. 3.2) 4. Cel putin 24. C.5.2) x=143; b)2;
16 ¢ T
(=]
5 s
12 7 4
%3
8 £
S 2
|
4 B
’E 0
1785 90 95 100 105 110 115 3
b) X=99,6; Me ~99,3; Mo ~98,57. 6.73.92%.



] Raspunsuri si indicatii

Profilul real. A,. 1.1,7m. 3.15427,5u.m.

B,.4.a)| Concentratia (%) ¥ Frecventa Zfsgﬁﬁéa Frecventa b) 4
(interval) i absoluta (n;) cumulata relativa (f}) 041
[67, 68) 67,5 3 3 0,05
[68, 69) 68,5 7 10 0,12 03
[69, 70) 69,5 13 23 0,22
[70, 71) 70,5 25 48 0,41
[71, 72) 71,5 8 56 0,13
[72, 73] 72,5 4 60 0,07
Total 60 _| -
067 68 69 70 71 72 73 g

¢) x=70,17; Me=70,3; Mo =70,41.

5. a) Marca autoturismului este o caracteristica statistica calitativa. b) Renault

6. Cumparatorul nu are dreptate. Peugeot

Toyota
Mercedes

BMW

C,. 7.a) x=17,62; Me=8,4; Mo=9; b) =31%.

11 _ Citroen
0= 7,59.

8.2) 69+1,1=8; b) 6,9

Test sumativ

Profilurile umanist, arte, sport.

2. David ‘ ‘ ‘ | 3. a) 8400 u.m.; b) 8354,4 u.m.
Sofia |
Amelia ‘ ‘ ] 4. a) Timpul parcurgerii distantei de 100 m;
Matei T b) X =9,9925;
Bogdan ¢) Usain Bolt.

200 400 600 800 1000

Profilul real. 1.b) Me=47375; ¢) Mo=43125. 2. Sofia —

3.2)29000 u.m.; b) 44114,35 u.m. Amelia [ T T T
4.15. Anastasia :I

Maria : :
Victoria ‘ ‘

200 400 600 800

Modulul 7 Poliedre
§ 2. Profilurile umanist, arte, sport. A. 1. a) 4«/3 cm; b) 442 cm. 2. 10(5+24/119) cm’. 3. 80 cm®. 4. 90°, 60°, 30°.
B. 5.a) 6v/6 cm, 12 cm; b) 180V/3 cnt’. 6.a) 12cm, 635 em;b) 3643 cm?, 72 em?; ¢) 1082 ++/3) cm?. 7.a) v/58 cm; b) 2429 em.

8. [BA4,]. 9. =2,66kg. 10.22 cm? 11.a) 2\/§cm, 2429 cm; b) 16(14+3\/§) cm®. C. 12.a) arccos%; b) arccos%.
13.a) 3J43 cm’; b) (48+9\/§+3\/E) cm’. 14.a) 7 cm; b) arcsing, arcsin%, arcsin%; c) arctg 3, arctg 2, arctgl,5.

Profilul real. A, 2. 3. 3. 62 cm, 12 cm. 4. a) 680 cm’; b) % cm. B.. 5. 15 rulouri. 6.a) ab(l+2sina);

2

b) bdl—%cosza. 7.a) 6 cm; b) /39 cm;c) V111 cm;d) 12\/5(2+\/13) cm’. 8.2)9cm;b) 34/21 cm. 9.a) arccos#;
a
2 2
a2 10.9) J2 V2 20’ -

— —; §)0. C,. 11. a) arccos a_. b) a=h2. 12.39 cm.
2Wa® +h’ 4 4

RN R
7b)49 c)0;d) 4’6) 2(h2+a2)
13.a) \2d*sin2¢; b) %dz sin 2.

b) arccos



§ 3. Profilurile umanist, arte, sport. A. 1. 15 cm®. 2.a)9 cm;b) arctg 1,75. 3.a) 5 cm;b) 4/189,75cm;c) 6¢cm. B. 4.6,5 cm.
5.arctg 2. C. 7.9(4++/7) cm?. 8.2)4 cm;b) 962 cm?.

2
Profilul real. A,. 1. Y& +% ”’ N oo 2.9) 1\/ ab: by ha+b): ©) arccos Y . ) (“”;)*/E. Bi. 3. 4o +b7,

2h°
a T a ctg—
4.113 foi. 5.d) 20Os(p,/cosz(p+ctg2;, “deosp 6.2) VB = VC——w/1+9tg o, VA— (6tga+1/9tg o—-3);

d 2
¢) p =arctgy3tg’oc—1. C,. 7. a) ; b) dd, tgo.
4d? +d:

§4. Profilurile umanist, arte, sport. A. 1. a) 432.cm’; b) V119 cm; ¢) 94238 cm?. 2. a) 84 cm’; b) /13 cm;
¢) 12,25v/3 cm®. B. 3.a) 4150 cm; b) 220/5 cm’. 4.a) 44/3 cm; b) (15139 +174/3) em®. C. 5. =1,6 m.

ﬁ(;;_a)tg(p; p P-a B -a) 2.2) 4(b-ay1gp+5; b) b

6¢cos 4cosp \/(b—a)ztgz(p+b2 ’

Profilul real. A,. 1. 2)

2 2
o) o9 o 3.3,59m. C,. 4.a)120cnr’; b) 48(410 +4/17) cm’.

§5. Profilurile umanist, arte, sport. A. 1. 5129\/5 cm’. 2. 64 cm’. 4.a) 34/38 cm; b) 558 cm?; ¢) 810 cm’.

B. 6.a) 144,5v/3 cm®; b) 38963\/3 cm’. 7. 2)39; b) 84+/3 cm®. 8.84. 9. 94,7 m’. 10. 1242 cm’. 11.5cm.

C. 13.a) 36v/3 cm’; b) 18v/2 cm’. 14.8 cm.

Profilul real. A,. 1.3. 2.1924/6 cm®. 3. 1624/5951 cm®. 4. 144134 cm®.  B,. 6. 124/3 cm®. 7. a) 6a’sina;

b) 2a3sing1/cos2%—coszoc. 8. 3631 cm’. 9. a) 14(;\/_ ; b) 700\/_ em’. 10. 216 min. 11. 87 cm’.

2

12.2) 16439 cm?; b)@cm? 13.2) 284 cm’; b) 156v3 cm®. C,. 14.60°. 15. 162 e’
a Sln’}/ ) 2 272 2y . n

16. - Y 1.

6 2a+h) ["(a+b)” —4a’b" cos 3 7. arcsin e

Exercitii §i probleme recapitulative
Profilurile umanist, arte, sport. A. 1. = 48 kg. 2. =83,6 min. B. 3. 680 de cubusoare. C. 6.3d,4d. 7.10cm,24 cm, 26 cm.

Profilul real. A,. 1,025 cm. 2.0,125 cm. B,. 3. 180 cmb. 4. 64 cmd. 5.45°. 6. 27 006+/3cm”®. C,. 8. M, %,
bed  bd(a+c) a3, a3
37 3 2 3
Test sumativ
100\/_ 0
Profilurile umanist, arte, sport. 2. a) 72(1+\/_) cm’; b) —— %, ¢) 1444/3 cm’®. 4. 35200 m’.

Profilul real. 2. a) Smﬁ"‘ (1+cos B); b) & sin*atgf. 3. a) 107> coso/1+sin® r; b) —1 sincrcos’or. 4. 6048 m”.

. a)%cf; b)

Modulul 8. Corpuri de rotatie

§ 1. Profilurile umanist, arte, sport. A. 1.a) 16x cm’; b) 162 cm®. 2. 1701z cm®. 3.13cm. B. 4. 207 cm®. 5.8 cm.
6.195151m’. 7.8. 8. 87 cm’. C. 9.245i 86. 10. Este suficient 1 kg de vopsea.

Profilul real. C,. 3. \/m . 4.2) 10 cm; b) arccos0,8. 5.a) 0,215 m*; b) 78,5%; c) nu se va schimba. 6. 7 =1568 cm’.
7. Nu.



] Raspunsuri si indicatii

§2. Profilurile umanist, arte, sport. A. 1. a) 65z cm’, 90 cm’; b) 100z cm’; ¢) 60 cm’. 2. 768w cm’.

3.2) 12,57(1+~/2) cm’; b) 125’“/— cm’. B. 4.42de foi. 5.6,5cm. 6. 327 cm®. 7.34cm; 16cm. C. 8. 243743 cm’.
9. SOn\/E cm’.

Profilul real. A,. 1.a) 0,5V2Rtge; b) 0,54Rtge; ¢) 0,5V2Rtge. 2.a)

2 3
[ 1 +1];b) atgp . ma'tge

4sm o\ cose 4sina’ 7 24sin‘o

3 2 3 3 2 2

3.a) ma* cosa(l+ ctgr); b) LS & B 4 87 em’. 5. 2. 6.a) 0,5V2G; b) */EI’ZG . 7.7cm. 8. RR— VR 2%
—X

10. =24 m”. 11. =415 cm. 12. %.
§3. Profilurile umanist, arte, sport. A. 1. a) 9607 cm®; b) 94087 cm’;, ¢) 10410 cm. 2. 27427 cm®, 637 cm’.
B. 3.60°. 4.6cm. 5. =219 litri. 6. 14cm. C. 7.8.

2 RZ 2 R2 R 2
Profilul real. Ay 1. =~107g. 2.5 dmsi | dm. B, 3. TR FORERAT) =0 R B +(R—r) s

3(R+r)
2 2
263 s 19 o BR =)

; ) arct Ead ) )”(Rs—rs)tga 7 377R*H 197R°H  TaR*H
83k-r > 37 "V cosa N T 7 T 7R ')

H ( [R+r " H(WRr —r)
R-r 2 " o) R-r

1324r
3

b) arctg Rh

C. 8.2)

. Profilurile umanist, arte, sport. A. 1. cm. . 2.4 3 S5mcem’; T cm. 3. 56 cm™. 4. A.
§ 4. Profiluril j A1 3. B. 2.a) 1443122 2: b) 10080, . 3.36 4.A

C. 5. % om 6 20=47
T

%

Profilul real. A;. 1.2)C(-3,4), R=5; b) C(-2,3), R=4; ¢) C(%,—%} R=4;d) C(—l,%} R=g.
2 2

) ( )2_2 3.a) (=4,-3), (3,4); b) (=3,-4), 4,-3). 4. = +2 1.
1.

2.2) (x=1)+(y-3)*=8; b)(

l\)lw

2 25 20
2

2 2 2 2
x LY LA gy T o XL
5. a) 100 36 I; b) B.. 6. 16+ 7 1. 7. a) 9; b) + I; ¢ + 1.

100 36

8. (=6,— 43), (=6, 4/3). 9. F(6,0); x+6=0. 10. (9, 12), (9, —12). 11. (=6,9), (2, 1). 12.328 de cutii. 13. L2
14. 7R’ cos’ aw u.p. 15. =814,7 kg. C,. 17.73 864 kg. 18. 558,5 tone.

Exercitii §i probleme recapitulative
Profilurile umanist, arte, sport. A. 1. a) 60°; b) 32\5 cm’; ¢)

9632

cm’. B. 2. =2312m’. 3. 1447 m?, 1287 m’.
N

4.a) 36 m*; b) arccos 0,6; ¢) 967 m’, 607 m>. 6. 64/3 dm. C. 7.6cm.

=5 _Sa- : _d 1 _df gy !
Profilul real. B,. 2.a) R = 2(1+c05(p), r= 2(1 cosQ); b) R= 2(1+cosq))’ r= 2( 1+ J

G 27R(G* — R*

.z 3 R ). 4.14cm. 5.Da. C.. 8.0,5Va’ +b*+c*. 9. 9+2>{ﬁ7tR3,

Test sumativ
3
Profilurile umanist, arte, sport. 2. a) 2527 cm’; b) %%. 3.b) 1207 em?; ¢) 3007 cm’. 4. 6007 cm’.

3 3 .3
Profilul rel. 2. 4ma H_sin_ o 4. ~69g.
3(asino +VAH? +a’sin’ )’
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